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PREMIERE   PARTIE 


QUESTION  DAKGKBRE 
par  M.  Lelieuvre. 


Je  me  propose  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Trouver  tous  les  polynômes  èuliers  en  x,  de  degré  pair  in,  qui  sonl  à  la  fois  réciproques  et  identiques 
à  leur  transformé  en    1  — x. 

Dans  un  précédent  numéro  (*),  j'ai  indiqué  une  solution  du  cas  particulier  où  le  polynôme  est  du 
sixième  degré     (n  =  3). 

On  peut  essayer  la  même  méthode  dans  le  cas  général  ;  pour  cela  on  considérera  le  polynôme  entier 
le  plus  général  de  degré  2(i  qui  est  identique  à  son  transformé  en  1  —a;  :  ce  polynôme  étant  un  pro- 
duit de  n  diviseuis  du  second  degré  de  la  forme  x- — x -\- q  sera  une  fonction  entière  de  x^  —  x  ;  il 
restera  à  le  dévelo]q)er  et  à  écrire  que  ses  coetlicionts  équidistants  des  e.xtrèmes  sont  deux  à  deux  égaux  ; 
en  réduisant  à  l'unité  les  coefficients  extrêmes,  on  pourra  l'écrire  sous  la  forme  : 

V{x)  =  {x'  —  ar)"  +  A,G,;(a;^  —  a;)'-'  -+-  A,C?,(a;'  —  ar)'--  +  . . .  H-  A„_,r:;;-'(x2  —  a;)  -t-  1 . 
Al,  Aj,  . . . ,  A„_,    désignant  des  constantes  à  déterminer  et  Cj;  représentant,  comme  de  coutume,   le 
nombre  des  combinaisons  de  n  objets  p  à  p. 

On  aura  alors  à  écrire  n —  1  conditions  linéaires  entre  Ai,  A-,,  . . .,  A„_,  ;  on  reconnaît  immédia- 
tement, au  moins  pour  les  premières  valeurs  de  n,  qu'elles  ne  sont  pas  distinctes  ;  mais  la  discussion 
de  ces  («  —  1)  équations,  dans  le  cas  général,  n'est  pas  très  simple:  il  est  facile  de  l'éviter  en  prévoyant 
le  résultat  auquel  on  doit  arriver. 

En  effet,  soit  a  et  l—a  deux  racines  du  polynôme  cherché,  associées  de  façon  que  leur  somme 
égale  1  ;  si  leur  produit  est  aussi  égal  à  1,  on  aura  n(l  — a)  =  l,  c'est-à-dire  a-  — a  +  l  =  0;  donc 
le  polynôme  V(x)  sera  divisible  par    x^  —  a,'  -f- 1     dont  il  a  les  deux  racines. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  l'inverse  d'une  racine  choisie  dans  la  suite  des  2n  racines  de 
F(x)  et  autre  que  son  associée  l  —  a  :  je  peux  désigner  par  1—6  cette  nouvelle  racine  ;  on  aurait 
donc  :     a(l  —  6)  =  1. 

La  racine  b  doit  être  à  son  tour  l'inverse  d'une  autre  racine  de  la  suite  ;  deux  cas  sont  à  distinguer 
suivant  que  cette  dernière  racine  est  précisément     l—a    ou  bien  une  nouvelle  racine  de  la  suite  : 

1°  C'est  l  —  a  ;  on  aura  alors  :  a{l  —  h)  =  b(i—a)  =  1,  d'où  a  =  b  et  par  conséquent 
a{i—a)  —  i.  Donc  les  quatre  racines  considérées  a,  l—a,  b,  l  —  b,  sont  celles  de  (x'- —  a; -i- 1)^ 
et  F{x)  doit  être  divisible  par  ce  polynôme. 

(•)  Voir  le  numéro  de  Mars  1901  de  la  lievui'. 
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2°  Supposons  au  conlraire  que  h  soit  l'inverse  d'une  nouvelle  racine  (1— c)  de  la  suite;  on  aura 
a[\.  —  b)  =  b{\  —  c)  =  1,  d'où  il  résulte  immédiatement,  en  éliminant  b,  c(l  —a)  =  \.  Donc  c  est 
précisément  la  racine  inverse  de  1— a,  et  pur  conséquent  les  six  racines  a,6,  c,  1  —  a,  1  —  6,  1— c 
sont  celles  d'un  polynôme  du  sixième  degré  répondant  à  la  question  :  ce  sont  les  six  rapports  anharmo- 
niques  de  quatre  quantités,  et  l'une  de  ces  racines  peut  être  choisie  arbitrairement,  car  elles  ne  sont 
assujetties  qu'à  deux  relations  telles  que    «(1  —  b)  =  b{l  —  c)  =  I. 

Donc,  si  je  suppose  n  =  S  dans  F{x),  les  deux  équations  de  condition  du  problème  devront  bien 
se  réduire  à  une  seule  ;  on  reconnaît  en  effet  immédiatement  qu'elles  se  réduisent  à  Ao  =  1,  de  sorte 
que  le  polynôme  répondant  alors  à  la  question  peut  s'écrire 

<l'ix)  =  [x'-  -  xY  -+-  3A,(x2  -  xY  +  ^{x'-  _  a-)  +  1 . 
A,  y  demeure  arbitraire  ;  donc  si  l'on  appelle  X   un  nouveau  paramètre,  on  peut  mettre  «(x)  sous  la 
forme 

<l>(a;)  =  (x-2  _  i.  -H  1)3  _^  x(a;^  -  xy-. 

Soit  mainlmant  à  former  le  polynôme  général  V(x)  de  degré     2m  (n  >  3),     qui  est  réciproque:  trois   cas 
seront  à  distinguer  suivant  que,  /j  désignant  un  entier,  n  sera  delà  forme  3/3,     3p-hl     ou     3yo -i- 2. 

1»    n  =  'Sp:    les  racines  pourront  s'associer  en   p    termes  formés  chacun  de  trois  racines   o,  b,  c 
appartenant  à  un  même  polynôme   <i>(x),   qui  peut  d'ailleurs  se  réduire  à    {x-  —  x-hiy;     donc  F(x) 
s'exprimera  par  le  produit  de  p  polynômes  <i>  : 
F{x)  =  ^,(x).^2(x)...o^{x)  =  [{x'  —  x^lY-h\{x^-  —  xy][[x''  —  x^iy  +  l^{x'~xr-].. . 

cest-a-dire,  en  posant     U  =  (x'^  —  a?  + 1)^     et    V  ^e  (x- —  a;)2, 

V{x)  =  U"  4-  pLiU^-'V-+-  (jL^U^-'-V^  -H  ...  -H  ^,V^'. 
eu  désignant  par  j^,,  i^,,  .  . . ,  i^^,  p  paramétres  arbitraires  équivalents  à    X,,  À,,  . .  . ,  X^  ;    en  particulier,  si 
i>-y  =  0,     F(a')  contient  U  en  facteur. 

2o  n  =  3/j  +  l  :  on  pourra  former  p  termes  de  trois  racines,  semblables  à  ceux  du  cas  précédent, 
et  il  restera  forcément  deux  racines  associées  a,  l—a  qui  seront  réciproques;  donc  F(«)  sera  le  pro- 
duit de     a;-  — a; -1-1  par  un  polynôme  semblable  à  celui  du  cas  précédent,  d'où 

F(r)  =  (x^.  —  x+i )(U/' -f-  fXiU^-'V  +  ii,U"~'V^-  -H  ...  -H  iJ-^W). 
3»    n  ^  3/>-^2  :    on  pourra  former  p  termes  de  trois  racines,  semblables  à  ceux  du  premier  cas, 
et  il  restera  deux  couples     a,   l—a    et    b,   l  —  b    qui,  dans  tous  les  cas,  seront  formés  des  quatre  ra- 
cines de     (a^  —  X  +  I  )-  ;     donc  on  aura 

F(x)  =  (x^  — X  -h  1)2(U''  -i-[JL,U"-'V-|-|jt2U''-W2  _^  . .  .  -H  (x^v^). 

Cesrésultats  sont  faciles  à  vérifier  directement  à  l'aide  des  équations  de  condition  pour  les  premières 
valeurs  de  >i. 
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SUR  L'EMPLOI  DE  LA  MÉTHODE  EXPÉRIMENTALE  DANS  L'ÉTUDE 
DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

par  M.  Soûls. 


Voici  quelques  réflexions  qui  m'ont  été  suggérées  à  ce  propos  par  un  sujet  de  composition  fran- 
çaise donné,  il  y  a  quelques  années,  à  l'Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne,  et  qui,  sans  être  peut-être 
nouvelles,  peuvent  cependant  n'être  pas  encore  venues  à  l'esprit  des  jeunes  lecteurs  de  la  Revue. 

On  est  surpris,  do  prime  abord,  de  trouver  l'expérience  dans  cette  branche  des  études  scientifiques, 
qui  semble  cependant  le  domaine  du  raisonnement  le  pins  nbstrait.  Rt  pourtant  elle  y  a  sa  place.  Je  me 
bornerai  dans  ces  quelques  lignes  à  l'examen  des  mathématiques  spéciales. 
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En  algèbre  d'abord,  nous  avons  le  théorème  des  substitutions.  Sans  avoir  besoin  d'entrer  dans  le 
détail  de  l'emploi  de  ce  Ibéorùme,  il  sudit  de  se  rappeler  que,  en  substituant  des  nombres  dans  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  et  en  observant  les  signes  des  résultats  obtenus,  on  peut  séparer  les  racines 
de  l'équation  :  c'est  là  une  méthode  purement  expérimentale,  méthode  qui  rappelle  jusqu'à  im  certain 
point  celle  qu'on  emploie  pour  la  recherche  de  la  base  ou  dt;  l'acide  d'un  sel  métallicjue  en  dissolution. 
Les  nombres  substitués  sont  les  réactifs;  les  signes  obtenus,  la  couleur  des  précipités  qui  permet  de 
former  les  métaux  en  groupes,  dont  l'un  contient  le  métal  cherché  :  on  a  ainsi  «  séparé  »  le  métal,  qu'on 
trouve  ensuite  lui-même  par  une  nouvelle  application  du  même  procédé. 

Tout  le  monde  sait  d'ailleurs,  qu'un  grand  nombre  de  propositions  n'ont  été  démontrées  que  bien 
postérieurement  à  leur  découverte.  Je  ne  citerai  comme  exemple  que  le  théorème  ou  règle  des  signes  de 
Descartes.  Dans  les  œuvres  de  l'illustre  mathématicien,  on  ne  trouve  pas  trace  de  démonstration.  L'au- 
teur, après  avoir  montré  l'exactitude  de  sa  règle  sur  divers  exemples,  en  admet  la  généralité  sans  plus 
ample  démonstration.  Descartes  avait  fait  ses  expériences  sur  des  équations  :  il  en  déduisit  une  loi. 
Le  théorème  a  été  démontré  depuis,  de  bien  des  façons,  par  de  Gua,  Sognor,  .Epinus,  Kaestner,  Lagrange, 
Gauss,  Pinck  :  mais  on  doit  reconnaître  que  Vinventeur  l'a  découvert  uniquement  par  l'expérience.  On 
peut  encore  citer  le  théorème  de  Fermât,  quoique  nous  ne  puissions  pas  afiirmer,  à  la  vérité,  que  Fermât 
n'en  eût  pas  une  démonstration.  Tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  qu'il  ne  l'a  jamais  donnée. 

Si  nous  passons  dans  le  domaine  de  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  les  exemples  de- 
viennent encore  plus  frappants.  Etant  donnée  l'équation  d'une  surface,  il  serait  très  dillicile,  pour  ne  pas 
dire  impossible,  de  s'en  représenter  la  forme.  Mais  alors  nous  étudions  cette  surface  comme  l'anatomiste 
étudie  la  structure  du  cerveau,  le  naturaliste  la  constitution  d'une  roche  :  nous  ypiatiquons  des  coupes; 
on  a  un  exemple  de  cette  méthode  dans  le  cours  de  géométrie  analytique  :  l'élude  de  la  forme  des  qua- 
driques,  d'après  leurs  équations  réduites. 

Parlerai-je  encore  de  la  résolution  graphique  des  équations  ?  Ici  nous  trouvons  les  racines  par  la 
mesure  de  la  longueur  de  certaines  ordonnées  ;  procédé  purement  physique.  Enlin,  rappelons-nous  un 
chapitre  intéressant  de  l'algèbre:  les  séries.  On  y  trouve  un  grand  nombre  de  théorèmes  généraux,  qui 
présentent,  il  est  vrai,  à  peu  près  tous  un  cas  douteux,  mais  qui,  malgré  cela,  sembleraient  devoir  donner 
la  clef  de  presque  toutes  les  questions  concernant  les  séries.  Il  n'en  est  rien  :  il  est  bien  rare,  tous  les 
élèves  de  spéciales  le  savent  bien,  que  l'application  de  ces  théorèmes,  qui  pourtant  semble  la  méthode 
la  plus  logique,  conduise  à  un  résultat.  Aussi  doit-on  s'y  prendre  autrement.  On  connaît,  par  une  étude 
directe,  la  nature  d'un  certain  nombre  de  séries.  Eh  bien  1  la  méthode  la  meilleure,  presque  toujours, 
c'est  de  comptirer  à  ces  séries  la  série  proposée.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  fait  généralement  dans  les 
cours  pour  démontrer  ces  théorèmes  généraux  dont  je  parlais. 

Certes,  ces  deux  dernières  méthodes  ne  sont  pas  expérimentales  d'une  façon  aussi  absolue  que  celles 
que  j'ai  citées  plus  haut,  et  c'est  pourquoi  je  n'en  ai  parlé  qu'en  dernier  lieu.  Mais  elles  marquent  un 
passage  gradué  du  raisonnement  pur,  tel  qu'on  l'emploie,  par  exemple,  dans  l'étude  des  nombres  irra- 
tionnels par  le  partage  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  ou  dans  l'étude  des  propriétés  générales 
des  fonctions,  aux  méthodes  purement  expérimentales  de  Descartes  et  de  Fermât. 

Il  est  d'ailleurs  intéressant  de  remarquer  qu'inversement  la  physique,  qui  semble  le  domaine  de 
l'expérience,  est  envahie  peu  à  peu  par  le  calcul;  témoins  tant  de  faits  qui,  prévus  de  cette  façon,  n'ont 
été  vérifiés  qu'a  posteriori  par  l'expérience  :  les  phénomènes  d'interférence,  par  exemple.  De  là  un  rap- 
prochement entre  les  mathématiques  pures  et  la  physique,  qui  ne  sont  donc  pas  deux  sciences  si  dissem- 
blables, puisqu'on  passe  de  l'une  à  l'autre  d  une  façon  pour  ainsi  dire  insensible,  l'une  empruntant  les 
procédés  de  l'autre. 

Je  n'insiste  pas  plus  longuement  sur  ces  remarques,  qui  risqueraient  de  prendre  dans  la  Revue  une 
place  précieuse,  laissant  à  chacun  le  soin  de  les  approfondir,  s'il  y  trouve  quelque  intérêt. 
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ALGEBRE 


1090.  —  On  donne  la  série  de  terme  général 

i 

u„  =  r  ' 

dans  lequel  q  désigne  le  nombre  de  chiffres  de  »,  et  a  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 
Montrer,  à  l'aide  de  tel  théorème  qu'il  conviendra,  que  cette  série  est  convergente. 

Étudier  ensuite  le  rapport  ■  "^'    et  voir  quelle  particularité  intéressante  il  présente,  étant  donnée  la 

Un 

convergence  de  la  série. 

Quand  n  croît,  u„  décroît;  par  suite  la  série  proposée  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps 
que  la  série  qui  a  pour  terme  général     i)„,  =  IO"'u,o'".    Or  le  nombre  de  chiffres  de  10'"  est    m-hl,     par 

conséquent  w.o'"   est  égal  à    ^q,„^^„^_^  j)^        et 


(m  -+-  1) 
Comme  a  est  plus  grand  que  1,  la  série  de  terme  général  u,„  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la 
série  donnée. 

Considérons  maintenant  le  rapport        "^'  •     Si  n  n'est  pas  égal  à  une  puissance  de  10  diminuée 

de  1,  /i  et    ?i  -H  1     ont  le  même  nombre  de  chiffres  et  nous  avons 

u„  n  -\-l 

Si  au  contraire  on  a     n  =  lO^—  1,     on  en  déduit    »  -i-  1  =  10';     le  nombre  n  a  q  chiffres  et  le 
nombre     ?i+l     en  a     ^+1,     de  sorte  que 

î'„+i        n     r    '^    1" 


Un 


U„ 


Dans  les  deux  cas  le  rapport     lï±L    est  constamment  inférieur  à  1  et  a  pour  limite   1  quand   n 

Un 

croît  indéfiniment. 


Autre  solution  par  M.  Vial,  à  Chàlons. 


J.  HAAG,  lycée  de  Nancy. 
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1072.  —  On  considère  un  cercle  et  un  point  fixes,  (Cj  et  P. 

1°  Une  droite  quelconque  (D)  coupe  le  cercle  en  deux  points  \  et  B;  les  droites  PA  et  PB  rencon- 
trent à  nouveau  le  cercle  en  deux  points  A'  et  B'.  Trouver  l'équation  de  la  droite  (D')  qui  joint  les  points 
A'  et  B'  en  fonction  de  celle  de  la  droite  (U)  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  (D)  et  fD'). 

2°  Quand  la  droite  (D')  tourne  autour  d'un  point  fixe  M',  la  droite  (D)  tourne  aussi  autour  d'un  point 
fixe  M.  Trouver  les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  celles  de  M'  et  réciproquement.  Ces  formules  défi- 
nissent une  transformation  homographirjue.  Trouver  la  ligne  qui  correspond  au  cercle  (C),  celle  qui  corres- 
pond à  la  polaire  de  P  par  rapport  au  cercle  (G),  (D,),  et  la  droite  (a)  de  la  première  figure  qui  corres- 
pond à  la  droite  de  l'infini  dans  la  seconde. 
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3°  On  considère  dans  la  première  figure  un  cercle  variable  {V)  langent  à  (D|)  et  à  (A).  Trouver  la 
conique  variable  de  la  seconde  figure  qui  correspond  au  cercle  (r).  Lieu  des  foyers  de  celle  conique.  Cons- 
truire ce  lieu. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  a;  le  diamètre  du  cercle  qui  passe  au  point  P,  pour  axe  des  ;/  la 
perpendiculaire  à  ce  diamètre  menée  par  le  point  P  et  nous  représenterons  l'équation  du  cercle  par 

.V-  +  y^  -  2ax-hb^  0. 

1.  Soient  alors  ux -\- vy -h  w  =  0  et  u'x  -i-v'y  -hw'  =  0  les  équations  des  droites  AB  et  A'B'. 
Le  faisceau  des  coniques  passant  par  les  quatre  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  le  cercle  a  pour 

équation 

l{x''  -+-  y'-  —  2ax  +  6)  -h  PP'  =:  0, 

en  désignant  par  P  et  P'  les  premiers  membres  des  équations  des  deux  droites  (D)  et  (D')  ;  nous  avons 
à  exprimer  que  l'un  des  pôles  doubles  du  faisceau  est  à  l'origine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  à  annu- 
ler les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a-,  à  y  et  à  :  pour    x  =  0,    y  =  0-     Ce  calcul  nous  donne 

uw'  -+-  wu'  —  2a).  =  0,  vw'  -+-  irv'  =  0,  u'w'  h-  X6  =  0  ; 

la  seconde  de  ces  équations  donne  de  suite     v'  =  v,     w'  =  —  w\     ensuite  la  dernière  donne  X,  puis  la 

,  •■,'"■.,  2a«' 

première,  u  ;  nous  avons  amsi     X  =  — —    et     u  =  u-\ ; — 

0  b 

L'équation  de  la  droite  (D')  est  donc 

2a«' 
(1)  ux-{-vy  —  w  -\ —  x  =  Q, 


ou 


?  +  ^.w(~-i\  =0. 


Cette  dernière  forme  montre  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  (D)  et  (D')  est  la  droite 
ax—  b  =  Q  ;    c'est  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cercle. 

2.  Si  nous  exprimons  que  la  droite  (D')  passe  par  un  point  fixe  de  coordonnées  x-'  et  y\  nous 
avons  une  relation  linéaire  et  homogène  en  u,  c,  w, 

I          ,               2aM'    , 
ux'  -t-  vy  —  w  H ; — .r'  =  0  : 

0 

elle  exprime  donc  que  la  droite    (D)  passe  par  un  point  fixe  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 
x\  rj',^x'-i; 

Dès  lors  ce  point  a  pour  coordonnées  cartésiennes 


bx'  by' 


-2ax'  —b  ^        iax' 


y 


b 
ou,  en  posant    — 


(2)  ^  =   -, r'  y  = 


x'  —  k  ^        x'  —  k 

Ces  formules  définissent  évidemment  une  transformation  homographique  ;   si  on  les  résout  par 
rapport  à  a'  et  y',  on  trouve 

,  kx  ,  ky 


ce  qui  montre  que  la  transformation  est  réciproque  ou  involutive.  Nous  l'étudierons  plus  spécialement 
par  la  géométrie. 

En  portant  les  valeurs  de  x  et  de  y  dans  l'équation  du  cercle  (G)  et  supprimant  ensuite  les  accents, 
nous  retrouvons  sans  peine  l'équation  du  cercle    (C)    elle-même.  Le  cercle  se   transforme  donc  en 
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lui-même.  En  portant  x  dans  l'équation  de  la  polaire  du  point  P,  c'est-à-dire  de  l'origine,  x  —  2/o  =  0, 
nous  retrouvons  cette  équation  elle-même,  x' —  2/i  =  0;  ceci  prouve  que  la  transformation  actuelle 
est  une  homologie  dont  l'axe  est  celte  polaire  (Di).  Il  est  visible,  au  surplus,  que  le  point  P  se  corres- 
pond à  lui-même  ;  c'est  donc  le  centre  d'homologie. 

Quant  à  la  droite  (A)  de  la  première  figure  qui  correspond  à  la  droite  de  l'infini  de  la  seconde,  elle 
s'obtient  en  rendant  x  et  y'  infinis  ;  elle  a  donc  pour  équation  x  —  k  =  0.  C'est  l'équidistante  du 
point  P  et  de  sa  polaire  (D,). 

3.  Le  cercle  variable  (F)  a  un  diamètre  parallèle  à  Ox,  d'ordonnée  variable  i^,  et  dont  les  deux 
extrémités  ont  pour  abscisses  k  et  'i.k;  il  a  donc  pour  équation 

[x  —  k){x  —  2t)  -t-  {y  —  iiY  -  0. 

En  y  remplaçant  x  ei  y  par    —    et    '^—j-^      elle  devient 

A;3(2A;—  x)  -h  [ky  —  fxx  +  iiky  =  0, 
ou  bien 

(y  -  px  +  pky-  -  k[x  —  2A-)  =  0, 

en    désignant    -—    par   p. 

Cette  équation  représente  une  parabole  que  nous  pouvons  écrire  P- — A'Q  =  0,  avec  les  variables 
nouvelles  P  et  Q  définies  par  les  égalités 

P  =  î/  —  pj?+  p/f,  Q  =  X  —  ik 

ces  deux  dernières  équations  donnent  immédiatement  les  formules  de  transformation  directe 

a;  =  Q  -H  :;:!A:,  y  =  P  +  pQ  -4-  p/c. 

Cela  posé,  toute  droite  du  plan  peut  se  représenter  par  une  équation  de  la  forme 

u?  +  vCi-\-  10  =  0, 

et  l'équation  tangentielle  de  la  parabole,  dans  le  système  de  coordonnées  trilinéaires  ainsi  défini,  s'obtient 
immédiatement  ;  c'est 

ku-  —  àinv  =  0. 

Appelons  alors  a  et  ^  les  coordonnées  da  foyer  dans  le  système  rectangulaire  initial  ;  l'une  des 
tangentes  issues  de  ce  point  aura  pour  équation 

)/  —  fl  —  i{x  —  a)  =  0, 
ou,  à  l'aide  des  variables  P,  Q, 

P-t-(p  — t)Q-+-p/c-fS-H?c(-2!'/,-  =  0. 

En  écrivant  que  ses  coordonnées  vérifient  la  condition  de  contact,  nous  avons  la  relation  suivante 
entre  ^  et  p  : 

k  -  4(p  —  ijlp/c  —  P  -h  w  —  2iA-)  =  0  ; 

cette  relation  devant  être  vérifiée  pour  i  et    —  i,    se  dédouble  en  deux  autres 

k  —  4p(pA  -  p)  —  4(a  — 2/,-)  =  0, 

p(a  — 2A:)  — pA-f-p  =  0. 

S 
La  deuxième  donne    p  =  —- .    et  il  n'y  a  qu'à  porter  cette  valeur  dans  la  première  pour  avoir 

On  —  y. 


l'équation  du  lieu  des  foyers 

(3)  4t/'(T  — 2A-)  -F  (4x—  9A)(x  -  3/,)=  =  0. 
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Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire  nnicur- 
sale  ayant  pourpoint  double  le  point  x  =  3k,  y  =  0,  symé- 
trique par  rapport  à  Ox  et  dont  la  direction  asymptotique 
réelle  est  l'axe  des  y  ;  l'asymptote  parallèle  à  cette  direction 

est    a;  —  2/i  =  0  ;     c'est  la  droite  (D,);  le  sommet  de  la  courbe 

9A-  ,        k      ., 

a  pour  abscisse    :c  =  — —  =:  2fc  -i — -,    il  est  situé  aussi  avant 
'^  i  A 

le  point  double;  donc  celui-ci  est  isolé.  On  peut  d'ailleurs  le 
vérifier  directement  en  portant  les  axes  en  ce  point  et  l'on 
constate  ainsi  que  les  deux  tangentes  sont  imaginaires.  La 
courbe  se  trace  alors  immédiatement. 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.  MABciiAt,  ;  Dommdebt,  à  Grenoble  ;  Cans. 
Assez  bonne  solution  :  M.  J    Haag,  à  iNaricy. 


Solution  géométrique.  —  Le  quadrangic  AA'P'B  inscrit  dans  le  cercle  ayant  deux  côtés  opposés  qui  se 
croisent  en  P,  les  deux  autres  couples  de  côtes  opposés  se  rencontrent  sur  la  polaire  de  P  par  rapport  au  cercle. 

Si  nous  menons  une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  point  P,  elle  rencontre  les  deux 
droites  AB,  A'B'  en  M  et  M',  et  la  polaire  (Di) 
en  Q;  les  deux  points  M  et  M'  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  P  et  Q;  .si  donc  l'un 
d'eux  est  lixe,  l'autre  est  aussi  fixe.  En  établis- 
sant entre  eux  une  correspondance,  nous  défi- 
nissons une  honiologic  dont  le  point  central  est 
le  point  P  et  dont  l'axe  est  la  droite  (Di);  les 
deux  droites  AB  et  A'IV  se  correspondent  dans 
cotte  homologie.  D'autre  part,  le  rapport  anhar- 
nionique  constant  (Py.MM')  que  forment  ici 
deux  points  correspondants  M  et  M'  avec  le 
point  1'  elle  point  (J  où  la  droite  MM'  coupe 
l'axe  d'homologic  est  égal  k  —  1  ;  donc  cette 
homologie  est  involutive. 

11  résulte  immédiatement  de  laque  le  point  P 
se  correspond  à  lui-même,  que  l'axe  d'homo- 
logie  se  transforme  en  lui-même  et  qu'il  en  est 
de  même  du  cercle  (C).  Si  le  point  .M'  est  à 
l'infini,  M  est  au  milieu  de  PQ;  donc  ce  point 
décrit  l'équidistante  du  point  P  etde  ladroite  (Di). 
La  ligne  qui  correspond  au  cercle  [V)  est 
une  conique  tangente  à  la  correspondante  de  (a), 
c'est-à  dire  à  la  droite  de  l'intini,  tangente  aussi 
à  l'axe  d'homologie  au  même  point  que  le  cercle. 
C'est  donc  une  parabole  qui  se  déplace  tangen- 
tiellement  a  Taxe  d'homologie  suivant  une  cer- 
taine loi.  Au  foyer  de  cette  parabole  correspond 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  au  cercle  (F) 
menées  par  deux  points  fixes  de  la  droite  (A),  I' 
et  J';  ces  points  sont  les  homologues  des  points 
cycliques  de  la  seconde  figure,  ils  sont  donc  sur 
les  droites  PI  et  PJ  et  sont,  par  suite,  symé- 
triques par  rapport  à  Ox.  Cherchons  le  lieu  du  point  de  rencontre  F'  des  tangentes  au  cercle  (F)  menées  par 
ces  deux  points. 

Il  y  a  deux  cercles  (F)  tangents  k  une  droite  l'F'  de  l'un  des  faisceaux;  par  suite,  il  lui  correspond  deux 
rayons    J'F'    dans  l'autre  faisceau;  donc  la  correspondance  entre  ces  rayons  est  une  correspondance  (2,2). 
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Mais  quand  le  cercle  s'éloigne  à  l'infini,  les  deux  rayons  homologues  l'F'  et  J'F'  tendent  tous  deux  vers  l'J'  ; 
ce  rayon  particulier  se  correspond  donc  à  lui-même  dans  les  deux  faisceaux,  et  la  droite  l'J'  fait  partie  du  lieu 
du  point  F'. 

C'est  un  lieu  exceptionnel.  Le  lieu  total  est  du  quatrième  ordre  et  a  pour  points  doubles  les  deux  points  I' 
et  J'.  Donc  le  vrai  lieu  est  une  cubique  qui  passe  en  ces  points. 

D'autre  part,  quand  les  deux  rayons  l'F'  et  J'F'  tendent  vers  l'J',  le  point  F'  s'éloigne  a  l'infini  sur  cette 
droite  et  il  tend  vers  la  droite  (Di).  La  cubique  a  donc  pour  asymptote  cette  droite  (Di). 

Montrons  enfin  que  cette  courbe  a  un  point  double  au  milieu  de  la  portion  de  Ox  comprise  entre  (Di)  et 
(A).  Soit  H  ce  point;  si  nous  le  joignons  aux  deux  points  1'  et  J'  symétriques  par  rapport  à  Ox,  nous  voyons 
de  suite  qu'il  y  a  deux  cercles  (Ti  égaux  et  symétriques  par  rapport  à  Ox  et  tangents  à  l'H  et  .J'H;  chacun  de 
ces  deux  rayons  correspond  donc  doublement  à  l'autre  ;  par  suite,  leur  point  d'intersection  H  est  un  point 
double  du  lieu. 

Dans  la  seconde  figure,  la  ligne  correspondante  est  une  cubique  circulaire  unicursale  ayant  (Di)  pour 
asymptote. 


1096.  —  Etudier  : 

1°  L'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite  donnée; 

2°  L'enveloppe  des  asymptotes  d'un  faisceau  de  coniques  bilangenles  en  deux  points  fixes. 

Prenons  pour  axe  des  ij  la  droite  donnée  et  pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  de  cette  droite. 
La  conique  sera  alors  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

Ax---)-Bî/=-h2Ca:+D  =  0. 
1.  Si  nous  désignons  par  y  =  mx-^p  l'une  quelconque  des  droites  qui  coupe  la  conique  en 
deux  points  dont  le  milieu  soit  sur  Oy,  nous  aurons  la  relation  qui  existe  entre  m  et  p,  soit  en  écrivant 
que  l'équation  aux  abscisses  des  deux  points  de  rencontre  de  cette  droite  et  de  la  conique  admet  deux 
racines  égales  et  de  signes  contraires,  soit  en  écrivant  que  le  diamètre  conjugué  de  cette  droite  la  ren- 
contre sur  Oy.  Nous  trouvons  ainsi  immédiatement 

Bvip  -I-  G  =  0, 
et  l'équation  générale  des  droites  indiquées  est 

G 

u  =  mx 

^  Bm 

En  écrivant  que  cette  équation,  regardée  comme  équation  du  second  degré  en  ??!,  a  une  racine  double, 
nous  avons  de  suite  l'équation  de  l'enveloppe 

By'  ^  4Cj  =  0  ; 
cette  équation  représente  une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre; elle  est  évidemment  tangente,  d'après  la  définition  même  des  droites  qu'elle  enveloppe,  aux 
deux  tangentes  à  la  conique  en  ses  points  de  rencontre  avec  la  droite  donnée,  c'est-à-dire  avec  Oy. 

Cette  équation  est  indépendante  de  A  et  de  D.  L'enveloppe  est  donc  la  même  pour  toutes  les 
coniques  doublement  tangentes  à  la  conique  donnée  en  ses  deux  points  de  rencontre  avec  la  droite 
donnée,  et  aussi  pour  toutes  les  coniques  ayant  les  mêmes  asymptotes  que  la  conique  donnée  ;  elle 
touche  donc  en  particulier  les  asymptotes  de  cette  conique.  Enfin  cette  enveloppe  est  la  même  pour 
toutes  les  coniques  du  réseau  formé  par  la  conique  donnée,  par  exemple,  la  parabole  By^  -t-2Ca,'  =:  0, 
et  par  les  deux  coniques'  y'  =  0  et  -J  =  0.  Elle  enveloppe  donc  toutes  les  asymptotes  des  coniques 
doublement  tangentes  à  la  conique  donnée  en  ses  points  de  rencontre  avec  Oy  et  toutes  les  tangentes 
aux  coniques  homothétiques  et  concentriques  avec  la  conique  donnée  aux  points  où  elles  coupent  Oy. 

Quant  à  la  position  qu'occupe  cette  enveloppe,  elle  est  facile  à  apercevoir  en  remarquant  que  c'est 
une  parabole  homothélique  à  la  parabole  de  base  du  réseau,  par  rapport  à  l'origine  et  dans  le  rapport  2. 
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2.  Cette  seconde  partie  est  évidente  d'après  ce  qui  précède  :  l'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques 
du  faisceau  formé  par  la  conique  donnée  et  par  la  conique  réduile  à  deux  droites  confondues  avec  la 
droite  donnée  est  la  môme  que  l'enveloppe  des  cordes  ayant  leurs  milieux  sur  cette  droite.  Pour  le 
vérifier  par  le  calcul,  nous  prendrons  les  mêmes  axes  que  précédemment  et  la  même  équation  pour  la 
conique,  seulement  nous  y  regarderons  A  comme  paramètre  variable. 

Q 

Le  centre  de  cette  conique  a  pour  coordonnées    x  = —■,    y  =  0  ;    l'équation  quadratique  des 

asymptotes  est  donc 

ou  A-x^  -i-  (2Cx-+-Bi/2)A  -+-C2  =  0. 

L'enveloppe,  quand  A  varie,  a  pour  équation 

(2Car  -f-  Bi/Y-  —  4C=x»  =  0, 
ou  Bi/XBi/-  -+-  4Cx)  =  0  ; 

nous  trouvons  ainsi  deux  fois  l'axe  des  x  qui  est  une  enveloppe  singulière  :  le  lieu  du  point  double  de 

la  conique  impropre  qui  constilue  les  doux  asymptotes;  puis,  la  parabole    Bj/' -f- 'iCx  =  0,     qui  est 

l'enveloppe  précédente. 

G.  DULIMBEllT,  à  Grenoble. 

BoDues  solution?  :  MM.  E.-N.  Barisien  ;  J.  IIaig,  lycée  de  Nanov  ;  G.  Godudel,  lycée  de  Marseille;  J.  Mauchal;  M.  LAunENCK, 
lycée  de  Bordeaux  ;  R.  Bouvaist. 

Solution  géométrique.—  C'est  un  problème  classique  que  de  chercher  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent 
doux  points  conjugues  par  rapport  à  une  conique  donnée  et  mobiles  sur  deux  droites  données.  On  démontre 
aisément  (]ue  ces  points,  M  et  M',  décrivent  deux  divisions  homographiques,  et,  par  conséquent  que  la 
droite  MM'  enveloppe  une  conique  tangente  aux  dinix  droites;  lu  corde  des  contacts  est  la  polaire  du  point  de 
rencontre  des  deux  droites  par  rapport  à  la  conique  donnée;  il  en  résulte  que  ce  point  est  un  pôle  double  des 
deux  coniques.  L'enveloppe  touche  en  particulier  les  tangentes  à  la  conique  aux  points  oii  elle  rencontre  les 
droites  données.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  on  considère  toutes  les  coniques  doublement  tangentes  à  la 
conique  donnée  aux  deux  points  de  rencontre  avec  l'une  des  deux  droites,  l'enveloppe  ne  change  pas.  Elle  est 
donc  la  même  pour  toutes  les  coniques  du  réseau  formé  parla  conique  donnée  et  par  les  deux  coniques  impro- 
pres réduites  à  des  droites  doubles  coïncidant  avec  les  droites  données. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  supposer  que  l'une  de  ces  deux  droites  est  rejetée  à  l'infini  pour  avoir  la  question  proposée 
et  la  solution  complète  de  cette  question. 

On  peut  encore  trouver  aisément  la  solution  de  cette  question  en  transformant  honiographiquement  la 
figure  de  façon  que  la  droite  donnée  soit  rejetée  à  l'infini  et  que  la  conique  devienne  un  cercle.  Toutes  les 
particularités  de  la  question  apparaissent  alors  immédiatement. 

M.  REBEIX,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 
Bonnes  solutions  ;  MM.  P.  Tbonet;  J.  Haag;  L.  Maouy,  répétiteur  au  lycée  d'Alais;  P.  Tmbier. 


1100.  —  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  coniqve  sur  laquelle  on  prend  quatre  points  quelcon- 
ques. Par  ces  quatre  points  passent  deux  coniques  tangentes  à  chacun  des  côtés  du  triangle  ABC.  Démontrer 
que  les  six  points  de  contact  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite. 

Si  l'on  prend  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence, l'équation  de  laconique  donnée  est 

uyz  -t-  vzx  -h  ii'xy  =  0, 
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et  les  quatre  points  pris  sur  cette  conique  peuvent  être  définis  par  l'intersection  de  la  conique  donnée  et 
d'une  autre  conique  ayant  pour  équation 

ax'  -H  a'y-  -+-  a"z^  -H  26i/:  -t-  26':ar  H-  ^b"xy  =  0. 
Il  en  résulte  qu'une  conique  quelconque  passant  par  les  quatre  points  considérés  a  une  équation  de 
la  forme 

Pour  que  cette  conique  soit  tangente  au  côté  BG     [x  =  0),     il  faut  qu'on  ait 

a'a"  —{b-^  lu)-  =  0. 
On  en  déduit    *  -+-  lu  =  ±  ^/ôV',      ce  qui  détermine  deux  coniques  tangentes  au  côté  BC,  et  les 
points  de  contact  A,  et  A.  sont  définis  parles  équations 

(A^)  X  =  0,         y  W ^--  ^â"  =  0, 

/^  \  x—Q>  y  v^o^  —  ;  s/a"  =  0. 

On  voit  de  même  que  les  points  de  contact  B,  et  B^  des  coniques  du  faisceau  (1)  avec  le  côté  CA  ont 
pour  coordonnées 

(^B,)  y  =  0'  ^v/a  -t-  2/0^  =  0, 

^B^)  y  =  0,  a-v/â  -  iv'?  =  0  ; 

et  enQn  les  points  G,  et  C^  où  les  coniques  (1)  touchent  le  côté  ÂB  sont  donnés  par  les  équations 


(C 


=  0,  x^a  —  y\/a'  =  0. 


il  est  alors  immédiat  que  les  points  \i,  Bi,  Ci  sont  sur  la  droite  xs/a  h- ys/a' -t- iv^a"  =  0 ;  lespoinls 
Aj  B2,  Cl  sur  la  droite  .W(H- j/y/a' —  zv'f?  =  0  ;  les  points  A,,  Bi,Cî  sur  la  droite  x^/a  —  y</â^ -i- z^â"  =  d, 
et  enfin  les  points  A,,  Bo,  G2  sur  la  droite     xs/a-  y^a"  —  zy/a"  =  0. 

Les  six  points  de  contact  sont  donc  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet  dont  les  diagonales  sont 
les  côtés  du  triangle  ABC. 

Remarque.  —  Corrélativement  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  (V)  et  quatre  tangentes  à  cette  conique,  il  existe  deux  coni- 
ques inscrites  dans  le  quadrilatcre  (Q)  formé  par  ces  quatre  tangentes  et  passant 
par  chacun  des  sommets  du  triangle.  Les  six  tangentes  en  ces  points  concourent 
trois  à  trois  en  un  même  point. 

En  particulier  supposons  que  le  quadrilatère  (Q)  soit  formé  par  les  tan- 
gentes menées  à  la  conique  (T)  parles  points  cycliques  ;  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  sont  alors  homol'ocales  a.  (  fj.  Il  passe  deux  de  ces  coni- 
ques par  le  point  A,  tangentes  en  ce  point  aux  bissectrices  de  l'angle  FAF', 
F  et  F'  désignant  les  foyers  de  (r).  Mais,  en  vertu  du  théorème  de  Poncelet, 
ces  tangentes  sont  aussi  bissectrices  de  l'angle  A  du  triangle  ABC.  Il  en 
résulte  que  les  six  droites  considérées  sont  les  bissectrices  des  angles  du 
triangle  ABC,  et  on  voit  qu'elles  passent  trois  à  trois  par  un  même  point. 

P.  MONFRAIX,  lycée  de  Toulouse. 

Solution  géométrique. —  Faisons  une  transformation  homographiqne  de  façon  que  deux  des  quatre  points 
choisis  sur  ki  conique  soient  les  points  cycliques.  Cette  conique  se  transforme  en  un  cercle  S  inscrit  dans  le 
triangle  ABC  et  les  coniques  passant  par  les  quatre  points  se  réduisent  aussi  à  des  cercles  passant  par  deux 
points  fixes  M  et  N  du  cercle  S. 


PHYSIQUE 
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Désignons  par  ï,  p,  y  les  points  de  rencontre  de  la  droite  MN 
et  des  côtés  bC,  C.\,  AB  du  triangle  ABC. 

Il  existe  deux  cercles  passant  par  M  et  N  et  touchant  le 
côté  BC;  les  points  do  contact  sont  les  points  Ai  et  A2,  symétriques 
par  rapport  à  a  et  tels  que  l'on  ait 

aAi    =  aAo    :=  aM.oiN  ^  aB.aC. 

Par  suite  les  points  A,  et  A2  divisent  harmoniquement  BC  et 
ont  leur  milieu  en  a. 

De  même  les  points  Bi  et  B.>  divisent  harmoniquement  CA  ef 
ont  leur  milieu  en  p,  et  enfin  les  points  Ci  et  C2  divisent  harmo- 
niquement AB  et  ont  leur  milieu  en  y. 

Comme  les  divisions  CA2BA1  et  GB2AB1  sont  harmoniques,  le 
point  P  où  se  coupent  AiBi  et  AoBj  et  le  point  Q  où  se  coupent 
A1B2  et  A>Bi  sont  situés  sur  AB  et  divisent  harmoniquement  AB. 
Ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  diago- 
nales sont  H1B2,  Al  A.,  et  P(J  ;  or  les  milieux  de  ces  diagonales  sont 
en  ligne  droite.  On  en  conclut  que  le  milieu  de  PQ  est  le  point  y. 
Comme  les  points  P  et  Q  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
k  A  et  B  et  ont  leur  milieu  au  point  y,  ces  points  coïncident  avec 
les  points  Ci  et  C,  et  la  proposition  est  établie. 

M.  REBEIX, 
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1024.  —  Dn  tube  en  U  à  brandies  verticales,  dont  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  est  X,  contient 
deux  liquides  de  poids  sprci/iques  différents  d  et  d'  et  de  coefficients  de  dilatation  m  et  m'.  L'appareil  étant 
à  0°,  on  trace  sur  le  tube  un  repère  à  chacun  des  niveaux  A,  B,  C.  On  porte  ensuite  le  tout  à  t" ;  chrchcr 
à  quelle  condition  l'un  ou  l'autre  des  trois  niveaux  reste  en  regard  du  repère  correspondant. 

Appelons  x,  y,  y',  les  déplacements  apparents  des  niveaux  B,  A,  C,  h  et  h'  les  distances  initiales 
des  niveaux  A  et  C  au  niveau  B. 

L'équilibre  primitif  s'exprime  par  l'équation 

(1)  hd=  ti'd', 

l'équilibre  final  par  l'équation 

d  ...  .,        d' 


(2) 


(h. 


-y)- 


^(h'-x-i-  y') 


■m't 


l  -hmt        '  "  '  ■'  '  i 

Exprimons  la  conservation  du  liquide  de  densité  d,  en  appelant  v  le  volume  appa- 
rent du  tube  au-dessous  du  niveau  B  et  y  sa  section  à  0".  Pour  cela,  écrivons  que  le  volume  final  du 
liquide,  exprimé  à  l'aide  du  volume  initial,  est  égal  au  volume  de  la  partie  de  l'appareil  qui  le  contient. 

(3)  (y  +  /is)(l-f-mO  =  [v -ï- (h -h  X -^- y)s](i  -hSlt). 
Exprimons  de  même  la  conservation  du  liquide  de  densité  d'  : 

(4)  h's{i  -h  m't)  =  {k'  —  x-h  y')s{i  +  3'>4} . 

Telles  sont  les  équations  du  problème. 

Eliminons  y'  entre  (2)  et  (4),  en  tenant  compte  de  (1),  il  vient 

(5)  (x—  y)(l  -+-  3>0  =  /i(3X  —  m)t. 
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Simpliflons  (3)  ;  on  peut  l'écrire 

(6)  (x  +  j/)(l  +3À0  = 

Ajoutons  (5)  et  (6), 


h  ]mt  ■ 


■h\3lt. 


I 


2a-(.l-+-3>./)  =  —[m~3l)t. 


On  voit  que  x  ne  peut  être  nul  que  si     m  =  3). 
Retranchons  (5)  de  (6), 

2y(H-3X0-  ^" 


U)(m  —  U)t, 


La  condition  pour  que  y  soit  nul  est  encore     m  =  S'k. 

Enfin,  simplilions  l'équation  (4)  et  remplaçons-y    a;(l-i-3Ài)     par  sa  valeur, 

il  vient  y'ii  +  3X/)  =  h'im'  -  3).)t  +-  j  {m  -  3À)<. 

La  forme  du  second  membre  montre  que  y'  ne  peut  être  nul  que  si  3X  est  compris  entre  m  et  m'. 

La  dilatation  des  solides  est  en  général  inférieure  à  celle  des  liquides  et  il  n'y  a  guère  que  l'eau  qui 
permettrait  de  réaliser,  entre  certaines  limites  de  température,  les  conditions  demandées. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1902). 

I.  —  Algèbre. 

2751.  —  o,  h,  c  désignant  trois  nombres  entiers  positifs,  démontrer  que    x'"*^  +  x^''+' +  oc^'^    est  divisible  par    x-  +  x-hl. 

2752.  —  A,  lî,  0  désignant  des  polynômes  à  une  variable,  on  connaît  les  restes  de  la  division  de  A  par  B  et  par  C  ; 
calculer  le  reste  de  la  division  de  A  par  BC. 

2753.  —  On  donne  deux  polynômes  A  et  B  à  deux  variables  j;  et  y.  On  les  ordonne  par  rapport  h  x  et  on  divise  A 
par  li  ;  soit  Q  le  quotient.  Il  le  reste.  On  les  ordonne  ensuite  par  rapport  à  y  et  on  recommence  la  division.  Dans  quel  cas 
obtient-on  le  même  quotient  et  le  même  reste  ? 

2754.  —  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre    x""  —  l    et    j'  —  t. 

2755.  —  Variations  de  p  !  ^  !  quand    p  +  q    est  constant. 

2756.  —  Somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  impairs. 

2757 .  —  Combien  aurait-on  de  nombres  difTérents  en  permutant  les  chiffres  du  nombre  54  281  ?  Calculer  la  somme  de 
tous  ces  nombres. 


I 


2758.  —  On  considère  le  déterminant  du  n"  degré 

a      i 

1      a 

\„—      1      1 


démontrer  la  relation 

2759.  —  Calculer  le  déterminant 


l      1 

A„»i  =  (a  - 


1 
1 
a 

1 
1)A„- 


■\a- 


Il        b      c 

■  1        X      tà 

U    —  1      X 


0         U      0...  —  1       X 

2760.  —  Démontrer  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  est  nul  s'il  est  d'ordre  impair. 

2761 ,  —  Résoudre  les  systèmes 

,       x  +  y   i-z  +  t  =  i,  _ 

\     aj;  +  by -h  cz -h  dt-c,  ^    y  +  az  -  b, 

a'x  +  h^y  +  c^z  +  dH  =  e, 

a'x  +  b'y  +  c';  +  d^t  =  c'  ; 


z  +  ax  =  b', 
X  +  ay  —  b'. 
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2762.  -  A  quelles  conditions  les  trois  nombres  a,  b,  C  feronl-ils  piirtie  d'une  progression  aritlimétique  en  y  occupant 
des  rangs  donnés  p.  q,  r  ? 

2763.  —  Etudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 

i  1  n'  nf  1  2ii  + 1 

«(n+l)(n-(- 2)  '  ni' 

1 


J!(»    f  1) 

2764.  —  Calculer  à 


1000 


H  !  a  +  bx"  n  ! 

près  les  sommes  des  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 
1111 


1 


2765 . 


Etudier  la  série 
1 


1 


1 


(2ïi-l-  1)-"-' 

1 

*"  /3  -  1    "   V^S  -(-  1 


(M  !  )" 


1 


-H 


2.4.6. 
1 


2)1 


I 


y/rï —  1         ^11  4-  1 


v/5  -  1         ^J■i 

2766.  -  Etudier  les  séries 

1  +  7-  cos  M  -t-  r-  ces  2u  +    . .  -t-  r»  cos  nw  -(-..., 
r  sin  w  -I-  r^  sin  2u  -t-  ...-+-  r"  sin  nu  +  .... 
où  l'on  suppose   I  r  |  <  1.  Calculer  la  somme  de  cliacune  de  ces  séries. 

2767 .  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

(l+a:V'-i,  (sinx)'-",         x"" ,  logv/  ^  ~  "^"^  '"'^  ■  arcsintgx, 

V    1  -t-  ces  mx  

}  jj  i-^t  _  /  1  4-  .r  \  V '~^ 

arc  tg  ,      _  ■  (arc  sin  xy^~'  '        arc  tg  log  s 


1  -hx 
2768.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 


;sinv/ï.  (arctg- ) 


arc  tg(v'l  +x'  —x),  cos  a-M -4- tg  X  tg  —  V 

arc  sin  2a;v'l  —x',  arc cos (2a;'  —  1  ),  arc  Ig 


I 

u  +  V 
i  —uv 


Expliquer  les  résultats  obtenus. 

2769.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions  suivantes 
tg'x  X 

--V  •  Ma'  — 3J+2),   L -. 

tg3a;  ^x^+a^ 


arc  cos(a;(> 
La; 

X 

a' 

X 


'-^)>    \/^r-       ('-t)  • 


logx  a, 

I 

(1  -+-  X)  ' 


■  L(cosa;  +  isin  a;), 

[u  et  V,  fonctions  de  x\. 

1 


a;''+l— a; .dentier),    xe"B', 

X  ^ 

hiï- 


X 

Lx 


T*^. 


gcS^-pr*^ 


La; 

x—\' 


xe  ■''-'  ' 


La;  —  X, 

sin' a;  —  sina;+l, 

a;L  — . 

X 


Ux'  +  px  +  g), 

L.r 

~x^' 

xUx  4-  1), 


X 

x\..r  -hx  —  1 
Lx 

X'  —  6x^1 
x'  —  1 


xe 
arc 


tgv/îZ.-,  X  —  log  x. 
V  x-t-l 


2770.  —  Trouver  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  h  fonction  y  déOnie  par  la  relation    x-'J  =  y. 

2771 .  —  On  donne  la  relation    x"  =  y^  .    Calculer  la   dérivée  de  y  par  rapport  ,\  x.  Faire  dans  cette  dérivée     y  =  x 
puis  e.vpliquer  le  résultat.  Construire  la  courbe.  Tangente  au  point    x  =  y  —  e. 

2772.  —  On  donne  la  relation    arc  sin 1-  arc  sin  —  =  c.     Calculer  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x. 

2773.  —  Développer  en  série 

L(l — x),  </l  —  x,  arctgx,  «-^sinx,  sin'x. 

2774.  —  Développer  en  série    cos(x  +  a)    et  en  déduire  les  développements  de  cos  x  et  de  sin  x. 

2775.  —  Appliquer  la  formule  de  Taylor  pour  calculer  cos  mx  Qn  entier  et  positif)  en  fonction  de  cosx 

2776.  -  Limites  de  : 


lo  (cos y/x)  ^  pour    x  =  0;  2°  (1  —  cotgx)   1  —  tgM  ^^; J')     po 

,    J.  l\m  /     1  X  .1  V 

.    la'"-\-b"'\          .       /  0"-+- fc^^  c'"  \ 
*"  \ ,—  /        "^       ^ " ' 


ur    X  =  0  ;        3"  xLx  pour    x  - 


:0; 


pour  m  infini. 

2777.  —  Trouver  une  fonction  qui  soit  égale  à  sa  dérivée  changée  de  signe. 

2778.  —  Trouver  une  fonction  y  telle  que    y  =  Ly' . 
2,119.  ^  Dérivées  d'ordre  »  des  fonctions 

_L  1 

e'"'  cos  mi,  f-J-,  e   '. 


1 


v/r 


Dans  les  dérivées  d'ordre  »  des  fonctions    (r^^-    et apparaissent  en  facteur  des  polynômes.  Montrer  que  ces 

V'i  -1-  X- 
polynômes  ont  toutes  leurs  racines  réelles  et  distinctes. 

2780.  —  Dérivée  d'ordre  n  lie    (x  —  anx—  b)".     En  déduire  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 

2781.  —  Déterminer  une  fonction  f{x)  telle  que  l'on  ait    ((x)((y)  =  fixy),    quelles  que  soient  les  valeur.s  de  x  et  de  y . 
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2782.  —  Discuter  les  équations  suivantes  : 

x"'  —  3x^+2  =  i),  a;'4-l=0,  x^  +px^  -hgx-i- r  =  o, 

X' —  x'  +  2x— i  =0,  a;*  +  1  =  0,  a;' 4->>a;'-i-px' -i- r  =  0, 

2x*  — 4a;'  +  3a:"  — 1  ^  0,  a:'»  —  1  =  0  ;  x^ -h  5ax*  +  lObx' +  i  =  0 , 

x^—lx+l  —  il,  X'"  +px^-^-gx-hr  =  0,  xs^p^A  —  q. 

a^— lOj'-h  20x'+ 1000  =  0,  a' +pj:=  4-5  =  0,  x 

X  — 2sinx=0,  a;+cosa;  =  0,  e^ -h  e~^  -h2x  —  3  =  ii,  Ui  +  x)+3x'— ix  +  1  =  0, 

asinx-hbx=0,  a;— sin  x  +  cos  2x  =  0,  1(1 — x)-hx'+ x  +  i  ^  0,        Ltgx -t-cosx  —  1  =  0, 

x- sin  jH-cosx  — 1  =  0,        e^U=— 3a;-i- 2)  —  1  =  0,  xLx— 2a;2-i- 1  =  0,  L(l-i- 2x)-f-a;' —  2a;-Hl  =0, 

sin2a;  — 4  cosa;-!- 1  =  0,  e-^la;^  —  2a;+ 3)  —  5  =  0,  ax''+2bx  +  c  +  Haix+^\  =  0,       L(l +cosx)  —  sina;+ 1  =  0, 

a;— tga;  =  0,  e^  —  ax  —  b  =■  0,  L(l  —  cosx)  +  sinx  —  i  =0,       xlx  —  2a; -+- 3Lx  +  1  =  0. 

2783.  —  Résoudre  l'équation    (1  -|-  îx)"-  -H  (1  —  Jx)""  =  0. 

278't.  —  Résoudre  l'équation    ^a  —  x  +  \/x  =  ]/!)     en  dirigeant  le  calcul  symétriquement. 
2785.  —  Résoudre  les  systèmes 

l    x"  +  xy{x  +  y)  +2/3  =  o^,  \    '^  +  ^^^  +  j)  ^  "''''' 

2786    —Calculer     J/i,      v'i-1,     7l -i- i. 

2787.  —  Calculer  par  la  méthode  d'approximation  de  Newton  la  racine  réelle  de  l'équation    x^'  —  3  =  0. 

2788.  —  Calculer  la  fonction  symétrique  ç(a)  +  Ç(6)  +  ...  +  =■((),  a,  b,  ...,  (  étant  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  0, 
et  o|.r|  désignant  un  polynôme. 

2789.  —  Calculer  la  somme  des  carrés  des  inverses  des  racines  de  l'équation    .t'  —  2x  +  1  :=  0. 

a' 
2790. —Calculer  Sa^fc' pour  l'équation    x'  — 2x  — 3  =  0,     Sa^fc^  et    S -r-    pour    x'+ px'  + gx  +  r  =  0. 

2791  .  —  Etant  donnée  l'équation    AoX™  +  A,x"-'  +  . . .  +  A„,  =0,     calculer     S  —  •      Vérifier   la  formule  trouvée  au 

0 

moyen  du  poids  et  de  Ihomogénéité. 

2792.  —  Calculer  la  fonction  symétrique    S — .     a  désignant  une  racine  de  l'équation    flx)  =  0. 

(X         Q)' 

2793.  —  Soient  a,  6,  . . .,  Iles  racines  de  l'équation  binôme  .r"  —  1=0  et  i}/(x)  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal 
à    7)1—1.    Calculer    <!^{a}  +  •l^ih)  +  . . .  +  ■!f{l) . 

2794.  —  Kliminer  X  entre  les  équations    x'  — 3x  +  2=0,    x*  +  px^  — 1=0. 

2795.  —  Eliminer  x  entre  les  équations    x'  +  px^  +  gx  +  ?■  =  0,    x=  +  ax  +  6  =  0. 

2796.  —  Equations  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation    x'  +  p.?-  +  q  =0. 

2797.  —  Démontrer  que  la  dérivée  d'ordre  »  de   {x-  —  a'-i"   est  un  polynôme  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

2798.  —  Sous  quelles  conditions  le  polynôme  f{x)  =  ax'  -H  ibx'  -h  6cx*  +  4rfx  +  c  peut-il  se  mettre  sous  la  forme 
p(x  -+-  a)'  -+■  q{x  +  ,3)'  ?     Dans  ce  cas  résoudre  l'équation     f{x)  =  0. 

2799.  —  Etant  donné  un  polynôme  flx)  =  AoX'"  +  AiX'»-' +  . . .  +  A„„  on  considère  les  fonctions  /".(xl  3  A„x  +  A,, 
fii.x)  =  AqX^  +  AiX  +  A,,  . . . ,  /',„_i(x)  ■=  AnX"-'  +  . . .  +  A,,^,.  Démontrer  que  si  A„  est  positif  et  si  un  nombre  a  rend  positifs 
lespolynomes    f,{x),  f,{x) f„-:{x),  f(x],    a  est  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation    /^(x)  =  0. 

2800.  —  Que  peut-on  dire  sur  les  racines  de  l'équation  ''^~°  [f{x)  +  f'{a)]  —  /"(x)  +  f{a)  =  0,  où  flx)  désigne  un 
polynôme  ? 

2801 .  —  Déterminer  X  de  façon  que  l'équation     x=  +  Xx'  —  1  =  0     ait  une  racine  double  et  calculer  cette  racine. 

2802.  -  Résoudre  l'équation     ax^  +  6x'  +  c.r=  -i-  d  =  0     sachant  qu'elle  a  une  racine  double  et  une  racine  triple. 

2803.  -  Résoudre  l'équation     x'  —ix'  -hôx  +  h  =  0     sachant  qu'elle  admet  deux  racines  invei-ses  l'une  de  l'autre. 

2804.  —  On  sait  que  l'équaUon  x'  —  x'  —  5x'  +  x'^  -h  8x  -(-  4  =  0  a  une  racine  double  et  une  racine  triple.  Résoudre 
cette  équation. 

2805.  —  Ecrire  que  l'équation     x'  +  6px-  +■  4gx  +  r  =  0    n'a  que  deux  racines  distinctes. 

2806.  —  Résoudre  l'équation  du  cinquième  degré  ax'-i-  bx'  -h  ex'  +  dx^  +  ex-\-  f=  0,  sachant  qu'entre  ses  coeffi- 
cients on  a  les  relations     ad— bc  =  af— Oe— cf— de  =  0. 

2807.  —  Si  /•(x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation  Ax)  +  xnx)  =  0,  quelle  que  soit 
la  constante  )..  ;i   /        /  v    i        ,    m 

2808.  —  Etant  donnée  l'équation  .x'  —  x-  —  2x  +  ),  =  û,  déterminer  X  de  façon  que  la  somme  de  deux  racines  soit 
égale  à  1  ;  puis  résoudre  l'équation. 

2809.  —  Résoudre  l'équation    x'  +  ax=  —  1  =  0    sachant  que  l'une  de  ses  racines  est  double  d'une  autre. 

2810.  —  Trouver  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  6  qui  prenne  mêmes  valeurs  que  sinx  pour  les  valeurs  de  x  : 

0,    ±  —,    ±  r,  ±    ^" 
2  2 

2811.  —  Déterminer  un  polynôme  f(x)  tel  que,  pour  i  =  1,  ^(x)  =  2,  /"(x)  =  3,  et  pour  x  =  2,  t{x)  =  5,  /"(x)  =  2. 
Degré  du  polynôme  le  plus  simple  satisfaisant  ,i  ces  conditions. 

2812.  —  Déterminer  un  polynôme  du  troisième  degré  qui,  pour  les  valeurs  de  x,  —  1,  0,  1,  2,  prenne  respectivement 
les  valeurs    2, 1,-1,  0.     Méthodes  de  Lagrange  et  de  Newton. 

2813.—  Appliquer  la  formule  d'interpolation  de  Newlon  au  développement  de  x"  sous  la  forme 
^     _,,^         ,  Ao  +  A,x  +  A2X(x  — 1)+  ...  +  A„.x(x  — 1)  ...  (X— H +  1). 

En  déduire  la  somme  des  puissances  semblables  des  n  premiers  nombres. 
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II.  —  Trigonométrie. 

2814.  —  Calculer   sin  1  ",  sin  1',  sin  1°,  sin  46°. 

2815.  —  Calculer  les  lignes  trigonométriques  de  — ^  et  de     "    . 

o  12 

2816.  —  Calculer  sin  —  connaissant  tg  -!L,   tg  _:.  a  connaissant  cos  — .   tg  —  connaissant  sin  — - . 

3  4  3  5  b  2 

2817.  —  Calculer    tg  —  =  a;  en  fonction  de  tga  =  i.     On  arrive  à  une  équation  de  la  forme  b  —    '— — ,  f(x)  et  V[x) 

m  t  \x) 

désignant  des  polynômes.  Démontrer  que  les  racines  des  équations    l(x)  —  Q,    F(j;)  =  0    sont  toutes  réelles  et  se  séparent 
mutuellement. 

28  iS .  —  Calculer  cos  ix  sachant  que  l'on  a    sin  a;  =  1  —  cos  3x. 

28lî>.  —  Mettre  sous  la  forme  d'un  carré     2(1  -+-  sin  x)(l  +  cos  x).     On  trouve      (1  +  sin  x  +  cos  xf.     Interprétation 
géométrique. 

Il  t  I 

2820.  —  Calculer  l'angle  x  tel  que    a;  =  4  are  tg  _.  —  arc  tg et  l'angle  y    tel  que    ;/  =  2  arc  tg  -^  —  arc  tg  — . 

0  239  3  / 

2821 .  —  liendre  calculable    (1  +  i)"'  +  (1  — i)",    m  désignant  un  entier  quelconque. 
2822. —  Rendre  calculable    sin  p  +  cosq. 

2823.—  Sachant  que  l'on  a    2cos6  =  x+  _L,    calculer  cosJH»,  m  désignant  un  nombre  entier  positif. 

x 


2824. —  On  duniie  un  angle  a.    Construire  l'angle  x  tel  que     tgx  =  v/ ^'"  "  ■    Déterminer  cet  angle  géométri- 

V  1  +  sin  o 
quement  et  analyti(|uement. 

2825.  —  Sachant  que    a -)- 6  +  c  = ,    rendre  calculable    cos  a  +  cos 6  +  cos  c. 

2826.  —  Démontrer  que  toute  fonction  entière  de  sin  x  et  de  cos  x  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fonction  linéaire 

des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x. 

2827.  —  l'.ésoudre  les  équations  suivantes  : 

4sin^x  — 8sin-x  — sinx  +  2  =  0;  arc  tg.r  +  arc  tg  2x=  -î.;  tga;  +  cotgx  =  4  ;  g(x  +  ff)   _  ^^^ . 

2  tg(x-a) 

sin'x  + cos«  .r=  — ;  sin  Jsin3x=:sin5j-sin7x;  sin  /  3x  —  — )  =  2  sin  /  —  —  at)  ;  2  tgx  +  3  cotgx  =  a 

2828.  —  Déterminer  la  forme  d'un  triangle  dans  lequel  on  a 

.„    ■     .         sin  U  +  sin  C  „      ■    „  .  n 

1°  smA= ;  2°  sm  C  =  cosA  + cosft. 

cos  li  +  cos  C 

2829.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  :  1°  le  périmètre  et  les  angles;  2»  les  trois  hauteurs. 

2830.  —  On  donne  un  triangle    O.XB  et   un  point  u  situé  sur  la   perpendiculaire   menée  par  le   point  0  au  plan  du 
triangle.  On  connaît  les  angles  OuB,  OuA  et  AwB.  Calculer  l'angle  AOB. 

2831 .  —  Dans  les  triangles  ABC  et  A'B'C,  l'angle  B  est  égal  à  l'angle  B'  et  l'angle  A  est  supplémentaire  de  A'.  Démon- 
trer que  l'on  a    aa'  =  bh'  -h  ce'. 

2832.  —  Dans  un  triangle  ABC  calculer  l'angle  de  la  médiane  AM  et  du  coté  BC. 

2833.  —  Dans  tout  triangle  on  a    cos  A  = 2-.    R,  r,  r,i  désignant  les  rayons  des  cercles  circonscrit,  ins- 

2K 
crit,  esinscrit  dans  l'angle  A. 

III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

2834.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  équations,  en  coordonnées  rectilignes  : 

(x-l)(x-2) 


y- 


■^a-^éb^-^éi'    ^  =  ^+\/|^''  2/^=^'-^.  y=x^a-x, 


y  =  ix'  —  5.C  -t-  1 ,  V  =  xe^"=*w  *!,  „_p;ër  y  =  ax -t-  —,  y  =  ev'-''^". 

"  '  ^x 


y  —   x'-l  '  ?/  =   1  _ 6j;'.i  _^. ^>  '  y  =  e's^,  y'  —  y'  +  x°-  =  0,  2xy  —  J/^  —  x' =  0, 

x^{y+ay+2ay{xy-y^)=0,     {x■-^-y'f-x^ax+by)=:a,  y'+y+x^—Sx'=0,  x'+i/'-3axj/=0,      (2x+«/)'(x-yi+x(J/+2x)+2!/=0, 

{x-—y"-]'—a'-(x'+y'-)=0,   x^y  —  x' -hy'-=  0,  x^y +x'- +  y'- =  0,  x-y—2y'  +  3xy+i=0,   x' —  i/* +  x  —  «/ =U, 

x'+ y'  —  y'-  +  &x—l  =  0,    xy'  —  -2x'y--i-x--l  —  n,x^  +  x'y'-6y  =  (i,  x3—-2xy-+2y'—y—0,      x'' —  y' -5a'xy  =  0, 

ix'y-  —  X*  +  8y-  =  u,       x'+y*  -  3xy-  +  2x  -  1  =  0,  xy-—y3+2x--\  =  0,  Vx'y-  —  x!/'  —  1  =  0,       a;=,!/'-2(x-2)!/-t-4x-7  =0  , 

v/x-i-v/p=l,  x'  —  y^—iy  =  0,  x*y  +  y'—x-  —  0,  x'y- —  2y^  +  ^x-  —  0,       x^y  +  y^  —  ix' +  x  =  0. 

-"^  =  ■; TT'  l  X  =  — n — .  V  X  =  — — .  .  ■  I  x  = 


y=îr~[r'  (^=2Ti'  /''  =  -FTi'  f^  =  T^rF'  "■' 
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it-hi 

t'-l' 
t'- 

«'  — 1  ' 
U-t  — 

1 
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2835.  —  l'oints  d'inflexion  des  courbes  !/2=.x'  — j,    y  =  e'«J^. 

2836.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  équations  en  coordonnées  polaires  : 

cos  3o)                                 1  +  2  sin  u  ,  i/3  —  2  sin  u                                          „                        .      2u 

p  = .                     p  = ; p  =  -î— '  0  =  cos  u  +  cos  2m,            P  =  tR  ' 

cos  u                                 1—2  cos  u  v  2  +  2  cos  w                                                                           ■> 

p  =  tgo.  +  cotgM,            p  =  coso.  +  tgco,  p  =  cosM  +  -i-,  P  =  737^'                   P  =  ^*""+lh^' 

1  +  sin  (0  sin  — 

0  =  — .  2  sin  ti>  .   „ 

'                        o>                             p  =  ,  p   =   0C0S3w,  p  =    ■; r .                  0=0  COS  m  Sin-  u, 

cos  —  1  +  2  cos  u  1  —  2  COS  w 


2  ,    .     ,  1^1+ sin  u  v^l  — 2C0SU  y/l  +  sinu 

s  =  a^  sin  2u,  p  =  ï .  p  =  ,  p  =  ' : 


tg- 


, g     -,  ,  , 

sin  w  — 

p  =  L(mî  -  3u  +  2),  p= p  = p= j— '  p  = -• 

i^=:  e-"  +  e-",  —  =  u  cos  u  — sin  u,  —  =  u3-t-;)u  +  g,  (4cos-u— 3)p=— 4psin— 1  =  0,    pî((+2  cos  m)— 2pcos  — -(-1  =  0, 

pop  2 

pscosu— 4psin  —  +  sinu=0,       p-(l+costu)— 2psin -— +1=0,        ongu— 2psin  — +1=0,       p-(l+2sinu)— 4p  cos  -^ 1=0, 

p'cos-; 2p-  +  sinw  =  0,     p'|l +2cosu)  —  3psin  M  +  2  =  0,     p3(l  —  2  sin  w)  —  2? +1  =  0,     ps  tgu— 2?  cos^w  +  sin  m  =  0. 

2837.  —  Démontrer  que  les  asymptotes  de  la   courbe     =  u  cos  u  —  sin  u    sont  tangentes  à   une  courbe  algé- 

p 
brique. 

2838.  —  La   courbe    p  = rencontre  un  rayon  vecteur  donné  en  une  infinité  de   points.    Démontrer  que  les 

tangentes  en  tous  ces  points  sont  tangentes  à  une  courbe  algébrique. 

2839.  —  Aire  d'un  parallélogramme  en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets. 

2840.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oij  et  deux  droites  D  et  A  dans  leur  plan.  Par  le  point  0  on  mène 
une  sécante  rencontrant  D  en  A  et  A  en  B.  Par  le  point  X  on  mène  une  parallèle  à  Ox  et  par  le  point  B  une  parallèle  à 
0(/;  les  deux  droites  se  coupent  en  un  point  dont  on  demande  le  lieu. 

2841 .  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  PAB  et  sur  AB  comme  diagonale  on 
construit  un  rectangle  dont  les  côtés  ont  des  directions  données.  Lieu  des  sommets  de  ce  rectangle. 

2842.  —  On  donne  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine  des  coordonnées  et  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires.  D'un 
point  .M  quelconque  du  cercle  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  0.r,  et  h  partir  du  point  M  sur  le  rayon  OM  on  porte  une 
longueur  M.\  égale  à  MP.  Lieu  du  point  N.  Le  cercle  de  diamètre  MP  rencontre  O.M  au  point  O.  Lieu  du  point  Q. 

2843.  —  On  donne  un  triangle  ABC  ;  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  MA  =  MB  ~i-  MC.  Cas  oii  le  triangle  est 
équilatéral. 

2844.  —  Calculer  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux  cercles 

{x  —  ar->-(y  —  b)'--K'  =  (i,  (x —  a')^ -hdj  -  b'f- —  H'- =  0. 

2845.  —  Équation  de  la  figure  inverse  du  cercle  x'  +  y-  —  R-  =  0  par  rapport  au  point  (i,  jî).  Expliquer  le  facteur 
(X  -  :i)- ->~  {y  -  <ïi)\ 

2846.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  cordes  d'un  cercle  qui  sont  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit. 

2847.  —  Soient  p,  q,  r les  distances  d'un  point   M    à  des  points  fixes    P,  Q,  R,. .  . .  Si  on  a  une  certaine  relation 

fiPt  Q<  '■>■•.)  =  0,    le  point  M  décrit  une  courbe.  Démontrer  que  la  normale  à  cette  courbe  est  la  résultante  des  segments 

portés  sur   les  droites   MP,    MQ,  MR,...    et  respeclivement  égaux  à    /'^,  f'    /■,', Application   aux  courbes    p -)- g  =  2a 

(ellipse)  et    p~q  =  ^a    (byperbole). 

2848.—  On  donne  la  courbe    yi  ^  x'  —  x\    lieux  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  bissectrice  des  axes    x  —  yz=0. 

2849.  —  Lieu  du  centre  d'un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  un  diamètre  de  ce  dernier  cercle. 

2850.  —  On  donne  la  courbe  {x- -i-y'\{ax  +  by)-Jr  if  —  x-  =  0.  Une  sécante  menée  par  le  point  double  0  coupe  la 
courbe  en  un  point  M.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  menée  par  M  perpendiculaire  à  MO. 

2851.  —  On  considère  la  courbe  x  =  a(l-H3(*),  y  —  at'.  Une  tangente  a  cette  courbe  rencontre  Ox  en  A.  On 
prend  sur  Ox  un  point  B  tel  que  le  segment  .\b  soit  constant,  puis  par  le  point  B  on  mène  une  parallèle  à  Oy  qui  rencontre 
la  tangente  au  point  M.  Lieu  du  point  M. 

2852.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  deux  points  A  et  A'  sur  Ox  et  un  point  B  sur  Oy.  Par  le  point  0 
on  mène  une  sécante  variable  qui  rencontre  AB  en  C  et  AB  en  C.  Lieu  du  point  d'intersection  des  circonférences  circons- 
crites aux  triangles  OAC,  OAC. 

2853.  —  Si  une  courbe  a  deux  axes  de  symétrie  non  rectangulaires,  elle  en  admet  au  moins  un  troisième. 
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2854.  —  Mener  h  la  courbe    x'y'  =  1     lies  normales  par  l'origine.  Equation  de  la  iioimale  en  fonction  <lii  coefficient 

untru  lïiirG 

2855    -  On  donne  deux  cercles  égaux  et  tangents,  et  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  polaire  d'un  point 
M  d'un  des  cercles  par  rapport  à  l'autre  avec  la  parallèle  Maligne  des  centres  menée  par  le  point  M. 

2856.  -  Courbe  diamétrale  d'une  cubique.    Cas  où  la  direction  est  asymptotique.  Pomts  de  rencontre  de  la  courbe 
diamétrale  et  de  la  cubique. 

2857.  —  Courbe  diamétrale  de  la  courbe    x*  —  y'  =  o'. 

2858.  —  Mener  par  un  point  du  plan  des  tangentes  à  la  courbe    x'y'  =  a\     Discuter. 

285».  -  Même  problème  pour  la  courbe    y'-a'x'  =  0.     Courbe  diamétrale  relative  à  la  direction    y  =  2x. 

2860.  -  Intersection  de  la  courbe    x>  -  y' -  a' =  0    et  de  la  droite    ux-^vy  +  w^O.     Discuter.  Même  question 
pour  la  courbe    .r'  —  «'i/'  =  0.  r>.     »  no  <•  •      »  i  lo.- 

2861 .  -  Soient  0.r  et  Oj/  deux  diamètres  rectangulaires  d'un  cercle.  On  mène  les  rayons  0.\  et  OB  faisant  les  angles 
u  et  2u  avec  Ox.   Lieu  du  point  M  de  rencontre  des  parallèles  à  0//  et  Qx  menées  par  A  et  B. 

2862.  —  Lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points  flxes  est  constant. 

2863.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  Ma  courbe    y'  =  x^.  ,  ■  i,i     j, 

2864.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  un  cercle  lixe  et  tels  que  la  distance  du  centre  du  cercle  variable  a 
une  droite  fixe  soit  proportionnelle  au  rayon. 

2865.  —  Lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  cercles  tangents  à  deux  droites  données. 

2866.  —  Courbe  diamétrale  d'une  courbe  du  quatrième  degré.  Intersection  des  deux  courbes.  Expliquer  le  résultat. 

2867.  —  Construire  les  coniques  représentées  par  les  équations  : 

5x'  +  exy  +  y'  —  i  =  0    (axes  en  grandeur  et  en  position),    y  =  x'  —  3x  -t-2.    y  =  x  -t-l  ±yjx'--5x  4-4, 

x'-3xy  +  3y2—i  =  0,  y  -  x  ±\/x-' - 'ix -+-  2,  i/ +  x  rt  y/x  +  1  =  0    (somnriet,  axe,  foyer)  ; 

x'  +  xy-i-  21/»  -hSy  =  0    (points  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  Ox  et  Oy),    y  =  \±\/x'^  —2x +  3, 
y  =  x-—lx+l2    (foyer),  x  =  y  —  •2±'Ji  -  y^     (sommets). 

2868.  —  Mener  à  l'hyperbole    xy  =  k'    les  normales  parallèles  à  une  direction  donnée. 

2869.  —  Les   axes  de  coordonnées  étant  obliques,   trouver  le  foyer  et  la  directrice  de  la  parabole    y'  — 2px  =  0. 
Equation  locale. 

2870.  —  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  points.  Solution  géométrique  et  analytique. 

287 1 .  —  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  ellipse  sur  les  tangentes,  géométriquement  et  par  le  calcul. 

2872.  —  On  projette  un  foyer  dune  ellipse  sur  une  tangente  et  sur  la  normale  au  point  de  contact.  Montrer  que  la 
droite  qui  joint  ces  d(^ux  points  passe  par  le  centre. 

2873.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique    4x'  —  6x1/  4-  9y=  —  6x  +  21/  —  1  =  0.  _ 

2874.  —  Ecrire  que  la  conique    f(x,  tj]  =  fix'  -h  28x1/  -f-  . . .  =  0    admet  pour  directrice  la  droite    ux  +  vy  +  tv  —  » 
(axes  de  coordonnées  obli(iues). 

2875.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  dont  les  sommets  décrivent   chacun  une  droite  fixe,   dont  une  asymptote 
passe  par  un  point  fixe  et  dont  l'autre  est  parallèle  i  une  direction  lixe. 

2876.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point  I».  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  parabole  aux  points 
A  et  li.   Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  aux  points  A  et  K.  Cas  où  le  point  P  est  le  foyer. 

2877.  —  Démontrer  que  le  produit  des  distances  d'un  point  dune  hyperbole  aux  asymptotes  est  constant. 

2878.  —  Etant  donnée  la  conique    2x'  —  ixy  —  1,    trouver  l'équation  d'une  conique  semblable  à  la  conique  donnée 
et  ayant  pour  sommets  l'origine  et  le  point    x  =  1,     y  :^  l. 

2879.  —  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  admettant  pour  asymptote  une  droite  donnée,  pour  foyer  un  point 
qui  décrit  une  droite  donnée,  pour  directrice  correspondante  une  droite  passant  par  un  point  donné.  Lieu  du  deuxième  foyer. 

2880.  —  Trouver  l'enveloppe  des  droites  coupant  une  conique  suivant  des  cordes  ayant  leurs  milieux  sur  une  droite 
donnée.  Cas  où  la  droite  est  parallèle  h  l'un  des  axes  de  la  conique. 

2881 .  —  Enveloppe  des  cordes  de  longueur  constante  d'une  ellipse. 

2882.  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  fixe  et  à  un  cercle  variable  tangent  à 
l'ellipse  et  de  rayon  constant. 

2883.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  de  grandeur  constante  tangentes  à  une  ellipse  fixe  et  ayant  leur  axes  parallèles 
au  petit  axe  de  l'ellipse. 

2884.  —  Lieu  du  centre  d'un  cercle  tangent  à  une  conique  et  passant  par  un  point  lixe. 

2885.  —  Equation  générale  des  coniques  qui  ont  un  foyer  donné  et  qui  sont  normales  aux  axes  de  coordonnées. 

2886.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  donné.  Application  au  cercle  et  à  la  parabole.  Solu- 
tion géométrique. 

2887.  —  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  assujettie  à  rester  tangente  à  une  droite  donnée  en  un 
point  donné. 

2888.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  constant  dont   le  centre 
décrit  une  parabole. 

2889.  —  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  de  grandeur  constante  qui  se  déplace  en  restant  tangente  à  deux  cercles. 
2890    —  On  donne  une  ellipse,  et  on  demande  le  lieu  d'un  Point  M  tel  que  le  triangle  formé  par  les  tangentes  à  l'el- 
lipse issues  du  point  M  et  par  le  grand  axe  de  l'ellipse  ait  une  aire  constante. 

2891.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  h  deux  droites  données  en  deux  points  donnés.  Solution  géométrique. 

2892.  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  issues  de  deux  points  flxes  à  des  cercles  concentriques.  Solution 
géométrique. 

2893.  —  Équation  des  paraboles  passant  par  les  points  de  rencontre  des  axes  de  coordonnées  et  des  droites 


X        u  X        u 

— +  -J--1  =  0,  --h4--1=0. 

au  c        a 


Construire  ces  paraboles. 
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2894.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  de  grandeur  constante  dont  l'axe  a  une  direction  Oxe  et  qui  se  déplace  en  res- 
tant tangente  à  un  cercle  donné. 

2895.  —  l.a  normale  en  un  point  d'une  ellipse  divise  l'aire  de  PtUipse  en  deux  segments  ;  on  demande  le  rapport  des 
aires  de  ces  deux  segments. 

2896.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  de  grandeur  constante  dont  une  asymptote  passe  par  un  point  fixe 
et  dont  un  foyer  décrit  une  droite  fixe. 

2807.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  à  deux  tangentes  parallèles  à  l'ellipse. 

2898.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  ayant  un  sommet  donné  et  tangentes  à  une  droite. 

2899.  —  Trouver  l'équation  de  l'ensemble  des  diamètres  conjugués  égaux  d'une  ellipse  définie  par  l'équation  générale 
Ax-  +  2bxy+  ...  —  0. 

2900.  —  Lieu  des  symétriques  d'un  point  par  rapport  aux  tangentes  à  une  conique. 

2901.  —  On  donne  deux  coniques   C  et  C  ;  une  corde  variable   AB   de  la  conique   C    est  tangente  à  C.  Par  les  points 
A  et  B  on  mène  des  tangentes  à  C,  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

2902.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  h  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 

Lieu  des  centres  des  cercles  passant  par  le  centre  d'une  ellipse  et  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

2903.  —  On  joint  un  point  fixe  0  à  un  point  M  d'une  parabole  ;  dire  a  priori  la  classe  de  l'enveloppe  de  la  perpendi- 
culaire BIT  à  OM. 

2904.  —  Discuter  les  paraboles  passant  par  l'intersection  de  deux  coniques.  Condition  de  réalité.  Si  les  deux  coniques 
ont  une  direction  asymptotique  commune,  les  deux  paraboles  sont  confondues. 

2905.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  conique. 

2906.  —   On  considère   les  deux  coniques    ix-  —  ixy  ^  i,    x- -h  6xy  —  2;/ +  1  =  0  ;    trouver   l'équation   du  cercle 
passant  par  les  trois  points  à  distance  finie  de  ces  coniques. 

2907.  —  Lieu  du  centre  de  la  conique 

3x-  —  6(a  —  l)xy^-{a-i-  l)y'  —  ix —  2ay  +  1=0, 
quand   a  varie. 

2908.  —  Equation  générale  des  coniques  ayant  pour  directrice  la  droite    2x-}-y—  l  =  0,    normales  à  Oy  et  passant 
par  lorigine. 

2909.  —  Lieu  des  centres  des  ellipses  de  grandeur  constante  tangentes  à  deux  droites  fixes. 

2910.  —  On  donne  une  ellipse  et  deux  diamètres  conjugués  AB  et  CD  Les  normales  en  A  et  C  se  coupent  en  M,  es 
normales  en  B  et  D   se  coupent  en  N.  Enveloppe  de  la  droite   MN  quand  les  diamètres  se  déplacent. 

2911.  —  Enveloppe  des  axes  des  paraboles  passant  par  l'intersection  d'une  ellipse  fixe  et  d'un  cercle  de  centre  fixe 
dont  le  rayon  est  variable. 

2912.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  conique  définie  par  l'équation  générale,  les  axes  de 
coordonnées  étant  obliques. 

2913.  —  Equation  générale  des  coniques  passant  par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  h  une  parabole.  Hyper- 
boles équilatères  du  réseau  ;  lieu  de  leurs  centres. 

2914.  —  On  considère  les  coniques  passant  par  trois  points  et  conjuguées  par  rapport  h  deux  points.  Elles  forment  un 
faisceau.  Trouver  le  quatrième  point  commun.  Cas  où  les  deux  derniers  points  sont  les  points  cycliques. 

2915.  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  ayant  un  foyer  donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

2916.  —  Lieu  d'un  point  tel  que  les  pieds  des  normales  issues  de  ce  point  à  une  parabole  soient  les  sommets  d'un 
triangle  rectangle. 

2917.  —  Lieu  des  sommets  et  des  foyers  des  paraboles  passant  par  deux  points  et  dont  l'axe  a  une  direction  donnée. 

2918.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  de  longueur  constante  d'une  parabole. 

2919.  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  variable  qui  lui  est  tan- 
gent en  un  point  fixe. 

2920.  —  Déterminer  dans  une  ellipse  deux  diamètres  conjugués  OM  et  OM'  tels  que  l'angle  OMM'  soit  droit. 

2921 .  —  Etant  donnée  une  ellipse,  on  considère  un  polygone  régulier  ayant  son  centre  au  centre  de  l'ellipse.  On  joint  ce 
centre  aux  sommets  du  polygone  et  on  désigne  par  p;,  la  longueur  interceptée  sur  chaque  droite  entre  le  centre  et  l'ellipse. 

1 
Démontrer  que  S  — p  est  constante 

2922  —  Un  cercle  variable  touche  une  ellipse  en  un  point  fixe  et  la  rencontre  en  deux  autres  points  A  et  B.  Lieu 
du  milieu  de  AB.  Solution  géométrique. 

2923  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  passant  par  quatre  points. 

2924.  —  Un  cercle  quelconque  passant  par  les  foyers  d'une  ellipse  rencontre  les  tangentes  aux  sommets  du  grand  axe, 
en  quatre  points.  Enjoignant  convenablement  ces  points,  on  obtient  deux  tangentes  à  l'ellipse.  Uéeiproque. 

2925.  —Lieu  des  loyers  des  paraboles  de  grandeur  constante  et  touchant  deux  droites  fixes. 

2926.  —  Dans  une  ellipse  les  deux  foyers  réels  décrivent  deux  droites  données  et  les  deux  sommets  du  petit  axe 
décrivent  aussi  deux  droites  données.  Lieu  du  centre  de  cette  ellipse. 

2927.  Lieu  des  pôles  des  normales  à  une  ellipse  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  centre  sur  le  petit  axe. 

2928.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  de  grandeur  constante  passant  par  un  point  fixe  et  dont  l'axe  a  une  direction 
donnée. 

2929.  —  Equation  générale  des  hyperboles  asymptotes  à  une  droite  donnée,  tangentes  à  une  droite  donnée  et  ayant 
un  foyer  sur  une  droite  donnée.  Construire  l'hyperbole  quand  on  se  donne  le  foyer. 

2930.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  qui  passent  par  un  point  donné. 

2931.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  sommet  donné  et  passant  par  deux  points  donnés. 

2932.  —  On  donne  une  conique  définies  par  son  équation  générale  et  une  droite;  condition  pour  que  la  droite  inter- 
cepte dans  la  conique  une  corde  vue  de  l'origine  sous  un  angle  constant.  Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  la  droite. 
Comment  varie  ce  lieu  quand  la  conique  varie  en  passant  par  quatre  points  lixes  ? 

2933.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  dont  le  sommet  reste  fixe  et  qui  sont  tangentes  h  une  ellipse  donnée. 


EXAMENS  ORAUX  DE  1902  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE)  19 

2934.  —  Har  un  point  lise  d'une;  conique  on  mène  deux  cordes  rectangulaires  \ariables  rencontrant  la  conique  en  A 
et  B.   Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B. 

2935.  —  On  considère  les  deux  paraboles  qui  passent  par  les  quatre  points  d'intersection  d'une  ellipse  fixe  avec  deux 
droites  rectangulaires  issues  d'un  point  ûxe.   Lieu  du  point  de  remontre  des  axes  de  ces  paraboles. 

2936.  —  Lieu  îles  centres  des  coniques  passant  par  trois  points  et  tangentes  à  une  droite. 

2937.  —  Equation  générale  des  coniques  tangentes  à  Ox  en  un  point  donné  et  admettant  pour  directrice  la  droite 
y  =  '2x.     Lieu  des  foyers. 

2938.  —  On  donne  deux  coniques  homofocales,  on  mène  une  tangente  à  l'une,  puis  une  tangente  perpendiculaire  à 
l'autre.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes.  Cas  où  les  deux  coniques  comcidcnl  ;  cas  où  l'une  d'elles  se  réduit  aux 
foyers  de  l'autre. 

2939.  —  Enveloppe  des  ellipses  d'aire  constante  qui  ont  pour  axes  Ox  et  Oy. 

2940.  —  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  des  normales  menées  h  une  ellipse  par 
un  point  variable  de  la  courbe. 

2941 .  —  Mener  par  un  |ioint  deux  droites  conjuguées  par  rapport  <i  une  conique  et  rectangulaires.  Cas  où  le  point  est 
foyer.  Généraliser  en  rempla(;ant  la  condition  d'être  perpendiculaires  par  celle  d'être  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués 
d'une  deuxième  coni(|ue. 

2942.  —  Equation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  triangle  et  passant  par  le  centre  de  gravité. 

2943.  —  Etant  donnée  une  conique  f(x,  y)  =  0  et  un  point  (Xg,  (/„)  reconnaître  si  ce  point  est  extérieur  ou  intérieur 
à  la  conique. 

2944.  —  Construire  une  conique  connaissant  1»  quatre  tangentes  et  un  point  du  cercle  orthoptique,  2»  deux  tangentes 
et  trois  points  du  cercle  orthoptique. 

2945.  —  On  coupe  la  conique  j;-  —  2Bxy  —  y' ■+-  2Cx  -^  20y  =  U  par  deux  droites  rectangulaires  passant  par  l'ori- 
gine. Ces  droites  rencontrent  la  conique  aux  points  A  et  B.  Démontrer  que  la  droite  AB  est  parallèle  à  une  droite  fixe. 

294G.  — On  donne  une  parabole  y- —  2px  =:  0  et  un  cercle  (i  —  a)' +  j/' —  R' =  0  ;  on  meneau  cercle  deux 
tangentes  parallèles  qui  rencontrent  la  parabole  en  quatre  points.  Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  ces 
points  deux  à  deux. 

2947 .  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites.  Incidemment  construire  une  parabole  tangente  à 
quatre  droites. 

2948.  —  On  considère  les  paraboles  tangentes  h  Oj/  et  passant  par  deux  points  de  Ox.  Lieu  des  pôles  d'une  droite 
donnée  par  rapport  à  ces  paraboles.  Lieu  des  foyers. 

2949.  —  Normales  issues  du  point  ((7,  b)  a  la  courbe     y-  =  Ipx -¥-  qx'. 

2950.  — Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote  et  trois  points. 

295 1 .  —  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  aux  extrémités  d'une  corde  d'une  hyperbole,  quand  cette  corde  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même. 

2952.  —  Lieu  des  pôles  des  normales  à  une  hyperbole  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  non  transverse. 

2953.  —  On  considère  la  courbe    o  = ;    trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 

1  —  e  cos  (u  ' 

point  de  l'axe  polaire  à  celte  courbe  quand  e  varie.  Construire  le  lieu  et  déterminer  géométriquement  les  points  à  l'inflni. 

P 

2954.  —  Déterminer  les  tangentes  menées  du  point  (Oo,  '•><>)  à  la  courbe    p  = Discuter. 

1  —  f  cos  u 

2955.  —  Une  parabole  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  foyer  supposé  llxe.  Lieu  des  points  de  contiict  des 
tangentes  parallèles  a  une  direction  fixe.  Traiter  la  question  en  coordonnées  polaires. 

2956.  —  On  donne  vuie  courbe  p  =  /(u),  un  point  .M(r,  ï)  de  cette  courbe  et  on  demande  l'équation  du  cercle  passant 
Par  le  pôle,  par  le  point  M  et  tangent  (ou  orthogonal)  à  I  a  courbe  en  ce  point. 

2957. —  trouver  par  rapport  à  un  point  de  l'axe  polaire  la  podaire  du  cercle  o  =:  a  cos  u  +  6  sin  u.  Enveloppe  de 
les  podaires  quand  le  point  considéré  se  déplace  sur  l'axe  polaire. 

2958.  —  Etant  donnée  l'équation  d'une   conique  en  coordonnées  polaires,   le  foyer  étant  au  pôle   et  l'axe  focal   étant 

l'axe  polaire,  démontrer  que  la  somme  des  inverses  des  «  rayons  vecteurs  correspondant  aux  valeurs  de  l'angle  polaire 

2t:  4ic  2(11—1  lit 

Mo,    uoH ,    uoH .     ...,    M„H est  indépendante  de  u.  Démontrer  ensuite  que  la  somme  des  carrés  des 

n  n  n 

,  .,..,,  -  2-  (n  —  11- 

mverses  des  n  rayons  vecteurs  relatifs  aux  valeurs    uo,     Wo  H —  •     w» -i >     ..   ,    uo  H est  aussi  constante. 

n  II  n 

2959.  —  Construire  la  courbe    p  =  a",    et  démontrer  que  l'angle  du  r.ayon  vecteur  et  de  la  tangente  est  constant. 

2960.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  .V.  On  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  B  du  cercle,  on 
joint  HO  et  par  le  point  0  on  mène  une  perpendiculaire  h  OB;  cette  perpendiculaire  rencontre  AB  en  un  point  M  dont  on 
demande  le  lieu.  Traiter  la  question  en  coordonnées  polaires. 

IV.  —  Géométrie  analjrtique  à  trois  dimensions. 

2961 .  —  Trouver  la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites  en  cherchant  le  minimum  de  la  distance  d'un  point  de 
l'une  à  un  point  de  l'autre. 

2962.  —  On  donne  un  système  d'axes  rectangulaires,  et  une  droite  A  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs a,  6,  c.  On  fait  tourner  un  point  M(x,  y,  z)  autour  de  A  d'un  angle  9.  Calculer  les  coordonnées  x',  y\  z'  de  sa  nou- 
velle position. 

2963.  —  Kquation  générale  des  surfaces  égales  à  la  surface    xyz  =  rt\    les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires. 

2964.  —  P,  Q,  R  désignant  des  fonctions  linéaires  indépendantes,  démontrer  qu'un  plan  quelconque  peut  être  repré- 
senté par  une  équation  de  la  forme    aP  +  fJQ  +  yR  +  ô  =  0. 
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2965.  —  On  donne  les  coordonnées  de  trois  points  dans  l'espace,  calculer  les  coordonnées  du  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  formé  par  ces  trois  points.  Aire  du  triangle. 

2966.  —  Trouver  les  coordonnées  du  symétrique  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  ou  par  rapport  à  une  droite.  En 
déduire  l'équation  de  la  symétrique  d'une  surface  donnée  ou  les  équations  de  la  symétrique  d'une  courbe  donnée  par  rap- 
port à  un  plan  ou  à  une  droite. 

2967.  — Etant  données  les  cosinus  directeurs  de  trois  droites  Di,  Dj,  D3  passant  par  l'origine,  calculer  le  cosinus  de 
l'angle  des  plans  D1D2  et  DiDj.   En  déduire  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

2968.  — Condition  pour  que  l'équation  générale  du  deuxième  degré  à  trois  variables  représente  un  système  de  deux 
plans  :  1°  sécants  ;  2°  perpendiculaires  ;  .3»  parallèles. 

2969.  — Etant  donnée  l'équation  d'un  système  de  deux  plans,  trouver  les  équations  de  chacun  de  ces  plans. 

2970.  —  Equation  des  bissectrices  des  deux  droites     x  —  2^0  =  J/  —  j/o  :=  2  —  lo    et    2[x — .Xol  =  3(!/ —  )/o)  =  4{3— So). 

2971.  —  Etant  donnés  deux  points  A(.ri,  ?/,,  :,)  et  Bf.r-j.  y^,  s.),  calculer  les  coordonnées  d'un  point  C  tel  que  le  tri- 
angle ABC  soit  équilatéral  et  que  son  plan  soit  parallèle  à  02. 

2972.  —  Etant  donné  un  point  «(a:,,,  j/o,  s»)  et  un  point  W(X,  y,  z)  trouver  les  coordonnées  du  point  M'  situé  sur  la 
droite  wM  et  tel  que  l'on  ait    wM.uM'  =  k. 

X         11         z 

2973.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites    —  =  '  -  =  —    et    i  =  0,    ax  +  hy  +  c  =  Q. 

a  p  y 

2974.  —  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  circonférence  qui  rencontre  Qz  en  un  point,  dont  le  plan  reste 
parallèle  à  un  plan  fixe  et  qui  rencontre  en  deux  points  une  circonférence  située  dans  le  plan  des  xy.  Cas  où  cette  dernière 
circonférence  passe  par  l'origine. 

2975.  —  Surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe  a;=  4-  y"  +  2'  —  k"  =  0,  ux  -^-vy  +  wz  =  0  tournant  autour 
de  02. 

2976.  —  On  donne  dans  le  plan  des  ,«/  la  circonférence  3  =  0,  x"  +  y"-  —  2aa;  +  b  =  0  et  sur  l'axe  des  2  un 
point  M  de  cote  h.  Trouver  la  figure  inverse  de  la  circonférence  par  rapport  au  point  M,  la  puissance  d'inversion  étant 
égale  à  k'. 

2977.  —  On  considère  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  une  génératrice  est  0;  et  dont  l'axe  ren- 
contre Ox.  Trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  cette  hélice  tournant  autour  de  O2.  Déterminer 
la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  obtenue.  Montrer  que  par  cette  courbe  passe  un  cylindre  algé- 
brique. 

2978.  —  Lieu  du  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  données. 

2979.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  droites,  on  considère  une  droite  variable  s'appuyant  sur  les  deux  droites  et 
tangente  à  la  sphère.  Lieu  du  point  de  contact. 

2980.  —  Lieu  des  segments  de  longueur  constante  s'appuyant  sur  deux  droites. 

2981.  —  Equation  du  tore  dont  l'axe  est  O3.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction 
donnée.  Etudier  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy  en  coordonnées  polaires. 

2982.  —  Equation  d'une  surface  de  révolution  circonscrite  à  une  surface  donnée  et  ayant  un  axe  donné. 

2983.  —  Surface  diamétrale  de  la  surface    x^  +  ?/'  -\-z^  —  3.r(/:  =:  1     pour  la  direction    ,r  =  //  =  :. 

2984.  —  On  projette  la  courbe  a;  =  0,  f(y,  2)  =  0  sur  un  plan  variable  passant  par  O2  ;  lieu  de  cette  projection. 
La  surface  obtenue  est  coupée  par  le  plan  s  =;  /i  suivant  un  cercle.  Démontrer  que  les  plans  tangents  en  tous  les  points  de 
ce  cercle  rencontrent  O3  au  même  point. 

2985.  —  Circonscrire  un  cùne  du  second  degré  aux  deux  surfaces  de  révolution  ayant  pour  axe  O2  et  engendrées  par 
les  courbes    a:=  — 2;)2  =  0,   2"  —  2/).i;  =  0    situées  dans  le  plan  des  2a;. 

2986.  —  Diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  définie  par  les  équations h  -=^ 1=0,    ux  -\- vy -h  wz  =  0. 

a-        h'' 

2987 .  —  Sommet  de  la  parabole    y°  —  2;).r  =  0,    ux  -+-  vy  +  wz  +  Il  =  0. 

2988.  —  Sommet  de  la  parabole    xy  —  02=0,    ux-\-vy  =  0. 

2989.  —  On  donne  deux  cercles  dans  l'espace  et  dans  chacun  d'eux  un  rayon  fixe  OA  et  O'A'.  On  mène  dans  les  deux 
cercles  des  rayons  variables  OB  et  O'B'  tels  que    AOB  =  A^.    Lieu  engendré  par  la  droite  BB'. 

2990.  —  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy  et  s'appuie  sur  0:  et  sur 

y-        z' 
l'ellipse    X  =  a,     — H ^  —  1  =  0.    Volume  de  la  surface  limitée  à  l'axe  des  2  et  à  la  conique  donnée. 

X^  |y3  ..2 

2991 .  —  Equation  générale  des  surfaces  de  révolution  circonscrites  à  la  surface i- -^  + 1  =  0    et  admet- 

a'        b'        c- 
tant  pour  axe  une  droite  donnée. 

2992.  —  Lieu  de  l'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  passant  chacun  par  une  droite  fixe.  Montrer  géométri- 
quement que  les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  Si  chacune  des  droites  fixes  sont  des  cercles.  Cas  où  les  droites 
données  se  rencontrent. 

2993.  -  Lieu  des  droites  rencontrant  le  cercle    2  =  0,    x'  +  y'-2ax  =  0    et  rencontrant  O2  sous  un  angle  constant. 

Cas  particulier  où  l'angle  est  égal  k  — . 

4 

...99-t.   —  Etudier  la  courbe    x=  ^  _    >    )/ =  >    2=  — Asymptotes.   Equation  du  cône  s'appuyant  sur 

cette  courbe  et  ayant  pour  sommet  le  point  de  la  courbe  dont  le  paramètre  est  /„. 

2995.  —  Equation  du  cùne  ayant  poiu-  sommet  un  point  de   O2  et    s'appuyant  sur  la  courbe     2  =  0,     y  =  «1'+;'^'+? 
Couper  ce  cùne  p.ir  un  plan  de  façon  que  la  section  n'ait  pas  de  point  à  l'infini. 

2996.  -  En  chaque  point  de  la  section  du  cylindre  y'  -  -Ipx  =  0  par  le  plan  ux  +  dm  -t-  ît)2  +  r  =  0  on  mène  la 
normale  au  cylindre.  Eciuation  delà  surface  formée  par  ces  normales. 
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2997.  —  Démontrer  (lu'une  quiidrique  est  de  révolution  quand  son  équation  est  symétrique  par  rapport  à  x,  y,  z. 
Kxcmple  :  que  représente  l'équation    yz  -h  :x  +  xy  =  1? 
2998     —  Etudier  les  quadriques  : 

ux'  +  by'  +  c:'  —  2ayz  —  2bzx  —  icxy  =  i    (a'  +  h'  +c'  =^  \,   abc  =  k,    a  +  b  +  c=  0), 
[x—y)'  +  {y  —  zy  —  (2  —  xf  +  2x  —2y  =  0,  1>Q  +  It  =  0    (P,  Q,  R  fonctions  linéaires), 

{X  —  y)-  +  {y  —  z)-  +  [z—  X)'-  +  2x  —  2y  =  0    (éléments  de  la  section  droite), 
{ay  —  bxf  +  {bz  —  cyY+  {cx—az)'  =  1    {section  par  le  plan    ax  +  hy  +  cz  =  X), 
(X  —  (/)-  +  {z  —  x)'  —  2x  =0    (paraniilrcs  des  paraboles  principales), 
ayz  +  bzx  +  cxy  =1     (o'-  +  b'-  +  c-  =  l),  abc  =  k^  (lieu  des  sommets)- 

(_  X  +  y  +  :)'  +  [x  -  y  +  z)2+  {X  +  y  -  z}.,  =  1    (axes  de  la  surface),      [x  -  y)'  +  {z  -  2.r)»  -  y  =  0    (sections  circulaires), 

iyz  +  izx  —  2xy-2x  —  i  =  0,  x--  — 2yz  -  2x —  2y —2z  =  0    (axesi,    (x  +  y+ z)' +  {x  +  y)'- -2z  =0, 

a=    Sx  +  y  —  1.  ±  \/y'-  -  2xy  +  2x,  x' +  y^  +  2yz —  2x  =  0,  x'  —  yt  +  3z'-  +  2\xy  —  i  =  0    (plans  principaux), 

4a;'  +  iy'-  +  z-+2yz  —  izx  +  ixy  +  ix  +  2y  -  i:  =  0    (éléments).    2x'-  +  2y-  —  z'-  -  6xy  +  2x  —  y  =  0, 

ax'  +  2yz)  +  b{yt  +  2zx)  +  c[z'  +  2xij)  =  1, 

(2a;  — 1/  +  3z)'-  +{x  +  2y  —  '■iz)i  +  (3x-t-y'-  =1  (section  droite),  {x+y){y—z)+z  —  x=  1  (paramètres  des  paraboles  principales) 

l'Q  +),ftS  =  0    (discuter). 

2999 .  —  Lieu  des  axes  des  cônes  du  deuxième  degré  passant  par  une  ellipse  et  dont  les  sommets  décrivent  une  droite 
donnée. 

3000.  —  Etant  donné  le  paraboloïde  x'  —  y'  —  2:  =  0,  et  le  point  x',y',  z'  de  la  surface,  trouver  langle  des  généra- 
trices déterminées  par  le  plan  tangent  en  ce  point. 

3001 .  —  Lieu  des  sommets  des  ellipses  déterminées  dans  un  ellipsoïde  par  les  plans  tangents  à  un  cône  de  révolution 
ayant  son  sommet  au  centre  de  lellipsoïde. 

3002.  —  Lieu  des  sommets  dos  paraboloïdes  de  révolution  passant  par  une  ellipse. 

3003.  —  On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  de  centre  0;  par  un  point  A  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une 
génératrice  AG  sur  hKiuelIe  on  prend  un  point  M  tel  que  AM  soit  égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  OA  dans  l'ellipse  de 
gorge.  Lieu  du  point  M. 

3004.  —  Démontrer  que  les  normales  menées  d'un  point  à  un  ellipsoïde  sont  sur  un  cône  du  deuxième  degré.  Dans 
quel  cas  ce  cône  se  décompose-t-il  en  deux  plans  ?  Pourrait-on  déduire  de  là  l'équation  de  l'ensemble  des  plans  principaux 
d'une  quadrique  définie  par  l'équation  générale? 

3005.  —  On  donne  un  ellipsoïde  K  et  une  droite  0.  Par  la  droite  on  mène  des  plans  coupant  la  surface  suivant  des 
ellipses,  l.ieu  des  sommets  de  ces  ellipses, 

300G.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A;  par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  surface  en  deux 
points  It  et  C.  Est-il  possible  que  les  normales  en  D  et  C  se  rencontrent?  Lieu  des  sécantes  ([ui  jouissent  de  cette  pro- 
priété. 

3007    —  Lieu  des  axes  des  hyperboloides  de  révolution  passant  par  deux  droites  doimées. 

3008.  —  Etudier  les  quadriques  passant  par  deux  paraboles  qui  ont  deux  points  communs. 

3009.  —  Trouver  l'équation  du  cylindre  circonscrit  à  un  paraboloïde  parallèlement  à  une  direction  donnée.  Nature 
de  ce  cylindre. 

3010.  —  l.ieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  rencontrent  une  parabole.  Solution  géométrique. 

3011.  —  Equation  générale  des  quadriques  circonscrites  à  une  quadrique  donnée  et  tangentes  au  plan  des  xy. 

3012.  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  sections  planes  d'une  quadrique  par  des  plans  passant  par  une  normale  fixe 
de  la  quadrique. 

3013.  —  Lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  grandeur  donnée  passant  par  une  ellipse. 

3014.  —  On  considère  un  cùne  ayant  pour  sommet  un  point  de  l'axe  des  z  et  pour  directrices  une  conique  variable 
passant  par  les  quatre  points  de  rencontre  des  deux  coniques  lixes  3  =  0,  ax--^by- — 1=0  et  5  =  0  a'x' -hb'y- —  1=0. 
Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  principaux  de  ces  cônes. 

3015.  —  On  considère  l'hyperboloîde  engendré  parla  droite  A  {x  =  a,  y  =  >nz)  tournant  autour  de  0:  et  le  cylindre 
engendré  par  une  droite  parallèle  à  A  et  passant  par  le  point  (a,  p,  Oi  tournant  autour  de  A.  Déterminer  les  équations  de 
ces  surfaces  et  celle  de  la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  xy. 

3016.  —  Condilion   pour  que   le   cône     Ax- +  t\'y- +  k"z' -h2liyz -i-2B'zx-i-2B"xy  =  0     contienne  trois  diamètres 

x^         y-         z' 

conjugués  de  l'ellipsoide   — -  -(----  h ■  —  1=0. 

o'         o-  c' 

3017.  —  Condition  pour  que  deux  cônes  ayant  pour  sommets  l'origine  soient  égaux.  Déduire  delà  les  conditions  pour 
qu'un  cône  soit  de  révolution. 

3018.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  génératrices  d'un  hyperboloïde.  Cas  particu- 
lier où  le  point  est  le  centre  de  la  surface. 

3019.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  grandeur  donnée  circonscrits  à  un  ellipsoïde. 

3020.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  0:  el  trois  points  A,  B,C  respectivement  situés  sur  Ox,  Oy,  Os. 
Former  l'équation  d'un  ellipsoïde  ayant  pour  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en  position  AO,  AB,  AC. 

3201 .  —  Equation  d'un  cylindre  circonscrit  h  un  ellipsoïde  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 
Trouver  les  axes  de  ce  cylindre. 

3022.  —  On  donne  une  quadrique  f{x,  y,z)  =  0  et  deux  plans  ux  +  vy  +  icz  -f-  r  =  0,  u'x  -+-  v'y  -+-  w'z  -+- r'  —  0. 
Exprimer  que  l'un  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  l'autre.  Montrer  qu'il  y  a  réciprocité. 

3023.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  plans  tangents  à  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère.  Vérifier  que 
la  surface  obtenue  contient  des  cercles. 

3024.  —  Condition  pour  qu'un  plan  coupe  un  cône  du  deuxième  degré  suivant  deux  génératrices  rectangulaires. 

3025.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  passant  par  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas. 

302G.  —  Démontrer  que  lorsque  deux  quadriques  sont  inscrites  dans  un  même  cône,  elles  sont  inscrites  dans  un 
second. 
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3027.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  ayant  pour  axe  Oz,  on  le  coupe  par  un  plan,  et  on  demande  l'équation 
du  cône  ayant  pour  sommet  le  foyer  du  paraboloïde  et  pour  base  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan.  Démontrer  que  le 
cône  est  de  révolution.  Même  question  pour  un  ellipsoïde  de  révolution. 

3028.  —  On  fait  tourner  un  ellipsoïde  autour  d'un  de  ses  axes,  et  par  un  point  on  mène  des  normales  à  cet  ellipsoïde, 
lieu  des  pieds  de  ces  normales. 

3029.  —  Trouver  les  plans  cycliques  d'un  cône  dont  on  donne  les  coordonnées  du  sommet  et  la  base  qui  est  une  ellipse 
dans  le  plan  des  xy. 

3030.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrique  passant  par  un  point. 

3031.  —  En  un  point  d'un  hyperboloïdeà  une  nappe  on  mène  les  bissectrices  des  deux  génératrices  de  ce  point.  Trouver 
les  équations  de  ces  bissectrices.  Engendrent-elles  une  surface  quand  le  point  se  déplace  sur  l'hyperboloîde  ? 

3032.  —  Condition  pour  que  la  droite = — —  =  — -—    soit  tangente  à  la  quadrique  définie   par 

at  fi  ■{ 

l'équation  générale    f{x,y,z)  =  0.    Que  représente  la  condition  obtenue  si  on  y  considère  a-(|,i/o,  :„  comme  des  coordonnées 
courantes.  ^.,  .,  _., 

3033.  —  Trouver  l'aire  de  la  courbe  de  contact  de  l'ellipsoïde    -— -  -i- h  -^^ 1=0    et  du  cône  circonscrit  de 

a-  6-  C2 

sommet  {x„,yo,So). 

3034.  —  Lieu  des  foyers  des  sections  centrales  d'un  ellipsoïde. 

3035.  —  Lieu  des  perpendiculaires  communes  à  une   génératrice  fixe  d'un  paraboloïde  et  à  une  génératrice  variable. 

3036.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné  bitangentes  à  un  ellipsoïde.  Cas  où  le  rayon  est  nul. 

x^  y'         z- 

3037.  —  On  coupe  l'ellipsoïde    +  ttt  "i ^i 1=0     par   les  plans     :  =  h,    z  =  h'.     Démontrer  que   les 

a-  0-         c- 

deux  sections  sont  homothétiques.  Trouver  le  rapport  et  le  centre  d'homothétie. 

3038.  —  Conditions  pour  que  la  surface  (az  —  bx}{cz  —  by]  —  z-:=  0  soit  de  révolution.  Les  conditions  étant  rem- 
plies, trouver  l'axe. 

3039.  —  Combien  passe-t-il  de  cônes  par  l'intersection  de  deux  quadriques  ?  Cas  où  les  deux  surfaces  ont  une  généra- 
trice commune.   Démontrer  qu'alors  l'équation  en  X  a  deux  racines  doubles. 

3040.  —  On  assujettit  une  conique  à  rencontrer  p  droites  de  l'espace.  Quelle  est  la  valeur  de  p  pour  que  la  conique 
soit  déterminée?  Construire  cette  conique. 

3041 .  —  Combien  faut-il  de  conditions  pour  écrire  qu'une  droite  (ou  une  conique)  est  située  sur  une  surface  du  troi- 
sième degré  ? 

3042.  —  Lieu  des  normales  à  un  hyperboloïde  aux  divers  points  d'une  même  génératrice. 

3043.  —  Equation  générale  des  quadriques  ayant  pour  plan  principal  le  plan  x—y  et  bitangentes  à  la  sphère 
xi  +yî  +  Z:.  -+-4j/  =:  0.     Incidemment  équation  générale  de  quadriques  bitangentes  à  une  quadrique  donnée. 

3044.  —  Former  l'équation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  pour  foyers  deux  points  donnés  F  et  F'  situés  sur  Oa; 
et  symétriques  par  rapport  au  point  0. 

3045.  —  On  donne  une  quadrique  ^(r,î/,2)=0  et  un  plan  iix -^  vy  +  icz-^  h  =  ().  et  on  demande  l'équation  du 
cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  base  la  section  de  la  surface  par  le  pian.  On  suppose  la  quadrique  fixe  et  le  plan 
variable;  comment  varie  le  cône?  Cas  particulier  où  la  surface  passe  par  l'origine. 

3046.  —  Etant  donné  un  cône  A,i2  -¥  A'(/2  +  A";2  H-  2B,V3  -+-  2B':a;  +  2B"a;i/  =  0  ayant  pour  sommet  l'origine,  trouver 
la  condition  pour  que  le  plan     ux  -f-  uy  -+-  irz  =  0    coupe  ce  cône  suivant  deux  droites  perpendiculaires. 

30-47 .  —  On  donne  dans  une  quadrique  huit  plans  tangenis  dont  cinq  passent  par  un  même  point  et  deux  plans  conju- 
gués par  rapport  à  la  quadrique.  On  prend  un  point  sur  la  droite  intersection  de  ces  deux  derniers  plans  ;  déterminer  le 
cône  circonscrit  à  la  quadrique  ayant  ce  point  pour  sommet. 

3048.  —  On  donne  le  plan  de  Monge  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  une  génératrice.  Combien  faut-il  de  conditions 
pour  déterminer  le  paraboloïde  ?  On  donne  une  deuxième  génératrice  rencontrant  la  première.  Équation  du  paraboloïde. 
Construire  son  axe  et  son  sommet. 

3049.  —  Construire  un  paraboloïde  de  révolution  connaissant  l'axe  et  deux  plans  tangents. 

3050.  —  Dans  un  paraboloïde  on  donne  une  génératrice,  un  point  de  l'axe  et  trois  points.  Equation  de  la  surface. 

3051.  —  Déterminer  une  quadrique  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact,  deux  plans 
tangents  et  un  point  de  l'axe. 

3052.  —  Dans  un  paraboloïde  on  donne  un  plan  directeur,  une  génératrice  parallèle  à  ce  plan  et  un  plan  principal. 
Le  paraboloïde  est-il  déterminé?  On  suppose  le  plan  directeur  horizontal  et  le  plan  principal  défini  par  deux  droites  ;  on 
donne  en  outre  un  point  de  la  surface,  construire  l'axe  et  le  sommet. 

3053.  —  On  donne  une  parabole  qui  est  la  section  d'un  pnraboloïde  hyperbolique  par  le  deuxième  bissecteur,  puis 
une  génératrice  et  un  point.  Le  paraboloïde  est-il  déterminé?  Plan  tangent  au  point  donné. 

3054.  —  On  donne  dans  un  paraboloïde  une  génératrice,  la  direction  de  l'axe,  deux  points  et  on  assujettit  les  plans 
directeurs  à  être  rectangulaires    Equation  du  paraboloïde.  Construire  les  plans  directeurs,  l'axe  et  le  sommet. 

3055.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  axe  en  grandeur  et  en  position.  Combien  faut-il  donner  de  points  pour 
achever  de  déterminer  la  quadrique?  On  donne  trois  points:  équation  delà  quadrique.  Discuter. 

3056.  —  Existe-t-il  une  quadrique  tangente  à  trois  plans  en  des  points  donnés  ? 

3057.  —  Dans  un  paraboloïde  on  donne  un  diamètre  D,  une  génératrice  rectiligne  G,  un  plan  tangent  et  son  point  de 
contact.  Equation  de  la  surface.  Construire  géométriquement  le  sommet. 

3058.  —  Equation  générale  des  quadriques  ayant  pour  ombilic  l'origine  des  coordonnées. 

3059.  —  Equation  de  la  surf.ace  engendrée  par  une  droite  variable  s'appuyant  sur  les  trois  droites    a;  =  0,    z  =  k; 

,        X  y  z 

!/  =  0,    :  =  fc';    —  =  -—  = Discuter  la  nature  de  la  surface 

abc 

3060.  —  A  combien  de  conditions  assujettit-t-on  une  quadrique  en  donnant  un  cône  circonscrit  ?  Solution  an.alytique  et 
géométrique.  Equation  générale  des  quadriques  inscrites  dans  un  cône.  Et  si  l'on  donne  deux  cônes  circonscrits?  montrer 
qu'ils  doivent  être  bitangents. 
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3061 .  —  Démontrer  que  toute  gi'nc'ratrice  de  la  surface  est  tangente  à  un  cône  circonscrit  quelconque. 
30(}2.  On  donne  trois  points  d'un  cylindre  hyperbolique  équilatère  et  un  plan  asymptote.  La  surface  est-elle  déter- 
minée ?  Trouver  son  équation  et  construire  son  axe. 

3063.  —  On  donne  deux  points  d'un  cylindre  hyperbolique,  un  plan  tangent  et  son  point  de  contact  et  un  point  de 
l'axe  du  cylindre,  le  cylindre  est-il  déterminé  ?  Trou\er  ses  équations  et  construire  le  cylindre. 

3064.  -  On  donne  un  cercle,  une  droite  rencontrant  ce  cercle  et  deux  points,  txiste-t-il  une  quadrique  passant  par 
le  cercle,  la  droite  et  les  deux  points?  Construire  le  centre  de  cette  surface. 

3065  —  On  donne  un  foyer  de  la  méridienne  dune  surface  du  second  degré  de  révolution  et  quatre  points  de  la 
surface  La  surface  est-elle  déterminée  .'  Trouver  son  équation  et  construire  géométriquement  le  plan  directeur  correspon- 
dant au  foyer  donné. 

3066.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  une  parabole  de  la  surface  et  deux  génératrices  de  même  système. 

3067.  —  On  donne  dans  un  cylindre  de  révolution  deux  points,  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact,  le  cylindre  est- 
il  détenuiné?  Trouver  son  équation,  et  le  construire. 

3068.  —  On  donne  un  CL-rcle,  une  droite  D  passant  par  son  centre  et  non  située  dans  son  plan  et  une  droite  A  rencon- 
trant le  cercle.  Existet-il  une  quadrique  contenant  le  cercle,  la  droite  A  et  admettant  D  comme  diamètre  conjugué  de  la 
direction  du  plan  du  cercle  ? 

3069.  —  On  donne  un  diamètre  d'un  paraboloïde  et  une  génératrice.  Combien  cela  fait-il  de  conditions  ?  On  donne  une 
deuxième  génératrice  ne  rencontrant  pas  la  première.  Le  paraboloïde  est-il  déterminé'?  On  donne  un  point.  Déterminer  le 
paraboloïde. 

3070.  —  Déterminer  un  hyperbolo'ide  de  révolution  connaissant  deux  génératrices  de  même  système  et  un  point. 

3071.  —  On  lionne  un  plan  asymptote  d'une  quailrjquc,  combien  cela  l'ait-il  de  conditions '?  Combien  faut-il  de  plans 
asymptotes  pour  déterminer  une  (|uadri(iue  .'  On  donne  cinq  plans  asymptotes  et  un  point,  délerminer  la  quadrique. 

3072.  —  Equation  d'un  paraboloïde  dont  on  donne  une  génératrice,  l'axe  et  le  plan  de  Jlonge.  Construire  géométrique- 
ment le  sommet. 

3073.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  deux  cônes  circonscrits  et  un  plan  tangent. 

3074.  —  rrou\er  l'équation  d'un  cylindre  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact  et  un  point 
de  l'axe.  Déterminer  le  cylindre  géométriquement. 

3075.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  gauche  et  un  plan  ;  on  considère  la  quadrique  ayant  pour  génératrices  les  côtés 
du  quadrilatère  et  tangente  au  plan.  Trouver  les  génératrices  contenues  dans  le  plan.  Etant  donné  un  point  de  ce  plan, 
trouver  le  cône  circonscrit  h  la  quadrique  ayant  ce  point  pour  sommet. 

3076.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  égaux,  combien  cela  fait-il  de  con- 
ditions? 

3077.  —  Trouver  l'équation  de  la  quadrique  engendrée  par  une  parabole  ayant  l'origine  pour  sommet,  l'axe  O2  pour 
axe  et  assujettie  à  rencontrer  une  droite  donnée. 

3078.  —  Une  quadrique  de  révolution  est-elle  déterminée  par  une  section  plane  et  deux  points?  La  construire  géomé- 
triquement et  former  son  équation. 

307S).  —  Dans  un  paraboloïde  on  donne  le  sommet,  un  plan  directeur  et  une  génératrice  non  parallèle  à  ce  plan.  Déter- 
miner le  paraboloïde. 

3080.  —  Trouver  l'équation  d'un  liyperboloule  de  révolution  à  une  nappe  connaissant  un  point  de  l'axe,  un  plan  tangent 
et  le  point  de  contact  et  deux  autres  plans  tangents. 

3081.  —  Construire  un  paraboloïde  de  révolution  connaissant  une  ellipse  tracée  sur  la  surface  et  un  point. 

3082.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact  et  une  génératrice. 

3083.  —  Déterminer  un  paraboloïde  de  révolution  connaissant  le  plan  directeur  et  trois  points. 

3084.  —  Construire  une  quadrique  connaissant  le  cône  asymptote  et  un  point  (ou  un  plan  tangent). 

3085.  —  On  donne  dans  une  ([uadrique  un  axe  en  grandeur  et  en  position  ;  combien  cela  fait-il  de  conditions'?  On 
assujettit  en  outre  la  quadrique  à  passer  par  trois  points.  Equation  de  la  surface. 

3086.  —  On  donne  un  diamètre  d'un  paraboloïde,  deux  génératrices  et  un  point  ;  combien  cela  fait-il  de  conditions  ? 
en  supposant  que  les  deux  génératrices  se  rencontrent,  trouver  l'équation  du  paraboloïde  ainsi  déflni.  Construire  le  sommet. 

3087.  —  Existe-t-il  une  quadrique  inscrite  dans  trois  trièdres  trirectangles  ? 

3088.  —  Construire  l'axe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  deux  plans  tangents  et  leurs  points  de  contact  et 
un  autre  point. 

3089.  —  On  donne  deux  cercles  C,  et  C  dans  des  plans  horizontaux  différents.  Une  quadrique  passant  par  ces  deux 
cercles  est-elle  déterminée?  On  donne  en  outre  un  point  de  la  section  de  cette  surface  par  le  deuxième  bissecteur. 

3090.  —  On  donne  un  point  du  plan  principal  d'un  cylindre  parabolique,  la  direction  des  génératrices  et  trois  points. 
Equation  du  cylindre . 

3091.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  plan  asymptote  et  un  plan  tangent.  Combien  cela  fait-il  de  conditions? 

3092.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  cône  circonscrit,  une  généiatrice  et  un  plan  tangent.  Construire  le 
cône  circonscrit  à  cette  surface  ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

3093.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  axe  et  une  section  plane.  La  quadrique  est-elle  déterminée? 

3094.  —  On  donne  l'axe  d'une  quadrique  de  révolution  et  sur  cet  axe  un  foyer  de  la  méridienne.  Combien  cela  fait-il  de 
conditions?  Equation  générale  des  surfaces  correspondantes. 

3095.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  axe,  un  sommet  situé  sur  cet  axe  et  un  sommet  en  dehors.  Combien  cela 
fait-il  de  conditions  ?  Equation  générale  de  ces  surfaces. 

3096.  —  On  donne  les  trois  droites 

.r  — j-,    _    y  — y,    ^    ;  —  :,  ^  x  —  .ti    _    y  —  y,   _   J  —  Sj  ^  -r  -  Xj    __   y  -  y^    _    :  -  S3 

Oi  61  Cl  a.  62  c-.  «3  63  Ci 

Trouver  l'équation  de  l'hyperboloïde  qu'elles  définissent.  Centre  de  cette  surface. 

3097.  —  Equation  générale  lies  quadriques  passant  par  deux  droites  et  ayant  un  plan  principal  donné. 

3098.  —  Ecrire  que  la  quadrique    f{x,  y,z)  —  0    est  de  révolution  autour  de  la  droite    —  =:  —  — 

a  p  Y 
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3099.  —  Etant  donnée  la  quadiique   f{X,  !/.  s)  =  0,    écrire  que  le  point  (a,  b,  c)  est  :  I»  ombilic,  2»  sommet,  ">"  foyer  de 
la  méridienne  de  la  surface  supposée  de  révolution. 

3100.  —  Etant  donnée  la  quadrique    fix.y,z)  =  0,    écrire  que  le  plan    ux  +  vy +  tv: -h  r  —  0    est  :  1°  plan  cyclique, 
2°  plan  d'équateur  de  la  surface  supposée  de  révolution,  3°  plan  principal. 

3101.— Etant  donnée  la  quadrique    f{x,y,z)  =  0    et  la  droite  définie  par  les  équations =  r— ^   = — - — 

ou    ax -i- by -h  cz -i- d  ^0,    a'x  +  b'y -hc'z -hd' =:  0,    écrire  que  cette  droite  est:   i°  axe,  2»   diamètre  conjugué  d'une 
direction  de  plan  cyclique,  3°  axe  de  révolution  de  la  surface  supposée  de  révolution. 

3102.  —  Etant  donnée  la  quadrique    f{x,  y,  z)  ;=  0,    écrire  que  l'axe  Ox  fait  partie  d'un  des  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués égaux  de  la  surface. 

3103.  —  Etant  donnée  la  quadrique    f{x,  y,  z)  —  0,    écrire  que  les  deux  points  (a,  b,  c)  et  (a',  6',c')  sont  deux  ombilics 
non  situés  sur  le  même  diamètre. 

3104.  —  Ecrire  que  l'axe  Oz  est  diamètre  conjugué  de  plan  cyclique  pour  la  quadrique    f{.i,  y,  z)  =  0. 

3105.  —  Comment  se  coupent  deux  quadriques  qui  se  raccordent  en  tous  les  points  d'une  génératrice  ?  Traiter  la  ques- 
tion géométriquement  et  par  le  calcul. 

3106.  —  Intersection  de  deux  quadriques  ayant  une  génératrice  commune  et    un  point  de  contact   en    dehors.  Une 
cubique  gauche  peut-elle  avoir  un  point  double  ? 

3107.  —  Deux  quadriques  sont  telles  qu'il  existe  deux  points  admettant  un  même  plan  P  pour  plan  polaire  par  rapport 
aux  deux  quadriques.  Quelle  est  l'intersection  de  ces  deux  surfaces? 

3108.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  qui  ont  uu  plan  directeur  commun  et  une  génératrice  commune. 

3109.  —  Intersection  de  deux  quadriques  qui  se  touchent  en  trois  points  d'une  même  génératrice. 

3110.  —  Intersection  de  deux  quadriques  bitangentes.  Traiter  la  question  par  la  géométrie  et  par  le  calcul. 

3111 .  —  On  considère  deux  quadriques  passant  par  les  droites     I'  =  0,     y  =  0,     et    Fi  ^  0,    S  =  0    qui  ne  se  ren- 
contrent pas;  trouver  le  reste  de  l'intersection. 

3112.  —  Comment  se  coupent  deux  quadriques  tangentes  en  un  point  et  telles  qu'un  point  donné  ait  même  plan  polaire 
par  rapport  à  ces  deux  quadriques. 

♦ (A  suivre.) 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


1148.  _  Il  existe  quatre  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  à  deux  quelconques  de  ses  tangentes.  Les  points 
de  contact  de  ces  cercles  avec  l'ellipse  sont  sur  l'hyperbole  homofocale  à  cette  ellipse  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  des  deux  tangentes.  M.  d'Oc.\gne. 

1149.  —  Soient  deux  triangles  honiologiques  ABC,  a^-j-  dont  l'un,  ABC,  est  fixe,  et  dont  l'autre  se  déplace 
de  façon  que  ses  sommets  décrivent  respectivement  trois  droites  données  a,  b,  c. 

i"  Quand  les  droites  '),  b,  c  forment  un  véritable  triangle,  trouver  la  loi  de  correspondance  qui  existe  entre 
le  centre  et  l'axe  d'homologie. 

2°  Quand  les  droites  a,  b,  c  sont  concourantes,  montrer  que  l'axe  d'homologie  touche  une  courbe  indé- 
pendante du  déplacement  du  centre  d'homologie.  Cette  courbe  est  une  conique.  Dans  quel  cas  est-ce  une 
parabole  ? 

3°  Supposant  ce  cas  réalisé,  déterminer  la  directrice  de  cette  parabole  et  dire  ce  qu'elle  est  quand  a,  b,  c 
sont  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés  de  ABC.  L.  Bick.\rt. 

1150.  —  L'indice  de  réfraction  de  l'eau  pour  le  rouge  est  1,33,  pour  le  violet  1,34.  L'indice  de  réfraction 
de  l'air  est  en  moyenne  1,000293.  En  supposant  que  le  pouvoir  dispersif  de  l'air  soit  les  ■5—  de  celui  de  l'eau, 
calculer  approximativement  la  difl'érence  des  vitesses  de  la  lumière  rouge  et  de  la  lumière  violette  dans  l'air. 

♦ 

DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


1089.  —  Trouver  un  polynôme  du   troisième  degré  tel  qu'en   le  mulliplianl  par  un  polynôme  du 
premier  degré  on  obtienne  le  carré  de  sa  dérivée.  —  Expliquer  le  résultat  obtenu. 

Soit    iix^  -H  bx-  -\-cx-\-d    le  polynôme  cherché  ;  si  nous  le  multiplions  par   w  -+-  'p  nous  obtenons 
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un  polynôme  du  quatrième  degré  qui  doit  être  le  carré  de  la  dérivée 

3ax-  -t-2/yx-r-  c. 
Nous  devons  donc  obtenir  l'identité 

(ax  -+-  P)(ax'  - 
qui  se  traduit  par  les  égalités 

«a  =  Oa''',  ap 


6a.--  +  ex  -t-  rf)  =  (3ox2  -+■  tbx  +  c)-. 


■  b^=l'iab,  ca -h  6?  =  46- -t- 6ac, 

c^  =  46c,  dp  =  C-. 

La  première  donne     a  =  9a,     la  seconde,     p  =  36,  et,  en  portant  dans  les  autres,  nous  obtenons 

les  relations 

hc  =  9ad,  c^  —  36rf  ; 

6'  d 

Par  suite  le   polynôme   cherché    est 


elles    donnent    successivement 


b-  —  'Sac 
h-         3f 


et 


=  27  ■ 


al  x'  H x' 

\  n 


6- 


0'     \  /  ^   \^ 

\>    ou     nix-i )  •    G'estdonc  un  cube  parfait  etun  cube  quelconque, 

la'   j  \  3a  / 


3a2  27fl 

puisque  a  et  6  ont  des  valeurs  quelconques. 

Celte  solution  pouvait  se  prévoir  a  priori,  car  de  l'égalité 

il  résulte  évidemment  que  f{x)  ne  peut  avoir  de  racine  qui  n'appartienne  à  la  dérivée  ;  par  conséquent 
f(x)  ne  peut  avoir  aucune  racine  simple,  il  ne  peut  donc  avoir  qu'une  racine  triple.  D'ailleurs  si  celae.sl, 
l'identité  est  évidemment  possible  :  il  n'y  a  qu'à  prendre  pourxr+3  le  facteur  primaire  correspondant  à 
la  racine  et  multiplié  par  un  nombre  convenable  a. 

M.  Laisant,  qui  s'est  occupé  de  cette  question  malgré  sa  simplicité,  fait  remarquer  que  le  problème 
est  susceptible  de  généralisation  :  on  peut  se  proposer  de  trouver  dans  quel  cas  on  a  o{x)f{x)  ^  [f'{-':)f, 
c'est-à-dire  dans  quel  cas  un  polynôme  entier  divise  le  carré  de  sa  dérivée.  La  solution  est  immédiate  ; 
on  voit  de  suite  en  elï'et  (pie  le  polynôme  n'ayant  aucune  racine  qui  n'appartienne  à  la  dérivée,  ne  doit 
avoir  que  des  racines  multiples  ;  il  est  donc  de  la  forme  XI.  X3-..X^,  en  employant  les  notations  usuelles, 
et,  par  suite,  on  a 

r  _  2x.;  ^   3X3  ^   4x;  ^ 

/  X2  X3  Xi 

donc  aussi 

/■'-         ^\n         3Xi/"         4X;/" 

J. =   '- _i_    1 u     i 1- 

/■  -    X,    ^    X,    ^    X.    ^-  •' 
et  par  conséquent  le  quotient  de  /'-  par  f  est   un  polynôme  entier,  ce  qui  montre  que  la  condition 
énoncée  est  suflisante. 

Très  bonnes  solutions:  JIM.  J.  H*ag,  lycée  de  Nancy;  K.  J.^velot. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.  SUiicim,;  Odoc,  pensionnat  de  Valbenoile;  P.  Tribier;  R.  Bouvaist;  R..M»nex,  petit  séminaire  de  .VIassals  ; 
Th.  Sools  ;  E.-N.  BAnisiEN  ;   A.  Oodain,  k  Bougie. 


1099 


On  considère  les  déterminants  de  ta  forme 

a       I       1 


A„  = 


1 


! 


l        1        l    .  .  .    a 

où  a  i/rsifini'  un  nom'irr  r.dirr  quelconque  et  n  l'ordre  du  déterminant  ;  démontrer  que  l'on  a 


û„_,_,  =  [a  ■ 


■ijA„-+-(a—  1)". 
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Considérons  le  déterminant     A„_,_,,    et  dans  ce  déterminant  retranchons  les  éléments  de  la  deu- 
xième colonne  de  ceux  de  la  première  ;  nous  avons 

n  —  i        1       1   ...    1 

1  —a       a       1    ...   1 

0  1        a  ...  1 


0 


1        \    .  ..  n 


Développons  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  colonne.  Le  coefficient  du 
premier  élément  a  —  1  est  le  déterminant  A„,  celui  du  second  élément  1  —a  est  au  signe  près  le 
déterminant 

1       1       1    ...   1 


D„  = 


1       a       1    ...    1 

(        1       n    ...    i 


1       1       i    ...   a 
et  nous  avons 

A„+i=(a-i)A„+(l  — a)D„. 
Dans  le  déterminant  D„  retranchons  les  éléments  de  la  première  colonne  de  ceux  de  toutes  les  autres 
colonnes;  cela  fait,  on  voit  aisément  que  dans  le  déterminant  obtenu,  tous  les  éléments  sont  nuls  d'un 
même  côté  de  la  diagonale  principale,  par  suite  ce  déterminant  se  réduit  à  son  terme  principal  qui  est 
(a  —  1)"-'.  On  a  donc 

et  par  suite 

(1)  \„^,  =  (a  —  i)\-h(a—i)-. 

Remarque.  —  Cette  formule  pourrait  servir  à  calculer   A„,    mais  il  est  plus  aisé  d'opérer  de  la  manière 
suivante. 

Ajoutons  aux  éléments  de  la  première  ligne  les  éléments  de  toutes  les  autres  lignes;  nous  avons 

a-\-n  —  1       a -i- n — ^       a-\-n  —  i    ...  a+n  —  1 

1  o  1  ...  1 


A„  = 


1 


i 


1 


1  1  i  ...  a 

°"  A„  =  (a+n  — 1)D„ 

et  ^„=,  (a-+-n  —  l){a-l)"-<, 

ce  qui  permet  de  vérifier  immédiatement  la  formule  (1). 

J.  MAllCHAL. 
Bonnes  solutions  par:  MM.  R.  Bouvaist;  A.  Ddron,  lycée  de  Rouen  ;  A.  Gouain,  commis  des  ponts  et  chaussées,  à  Bougie; 
J.  Haag,  lycée  de  Nancy  ;  l.  Messlnt  ;  M    Rebeix  :  L.  Sade,  lycée  de  Marseille;  Soûls;  P.   ^Ho^ET. 
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1098.  —  On  considère  deux  ellipses  homofocales  et  on  les  coupe  par  une  hyperbole  variable  hotnofo- 
cale;  on  appelle  points  correspondants  les  points  ainsi  o/jlenus  sur  les  deux  ellipses  et  on  demande  de  dé- 
montrer : 
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1°  Que  les  coordonnées  de  deux  points  correspondants  sont  proportionnelles  aux  axes  des  deux  ellipses 
fixes; 

"2"  Que  les  carrés  des  diamètres  qui  aboutissent  à  deux  points  correspondants  ont  leur  différence  cons- 
tante ; 

3°  Que  les  cordes  qui  joignent  diagonalement  deux  couples  de  points  correspondants  ont  des  longueurs 
égales. 


Soit  M  un  point  d'une  ellipse  dont  les  coordonnées  sont 

(     X  ^  a  cos  o, 


(1) 


(     1/  =  Il  sin  tp. 


Faisons  varier  les  axes  de  l'ellipse  de  façon  que  les  foyers  soient 
fixes  et  cherchons  le  lieu  du  point  M  correspondant  à  une  valeur 
donnée  7  de  l'angle  excentrique. 

Il  suffira  d'éliminer  a  et  6  entre  les  relations  (1)  et  la  condi- 
tion 

a2  _  6»  -  c^  ; 

on  trouve  ainsi 

i  =0. 


c-cos^  f  C  sin^  o 

C'est  une  hyperbole  ayant  mêmes  foyers  que  les  ellipses  et  pas- 
sant par  le  point  M. 

1.  Il  on  résulte  que  deux  points  correspondants  sont  deux  points 
pris  sur  deux  ellipses  de  la  famille  el  correspondant  à  la  même 
valeur  de  l'angle  excentrique. 

Soient  alors  a  et  A  et  o,,  61  les  axes  de  deux  ellipses.  Les  coor- 
données de  deux  points  correspondants  seront 


M 


i     X  =  a  cos  ifi, 
j     y  =  b  sia  o  ; 
D'où  on  déduit  immédiatement 


M. 


X 

a 


X, 

a, 


et 


Xi  =  ai  cos  », 

'1 

T/i  =  bi  sin  ç. 

y 

b 

.V. 

2.  On  a 

OM"  =  x^  -hy^  =  a-  cos-  0-1-6-  sin'  », 
ou,  en  tenant  compte  de  la  relation    a"^  —  b-  =  c^ 


CM' 


a2  —  c^  sin^  o  ; 


OM:  =  a?  — c^sin^  <»; 


de  même, 

par  suite, 

Ôff  _  ÔM'  =  a'  —  a?  =  6=  _  h\. 

La  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  aboutissant  à  deux  points  correspondants  est  donc  cons- 
tante et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes  de  même  nom  des  deux  ellipses. 


3.  Soient  sur  les  mômes  ellipses  deux  couples  de  points  correspondants  relatifs  aux  valeurs  tp  et  <p, 
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Donc 


de  l'angle  excentrique. 

Leurs  coordonnées  sont 


M  1 


M, 


i  Xi  =  Oj  cos  o, 
f  j/i  =  il  sin  o  ; 

(    Xj  =  «1  cos  oi, 

?/3  —  bt  sin  <?i  ; 


a,'  ;=  a  cos  tp, 

i  y  ^  b  sino; 
j-j  =  a  cos  oi, 

y^  ^  b  sin  'il  ; 
et  l'on  aura 

MJVIj  =  (acoso— flicoso,")"  -j-[b  sin  o  — é,  sin  o,)-, 
ou     MMj  =  a--haj~  c-(sin  =o  -1-  sin-  ci) 

—  2aai  cos  o  cos  cpi  —  26/;,  sin  o  sin  oi . 
On  aura  de  même 
M,Mj  —  a-  -4-af  —  c^(sin-'f,  -t- sin^  ç)  -  2aa,  cos  «  cos  o,  —  2é6,  sin  u  sin  o,. 


MM"  =  M, M:; 


et  les  deux  longueurs  MM3  et  M, M,  sont  égales. 

Bonnes  solulions  :  MM.  S.  Haag,  lycée  de  Nancy  :  M.  LiunENCE,  lycée  de  Bordeaux. 


J.  MARCHAL. 


Deuxième  solution.  —  Ce  problème  peut  se  traiter  très  simplement  par  une  méthode  directe  qui 
consiste  à  trouver  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  d'une  ellipse  de  la  famille  avec  une  hyperbole 
de  cette  même  famille. 

Les  équations  de  ces  coniques  sont 

X-         y- 


et 

avec  les  relations     a-  —  b-  =  a-  +  p,-  =  c- 
On  trouve  aussi  immédiatement 


1  =0, 

1=0, 


b'-?^ 


elle  problème  s'achève  sans  peine. 

E.-N.  BARISIEN. 

Solutions  analogues  :  MM     P.  Verjcs,  lycée  de  Marseille  ;  H.  J.wois,  à  ChàloDS-si.r-Marne  ;  A.  Diron,  lycée  de  Rouen. 

Troisième  solution.  —  Mais  l'une  des  plus  jolies  solulions  est  la  suivante  ; 


Considérons  le    faisceau  des  coniques  homofocales  à  l'ellipse 


—7-1-^—1  =  0,      le   système 


1 


0. 


a-  -+-  /  6-  -(-  X 

Il  passe  deux  de  ces  coniques  par  un  point  (a;,  y)  du  plan  ;  ce  sont  les  coniques  qui  correspondent 
aux  racines  de  l'équation  en  X, 

X'-  y- 

les  deux  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  l'une,  a,  est  comprise  entre  —  b^  et  +00,  l'autre,  p, 
entre  —  a^  et  —  i-  ;  à  la  racine  a  correspond  une  ellipse  réelle,  à  la  racine  ^,  une  hyperbole.  D'autre 
part,  on  a  identiquement 
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(62  +  l)xi  -+-  (02  +  l)y^  —  (62  _H  X)(a-!  +  X)  =  _(X  -  a)(X  —  P)  ; 

3  ,        (a» -h  a)(a^ -+- p) 

pour    X  =  —  o',     on  a  x^  =  > 

c- 

et  pour    l  =  —  b-,  y-  — 3 •■ 

Prenons  deux  valeurs  plus  grandes  que  —6-,  a  et  a',  et  un  nombre  p  compris  entre  —a-  et  —b-, 
nous  aurons  des  points  correspondants  sur  les  ellipses  i  et  2';  nous  les  aurons  tous  on  faisant  varier  P; 
nous  aurons  deux  couples  de  points  correspondants  en  considérant  deux  valeurs  particulières  de  p,  p 
et  p'. 

Le  problème  s'achève  ensuite  sans  aucune  peine. 

M.  Paul  Vkrjus  fait  d'ailleurs  remarquer  avec  juste  raison  que  les  propriétés  énoncées  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  de  propriétés  analogues  dues  à  Chasles. 


1107.  —  On  considère  une  parabole  fixe  (P)  et  un  cercle  (C)  quelconque.  Former  l'équation  de  la 
courbe  polaire  réciproque  du  cercle  par  rapport  à  la  parabole  et  trouver  quel  doit  être  le  rayon  du  cercle  (C) 
pour  que  celle  conique  soit  une  hyperbole  équilalère. 

Trouver  le  centre  de  cette  hyperbole. 

Rapportons  la  parabole  (P)  à  ses  axes  ordinaires  et  désignons  par 

1/2  —  2pa;  =  0 
son  équation.  Représentons  de  même  par 

(a-  — a)-' -+-(!/— 6)2- R2  =  0 
le  cercle  envisagé. 

On  sait  que  la  condition  de  contact  d'une  droite     ux-t-  vy  +  w  =  0    avec  le  cercle  est 

R2(Mi  4_  y2 j  _  [au  +  bo+  IV)-  =  0  ; 
elle  se  retrouve  d'ailleurs  immédiatement  en  écrivant  que  la  dislance  du  centre  à  la  droite  est  égale  au 
rayon.  Nous  aurons  alors  la  courbe  polaire  réciproque  du  cercle  en  prenant  la  polaire  par  rapport  à  la 
parabole  d'un  point  (x,  y)  du  plan  et  en  écrivant  qu'elle  est  tangente  au  cercle,  c'est-à-dire  qu'elle 
vérifie  la  relation  rappelée  antérieurement.  Or  la  polaire  d'un  point  (x,  ;/)  par  rapport  à  la  parabole  a 

pour  équation 

—  pX-i-yY  —px  =  0; 

l'équation  demandée  est  donc 

R'^iy-  ■+■  p'^)  —  (px  —  by-Jf  apf  =  0  ; 
elle  représente  une  hyperbole  quels  que  soient  a,  6  et  R  ;  ce  sera  une  hyperbole  équilatére  si  la  somme 
des  coefficients  de  x-  et  de  y'  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
(1)  R^  =  /)2  -+-  b\ 

Le  centre  est  donné  par  les  deux  équations 

—  p?  =  0,  6P  4-  R^!/  =  0, 

où  l'on  pose     P  ^  px — bij+ap;     il  est  donc  donné  par  les  deux  écjuations    P  =  0,     (/ =  0  ;     ses 
coordonnées  sont 

X  =  —a,  y  =  0. 

Ce  point  est  indépendant  du  rayon  du  cercle  et  décrit  l'axe  de  la  parabole. 

Géométriquement  tous  ces  résultats  sont  évidents.  En  effet,  envisageons  la  courbe  polaire  réciproque  du 
cercle  comme  étant  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  au  cercle;  il  y  en  a  deux  parmi  elles  dont  les  pôles  sont  à 
l'infini,  ce  sont  celles  qui  sont  parallèles  à  l'axe  et  leurs  pôles  sont  situés  sur  les  directions  conjuguées  corres- 
pondanles;  par  conséquent  la  polaire  réciproque  du  cercle  est  une  hyperbole.  Nous  aurons  les  asymptotes  de 
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cette  hyperbole  en  prenant  les  polaires  par  rapport  à  la  parabole  des  points  de  contact  avec  le  cercle  des  deux 
tangentes  parallèles  à  l'axe,  c'est-à-dire  les  polaires  des  deux  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  l'axe  ;  leur 
point  de  rencontre  est  donc  le  pôle  du  diamètre  indiqué,  par  suite  le  centre  de  l'hyperbole  est  le  symétrique  du 
centre  du  cercle  par  rapport  au  sommet  de  la  parabole;  il  n'y  a  rien  à  ajouter  sur  cette  question. 

Quant  au  rayon,  il  est  facile  de  le  déterminer  à  l'aide  des  coordonnées  du  centre  par  les  considérations 
suivantes  :  les  directions  asymptoliques  sont  les  tangentes  à  la  parabole  aux  points  où  les  deux  tangentes  au 
cercle  parallèles  à  l'axe  rencontrent  cette  ligne;  pour  qu'elles  soient  rectangulaires,  il  faut  qu'elles  se  coupent 
sur  la  directrice;  par  conséquent  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  la  parabole  situés  sur  les  tangentes  au 
cercle  parallèles  à  l'axe  doit  passer  au  foyer;  donc  le  diamètre  du  cercle  est  la  projection  sur  une  perpendicu- 
laire a  l'axe  de  la  parabole  d'une  corde  focale. 

J.  HAAti,  lycée  de  Nancy. 

Bonnes  solutions  :  MM.  H.  Ja.nois,  à  Chàlons-sur-Marne  ;  E.-N.  Harisien  ,  Y.  Collin,  à  Laval. 
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1076.  —  On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de  l'iniersectwn  d'un  cylindre  oblique  avec  un 
cylindre  de  révolution,  les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suivante  : 

1»  Le  cylindre  oblique  a  pour  base  une  circonférence  C  du  plan  horizontal  [centre  0,  rayon  R  :=  40™™)  ;  les 
génératrices  inclinées  à  4^°  sur  le  plan  horizontal  sont  parallèles  au  plan  vertical  donné  \C,  ;  le  cylindre  est  limité 
par  un  plan  horizontal  supérieur  de  cote     li  :=  IO0'""\ 

2°  Le  cylindre  de  révolution  est  tangent  au  plan  horizontal  de  projection.  Son  rayon  est  de  40'nni  et  son  axe 
est  projeté  horizontalement  en  usu,.  Cette  droite  passe  par  le  point  s  défitii  sur  la  figure  et  eUe  est  perpendiculaire 
à  la  direction  VG.  Ce  cylindre  est  limité  à  deux  sections  droites  N  et  N,  de  positions  données. 

Cette  première  partie  de  Vépure  s'exécutera  complètement  à  l'encre.  On  admetira  que  les  deux  surfaces  cylin- 
driques sont  opaques  et  qu'elles  forment  un  seul  solide.  Les  lignes  cachées  se  représenteront  par  des  traits  pointil- 
lés. Cela  fait,  on  supposera  les  solides  éclairés  pnr  un  point  lumineux  S  donné  par  sa  projection  horizontale  et  sa 
cote  II'  =^  1 50™'"  et  on  déterminera  en  projection  horizontale  les  courbes  d'ombres  propres  et  celles  d'ombres  por- 
tées soit  par  les  surfaces  entre  elles  soit  par  les  surfaces  sur  le  plan  horizontal. 

Ces  courbes  se  traceront  au  crayon  d'un  trait  noir  continu  pour  les  parties  vues  et  d'un  trait  noir  j  ointillé 
pour  les  parties  cachées. 

Données  numériques  :     01  —  HOmm  ;     QD  =  esmn' ;     013  =:  Us  =  40mm  ;     ^u  —  sai  =  /Omm. 

{Ecole  centrale,  2°  session,  1901.) 

Intersection  des  deux  cylindres.  —  Prenons  pour  plan  vertical  de  projection  le  plan  vertical  Vi;,  en  sorte  que 
VG  sera  ligne  de  terre.  Pour  avoir  l'intersection  des  deux  surfaces  nous  emploierons  des  plans  de  bout  inclinés 
à  4.'>''  sur  le  plan  horizontal.  Le  plan  limite  oo'i/'  donne  d  en  projection  horizontale;  la  tangente  en  d  est  do. 
Le  plan  auxiliaire  contenant  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  oblique  donne  e  et  f. 
Au  point  e  il  y  a  rebroussemenl,  car  c'est  un  point  d'intersection  des  contours  apparents  des  deux  surfaces;  la 
tangente  en  e  est  es  donnée  par  les  sections  circulaires  en  E,  car  es  est  perpendiculaire  à  B/"  qui  joint  les 
centres  de  ces  sections. 

La  courbe,  en  projection  horizontale,  admet  OB  comme  axe  de  symétrie  ;  on  a  en  A  et  i  les  points  sur  cet 
axe  à  l'aide  du  plan  auxiliaire  Mk'l'  ;  elle  est  eclflfidiCi. 

Ombres  propres  des  deux  surfaces.  —  Le  point  lumineux  est  s,  s'.  Les  plans  tangents  menés  par  ce  point 
au  cylindre  oblique  ont  pour  génératrices  de  contact  C-y  et  Ciyi  qui  sont  les  séparatrices  d'ombre  et  de 
lumière  sur  cette  surface  ;  on  en  déduit  l'ombre  propre  sur  ce  cylindre. 

Pour  le  cylindre  de  révolution  les  génératrices  de  contactdes  plans  tangents  sont  projetées  en  hh,  et  n,,  d'où 
l'ombre  propre  sur  cette  surface. 

Ombres  portées  sur  le  plan  horizontal.  —  L'ombre  portée  par  le  cylindre  oblique  est  la  partie  du  plan  hori- 
zontal comprise  entre  les  traces  horizontales  des  plans  tangents  issus  de  s,  s'  et  la  circonférence,  trace  horizon- 
tale du  cône  qui  a  pour  sommet  S  et  pour  directrice  la  base  circulaire  supérieure  de  ce  cylindre.  La  trace 
d'un  plan  tangent  est  Cj  ;  la  trace  du  cône  est  le  cercle  de  centre  u,  trace  horizontale  de  iOi,  i'O'i,  et  qui  passe 
par  G,  trace  horizontale  de  su,  s'u'.   L'ombre  portée  est  CJG  et  la  partie  symétrique  par  rapport  à  VG. 

L'ombre  portée  par  le  cylindre  de  révolution  est  limitée  par  les  traces  horizontales  des  plans  tangents  issus 
de  S;    l'un  de  ces  plans  est  s'v'v,  dont  v'v  est  la  trace  horizontale.  L'autre  est  symétrique  pai-  rapporta  soi. 
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Cette  ombre  est  limitée  d'autre  part  par  les  ellipses  traces  horizontales  des  cônes  qui  ont  pour  sommet  le  point 
lumineux  S  et  pour  directrices  les  bases  circulaires  de  ce  cylindre.  L'une  de  ces  ellipses  est  vpv,  de  ;,'rand  axe 
vsoi  et  de  demi-petit  axe  <jp;  les  sommets  s'obtiennent  en  prenant  les  traces  horizontales  des  j,'énératrices  du  cône 
aboutissant  l'une  an  point  h,  h'  qui  est  dans  le  plan  tangent  issu  de  S  et  l'autre  au  point  le  plus  haut  de  la  cir- 
conférence du  cylindre. 

La  limite  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  est  donc  le  contour  extérieur  formé   par  les  deux  ombres 
précédentes.  C'est  CurvjjM^is'vi^ciCi. 


Ombre  portée  par  te  cyliivlre  oblique  sur  le  cylindre  de  récolution.  —  L'ombre  portée  en  avant  du  plan  verti- 
cal VG  par  le  cylindre  oblique  est  limitée  par  la  portion  de  plan  SCJ  et  par  la  portion  de  cône  S/G  ;  l'ombre 
portée  par  le  cylindre  sur  le  cylindre  de  révolution  sera  donc  limitée  par  l'intersection  de  ce  cylindre  de  révo- 
lution avec  cette  portion  de  plan  et  cette  portion  de  cône.  Le  plan  SCJ  coupe  le  cylindre  suivant  l'arc  d'ellipse 
projetée  en  rdq.  Le  point  r  sur  hhi  est  donné  par  sw;  tn  d  cette  ellipse  est  tangente  à  l'arc  de  courbe  d'in- 
tersection des  deux  surfaces;  en  q  la  tangente  est  jX. 

L'intersection  du  cylindre  et  du  cône  S-cG  est  l'arc  qmn  tangent  en  y  à  gA,  c'est-à-dire  à  l'ellipse  précé- 
dente. Nous  avons  construit  un  point  quelconque  m  en  prenant  une  génératrice  «a,  s'u'  du  cône  et  déterminant 
son   intersection  m,  m'  avec  le  cylindre.  La  tangente  en  ce  point  est  mt,m't'. 

L'ombre  portée  est  alors  comprise  entre  les  génératrices  d'ombre,  l'arc  rdqmn,  la  droite  ni  et  le  contour 
edf^  du  cylindre  oblique. 

La  seconde  partie  de  cette  ombre  portée  c^t  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  VG. 

Nous  avons  représenté  par  des  hachures  les  ombres  portées  et  par  du  grisé  les  ombres  propres. 

N.  C. 
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CONCOURS  DE  1902 


CONCOURS  GÉNÉRAUX  DE  BELGIQUE  (athénées) 

Rhétorique  des  Humanités  :  anciennes  (Section  latine),  modernes  (Section  scientifique). 

Mathématiques  {Vendredi  25  juillet.) 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  que  représente  l'équation 

(3i/  +  4a;)(b)/+13a;)  +  2i/+8a;  — 8  =  0? 

Quelle  propriété  de  la  courbe  peut-on  déduire  de  cette  équation  ? 

Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  K,  K',  L  pour  que  l'équation  puisse  s'écrire 

(3i/-|-4a!+K)(5!/4-t3ic-t-K')  +  L  =  0? 

Que  sont  par  rapport  k  la  courbe  les  droites    Si/ -H  4a; -t-  K  =  0,     5j/ -H  1 2^; -f- K'  =  0? 

Quelles  sont  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe?  Déterminer  les  équations  des  axes  et  rapporter  la 
courbe  à  ses  axes. 

Deux  droites  qui  se  coupent  étant  données,  trouver  sur  une  droite  non  située  dans  leur  plan  et  qui  ne  les 
rencontre  pas  un  point  également  distant  de  ces  deux   Iroites. 

Démontrer  que  si  la  somme  des  angles  d'un  triangle  sphérique  ABC  est  égale  à  4  angles  droits, 

cos  C  =  —  cotg  —  a  cotg  —  b. 

Le  côté  AC  d'un  triangle  ABC  étant  divisé  au  point  M  en  moyenne  et  extrême  raison,  AM  étant  le  plus 
grand  segment,  si  on  joint  le  point  M  au  milieu  D  de  BC  par  une  droite  qui  rencontre  AB  en  N,  que  vaudra 
la  somme  des  triangles  CDM,  DBN  ? 

N.-B.  —  Les  élèves  ont  6  heures  pour  répondre  à  ces  questions 

Rhétorique  des  Humanités  anciennes  (section  grecque-latine). 
Mathématiques  (Vendredi  23  juillet.) 

Qu'appelle-t-on  logarithme  d'un  nombre  ;  base  d'un  système  de  logarithmes?  Faire  voir  que  le  rapport  des 
logarithmes  de  deux  nombres  est  constant,  quelle  que  soit  la  base  du  système  de  logarithmes;  est  encore 
constant  le  rapport  des  logarithmes  d'un  nombre  pris  dans  deux  systèmes  différents,  quel  que  soit  le  nombre. 

Démontrer  que  les  sections  parallèles  aux  bases  faites  à  la  même  distance  des  bases  dans  deux  pyramides 
de  même  hauteur  sont  entre  elles  comme  les  bases. 

Démontrer  que  si  on  coupe  une  sphère  0  par  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  AOB,  la  section  sera  un 
cercle  dont  les  pôles  sont  A  et  B.  —  Quel  sera:  1°  le  rayon  de  cette  section,  si  le  plan  passe  par  le  milieu  de 
OA  ;  2°  la  surface  de  chacune  des  deux  zones  ;  3°  le  volume  de  chacun  des  sédiments  qu'il  détermine? 

Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base  a,  la  hauteur  h,  et  l'angle  au  sommet  A.  Que  faut-il  pour  que 
le  triangle  existe  ? 

N.-B.  —  Les  élèves  ont  B  heures  pour  répondre  à  ces  questions. 


QUESTIONS  PHOPOSÉES 


1151. —  On  donne  un  triangle  A1A2A3  et  l'on  désigne  par  Hi,Il2,  H3  les  pieds  des  hauteurs  issues  des 
points  Al,  A2,  A3;  on  décrit  sur  Ai  Hi  comme  diamètre  un  cercle  (Ci)  et  on  considère  le  cercle  (fi) 
ayant  pour  centre  le  point  Ai  et  passant  aux  points  de  rencontre  du  cercle  (Ci)  avec  la  parallèle  au  côté  A2A3 
menée  par  l'orthocenlre  H  du  triangle;  on  considère  de  même  les  deux  cercles  analogues  (fa)  et  [Ï3)  relatifs 
aux  deux  autres  sommets  A»  et  A3.  Montrer  que  ces  cercles  sont  deux  J  deux  orthogonaux  et  se  coupent  deux 


à  deux  sur  les  hauteurs  du  triangle  A1A2A3. 


Vasnier. 


1152.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  normales  aux  deux  côtés  égaux  d'un  triangle  isocèle,  en  chacun 
des  sommets  adjacents  à  la  base  du  triangle,  est  un  cercle.  Le  lieu  des  sommets  est  une  parabole. 

E.-N.  Barisien. 


Le  lUdacteur-Géranl  :  H.  VUIBERT. 
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SUR  LA  MÉTHODE  DES  RACINES  ÉGALES 

piiiM.  A.  Tresse,  luofesscm- au  collège  Rollin . 


La  décomposition  d'un  polynôme  entier  en  x  parla  méthode  des  racines  égales  peut  s'établir  indé- 
pendamment du  théorème  de  d'Alenibert,  et,  par  suite,  de  la  décomposition  de  ce  polynôme  en  ses 
facteurs  premiers.  C'est  ce  qu'a  établi  .M.  Friedrich  Engel,  professeur  à  l'Université  de  Leipzig  (Aei^j:i</er 
Berichte,  6  Dec.  97).  En  voici  une  démonstration  qui  s'écarte  un  peu  de  la  sienne,  mais  qui  se  rapproche 
davantage  de  la  forme  sous  laquelle  nous  présentons,  en  France,  la  méthode  des  racines  égales. 

Nous  n'empruntons  donc  aux  lois  du  calcul  algébrique  que  la  théorie  du  p.  g.  c.  d.  et  celle  de  la 
dérivée  d'un  polynôme  entier. 

Soit  un  polynôme  entier  en  x  quelconque,  f'{x).  On  peut  toujours  calculer  la  suite  des  polynômes 

suivants  : 

fi{x),        p.  g.  c.  d  entre    f{x)       et  sa  dérivée, 

Mx)y  —  fii^)  — 


fp'x),  —  fi^iix)  — 

Ces  opérations  sont  nécessairement  limitées,  les  degrés  des  polynômes  allant  en  décroissant,  et  le 
dernier  polynôme  auquel  on  s'arrête,  soit  f],{x),  est  une  constante  que  l'on  sait  réduire  à  l'unité  ;  on 
peut  donc  poser 

f,{X)  =  1 . 

Dans  cette  suite,  chaque  polynôme  est  divisible  par  le  suivant,  conséquence  de  sa  délinilion  même. 
Donc  on  peut  calculer  une  nouvelle  suite  de  polynômes,  savoir  : 

<p,(a;),        quotient  do    /'        par    /',, 
°îfa.'),  —  A         —     fu 


tp;,_l(a-),  —  f,-2         —         fl^i, 

?H^)i  —  fi'-i     —     fp- 

Cela  posé,  je  dis  que  dans  cette  nouvelle  suite  chaque  polynôme  est  encore  divisible  par  le  suivant  : 
il  suffit  de  montrer,  par  exemple,  que  cpi  est  divisible  par  92. 
En  effet,  les  détinitions  précédentes  donnent 

où  gi  est  un  polynôme  ;  d'où  l'identilé 

„     .„  A?!  -+-  'i^fi  ^  A^i- 

Pareillement  on  a 

/'i  =  A?2,         A  =  fig2 
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où  02  est  un  polynôme  premier  avec  o,,  d'où  la  nouvelle  identité 

d'où  encore 

identité  qui  montre  que  tf2  divise  le  produit  cpi^/o,  et  par  suite  <&,,  puisqu'il  est  premier  avec  52 
Nous  pouvons  donc  former  une  troisième  suite  de  polynômes,  savoir  : 

6,,        quotient  de    oi        par    02, 

6,,  —  o,  —      93, 


a  laquelle  nous  ajoutons 

9;„       polynôme  identique  à      œ,,. 
Cela  posé,  on  peut  exprimer  tous  les  polynômes  formés  en  fonction  des  polynômes    0.    Pour  la 
seconde  suite,  on  trouve,  par  défloition  de  la  troisième, 

?P  =  '>!'■> 
0,,_2   —  Cp^i9^,_2  =  6;,9;,_l6;,_2, 


01  ^  ooOi  ^  9;,6^^i .  .  .  6261  ; 
puis,  pour  la  première  suite,  par  définition  de  la  seconde, 

f,  -  1. 
fi'-i  —  /Vçp  —  ?;-  —  ";■' 


/\^/;o2-e;-'6j;zî...9i82, 
/■s/\=>i^ei;e;ij...959io,. 

On  a  ainsi  une  décomposition  du  polynôme  f;   si  on  l'emploie  pour  calculer  f  on  trouve 

/•'  =  ej;-'9j,'-^  .  .0502[p9,:9^, .  .  .O2O,  +  (p  -  l)9A-i-  •  -f»^»!  4-  ...  -H  29/J^,_, .  .  .9;8i  +9^e^_,. .  .6291], 
de  sorte  que  les  quotients  premiers  entre  eux  de  f  et  f  par  leur  p.  g.  c.  d.  /"i  sont 

Oi==e,,9^,_,...929„ 
5,  =p9;Vi-  •  -O^O,  -+-  (p-  1)9  9;_i. .  .6591-)-  .  . .  -h2  9/J^^,. .  .9'0,  -i-9;,9,,_i. .  .9,9;. 

Il  en  résulte  : 

1°  que  les  polynômes  9  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  car  tout  diviseur  commun  à  deux  quel- 
conques d'entre  eux  serait  diviseur  commun  à  çi   et  gi  ; 

'2,°  que  chacun  des  poltjnornes  9  esl  premier  avec  sa  dérivée,  car  tout  diviseur  commun  à  9;  et  0], 
par  exemple,  serait  encore  diviseur  à   ©i   et  ^1.   Concluons: 

Théorème.  —  Tout  polynôme  entier  en  x  est  décomposable  en  uti  produit  de  puissances  à  exposants 
distincts  de  polynômes  premiers  entre  eux  deux  à  deux  et  tous  premiers  avec  leurs  dérivées. 

Inversement,  si  partant  d'une  décomposition  quelconque  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  calcule 
a  poi^enoj'jles  polynômes  f,  o  et  9,  on  retrouve  immédiatement  pour  ces  polynômes  les  expressions 
trouvées  a  priori  ;  chacun  de  ces  polynômes  étant  bien  déterminé  par  sa  délinition  même,  il  eu  résulte 
que  cette  décomposition  est  unique. 
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1091. 


Résoudre  le  système 


Xr  -H  Yi/  =  a,, 
Xx^-hYi/  =  a,, 
Xx'  -+-  \'<f  =  «3, 

où   X,  Y,  X,  y,  sont  les  inconnues.  Former  Viqualion  du.  second  degré  dont  x  et  y  sonl  i-acines. 
De  même,  résoudre  le  système 

X  -f-  Y  +  Z  =  «0, 

Xx-(-Y;/+Z3  =  a„ 
\x^-hYy-  -\-Zz''  =  (7o, 
Xx'-t-Yi/'  +  Zî»  =  a„ 
Xa;' -I- Y;y*  M- Zz'  =  a,. 
Xx''-^\y'  +  Z-J  ^a,. 

Former  l'équation  dont  x,y,z  sonl  les  co-racines.  Généralisation. 

Ai'PUCATiON.  —  Mettre  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  impair     2n  -i-  1     sous  la  forme  d'une  somme 
de    n  +  1     puissances     (2« -+- 1)""-"*    de  binômes  du  premier  degré. 

Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  système  et  éliminons  X  et  Y  successivement  entre  les  trois 
premières  équations,  puis  entre  les  trois  dernières  ;  nous  aurons  les  deux  équations  nouvelles 


1 

1 

«0 

X 

y 

a, 

X- 

y' 

a. 

=  0 


et 


1 

1 

«1 

.(• 

y 

«.• 

X- 

y' 

Oj 

xy  =  0. 


Dans  le  cas  général,  x  et  y  ne  sont  nuls  ni  l'un  ni  l'autre,  x  est  dilTérent  de  y,  et  ces  deux  équa- 
tions se  développent  de  la  même  manière  et  se  simplifient  également  par  suppression  du  facteur   x  —  y; 

elles  deviennent  ainsi 

a^xy  —  a  [x  +  y)  -{-  tti  =  0, 

Uixy  —  a^{x  -+-  y)  +  ^h  =  0  ; 

elles  donnent  la  somme  et  le  produit  des  deux  nombres  x  et  y,  et  ceux-ci  sont  dès  lors  les  racines  de 

l'équation  du  second  degré 

(aj  —  «i)an)x^  -H  (a|,«:i  —  «ia2)x  -+-  a-,  —  0,0^  =  0. 

Lorsqu'on  a  x  et  y,  les  deux  premières  équations  du  système  proposé  donnent  X  et  Y, 

a,  —  a„r/ 


X  = 


Y  = 


x—y  x—y 

Nous  pouvons  prendre  pour  x  n'importe  laquelle  des  racines  de  l'équation  du  second  degré,  car  si 
nous  échangeons  a;  et  y,  X  et  Y  s'échangent  aussi  l'un  dans  l'autre  et  nous  retrouvons  au  fond  la 
même  solution. 

Voyons  ce  qui  arrive  dans  les  cas  particuliers  que  nous  avons  écartés. 

Si  a;  est  nul,  les  trois  dernières  équations  du  système  se  réduisent  à    Yy  —  ai,    Yy^  =  aj,    Yy' =  «3; 

elles  entraînent  la  condition    02  —  0103  =  0,    puis  elles  donnent    y  =  -^    et    Y  =  —  ;    la  première 

Ol  Oj 
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donne  ensuite    X  =  flo  —  Y.     Mais  cû  cas,  que  nous  venons  de  traiter,  rentre  dans  le  cas  général,  car 
lorsque     ri;  -0,(7^  =  0,     l'équation  du  second  degré  qui  donne  a;  et  ?/  a  une  racine  nulle  et  l'autre, 

comme  il  est  facile  de  le  voir,  a  pour  valeur  — ^  ;   nous  retrouvons  donc  ainsi  la  solution  donnée  plus 

haut  et  directement. 

Si  a;  =  ;/,  le  système  proposé  se  réduit  à  Z  =  (lo,  Zx  =::  a,,  Z.r^  =  «,,  Zx'  =  a^,  Z  dési- 
gnant la  somme    X  -\-  Y,     et  les  constantes  a„,  a,,  a^,  a^  sont  reliées  par  les  relations 

a\  —  Uatti  =  0,  aocii  —  a,(72  =  0,  a|  —  0,03  =  0  ; 

l'équation  qui  fournit  a;  et  ?/  devient  identiquement  nulle  et  le  calcul  général  n'est  plus  applicable.  La 

solution estd'ailleurs  immédiate:  c'est    a;  =  —     et    Z  =  Aj. 

Passons  maintenant  au  second  système  et  plaçons-nous,  pour  le  résoudre,  dans  le  cas  le  plus  général 
où  les  nombres  .r,  y,  z  sont  différents  et  où  aucun  d'eux  n'est  nul.  Nous  éliminerons  encore  X,  Y,  Z  entre 
quatre  équations  consécutives  et  nous  aurons  ainsi  les  trois  nouvelles  équations 


J 

1 

i 

«0 

1 

1 

X 

y 

- 

('1 

=  0. 

X 

y 

x' 

y- 

.»- 

02 

X- 

y 

.r' 

'/ 

-3 

"3 

x'^ 

y 

=  0, 


1 

1 

1 

fl! 

X 

y 

'- 

a-i 

X- 

y' 

,2 

eu 

x' 

v' 

,3 

a. 

=  0, 


1  a, 

:  (Il 

z-  «3 

»  «4 

qui  se  développent  dj  la  même  façon  et  qui  vont  nous  donner   x,  y,  z.   Pour  développer  la  première, 
nous  posons  symboliquement    a<,  =  t",     a^  =  /',     a,  =  <^     a,  =  /^     et  nous  aurons 

l         i  \  t" 

X  y  z  t' 

X-         y-         z-  l- 

3,3  ,^3  j3  ^3 

Cette  équation,  entière  et  du  troisième  degré  en  /,  a  pour  racines  x,  y,  :  ;  donc  elle  se  met  sous  la 
forme 

^[l-x){t-y){t-z)^^), 
A  étant  le  déterminant  de  Vandermonde 

1         1         1 


=  0; 


X 

x- 


y 
y' 


En  supprimant  ce  facteur  qui  n'est  pas  nul,  puisque  nous  supposons    a;,  y,:    différents,    il  reste 

l'équation 

{t-x){l-y){t-z)^0, 
qui  s'écrit 

t3  —  pr--i-qti-  ri"  =  0, 
p,  q,r  désignant  les  fonctions  symétriques  fondamentales  de  x,y,z  : 

p  =  x -H  y -4- I,  q  ^  yz  +  zx-{-xy,  r  =  xyz. 

Remplaçons  maintenant  t^  par  03,  l^  par  02,  0  par  a,  et  t"  par  a»;  nous  aurons  la  première  équation 
entre  x,y,z  : 

('z  —  pth  +  qcii  —  ra^  =  0; 
nous  obtenons  de  même 

"4  —  pci  -+-  qoi  —  »'(7,  =  0, 
«i  —  pOi  +  qa,  —  ra.  =  0. 


ALGEBRK  37 


11  nous  suffît  de  joindre  à  ces  équations  l'équalion 

x"  —  p.i'^  -i-  qx  —  )•  =  0 

et  d'éliminer   p,  q,  r   entre  ellrs  pour  avoir  l'équation  du  Iroisième  degré  qui  donne  les  vakurs  de 
X,  y,  z. 


x' 

x= 

X 

1 

«3 

n. 

"l 

"o 

a* 

«8 

f'i 

"l 

«5 

Oi 

flj 

a. 

Ayant  calculé  ainsi  x,  y,  z,  nous  porterons  leurs  valeurs  dans  les  trois  premières  éciualions  du  sys- 
tème et  nous  en  déduirons  X,  Y,  Z,  à  condition  toutefois  de  supposer  que  x,  y,  :s  oient  distincts,  c'est- 
à-dire  de  se  placer  dans  le  cas  général. 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  généraliser  le  problème  proposé  et  de  l'étendre  au  cas  de  n  inconnues 
pour  chacune  des  deux  espèces. 

Considérons  alors  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  2)i -+- 1  ou  entier  et  homogène  en  u  et  u  de 
degré  2n  -t- 1  et  proposons-nous  de  le  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de  n  -t-  1  puissances 
{2n  -f-  l)«s    de  binômes  linéaires  et  homogènes  en  u  et  v,  c'est-à-dire  de  l'écrire  sous  la  forme 

X(m  -t-  w)-"'  -+-  Y(u  -h  vy)-"*'  -1-  . . .  -f-  T(u  -^-  vif*'. 

Si  nous  supposons  que  ce  polynôme  est  donné  sous  la  forme 

-  (  '  I  (/  ~   V  • 


1         '  '  ,  2        "^"       -     •    ■•■' 

il  suffira  d'identifier  les  deux  formes  pour  obtenir  le  système  général  que  nous  avons  indiqué.  Par  con- 
séquent le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  n'est  au  fond  que  la  traduction  finale  de  celui-ci; 
le  premier  système  est  relatif  à  la  décomposition  d'un  polynôme  du  troisième  degré  en  une  somme  de 
deux  cubes,  le  second,  à  la  décomposition  d'un  polynôme  du  cinquième  degré  en  une  somme  de  trois 
puissances  cinquièmes. 

Le  premier  problème  renferme  la  résolution  d'une  équation  générale  du  troisième  degrt^  ;  car,  lors- 
qu'on a  rais  le  polynôme 

f{u,  v]  ^  floM^  -H  3aiU-i;+  Sa^uv'  -t-UjU^ 
sous  la  forme 

X(m  -t-  vx)^  -+-  Y{u+vi/y, 

u 

il  suffit  d'égaler  ce  dernier  à  0  pour  avoir  les  valeurs  du  rapport  —  qui  vérifient  l'équation    f{u,  v)  —  0. 

V 

On  trouve  ainsi  

u-hvx         '/  —  Y 


-</^ 


u-hvy         V      X 
En  appelant  a  l'une  des  valeurs  du  second  membre  et  j,j-  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité, 

tl  V 

les  trois  valeurs  de  —  ou  de  —  sont  fournies  par  les  équations  du  premier  degré 

u-\-vx  u  +  vx  n-h  vx     . 

it  -t-  ui/  u-^vy  u  -+-  vij 

Pour  une  étude  plus  ample  nous  renverrons  le  lecteur  à  un  article  paru  dans  le  n°  d'avril  1896  de 
\^  Revue.  G.  DULIMBERT. 

Autre  solution.  —  M.  Thonet  étant  parvenu  dans  le  second  cas,  comme  cela  a  été  fait  antérieure- 
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ment,  aux  trois  équations 

1          1          1          «„ 

1          1           1          rt. 

1 

1 

1 

«2 

X          y          z          ai 
x^        j/2         -j         a. 

=  0. 

X          y          z          a, 

x"-         t/2         z'         a. 

=  0, 

a-2 

2/^ 

*• 

a-j 

=  0, 

x^        y'        :'        ", 

x'         y'         :■'         n. 

x^ 

'/ 

j3 

(7- 

poursuit  de  la  manière  suivante  :  il  établit  entre  les  éléments  des  colonnes  de  chaque  déterminant  une 
même  relation  linéaire  qui  lui  fournit  dans  chaque  déterminant  les  trois  équations 

y^x'  -+-  [JLX^  -+■  'IX  -t-  ?  =  0, 

pour  calculer  des  quantités  proportionnelles  à  )>,  ;ji,  v,  p,  coeflicients  de  cette  relation.  Il  en  conclut  que 
pour  ces  valeurs  de  l,  ii,  v,  p   on  a  aussi,  entre  les  éléments  des  dernières  colonnes, 

la^  -h  [MU  +  vai  -t-  pa„  =  0, 

lai  -+-  (J^Oa  -t-vfla  -H  p«i  —  0, 

et  comme  d'autre  part  x,  y,  z  sont  d'après  les  trois  premières  relations  les  racines  de  l'équation 

X/3-H|jl<-  +  v;H-p  =;  0, 

il  obtient  immédiatement  l'équation  qui  donne  x,  y,  z,  en  éliminant  l,  ^i,  /,  p  entre  les  quatre  dernières 
équations  qui  les  contiennent  : 


t^ 

f- 

t 

1 

fl:l 

0-2 

Oi 

"o 

Cl 

«3 

Oi 

Oi 

a 

a,. 

«3 

a. 

P.  THONET. 


Très  bonnes  solutions  :  MM.  M.   Rebeix;J.  Matichal. 
Bonne  solution  :  M.  J.  H(AG,  a  Nancv. 
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1104.  —  On  considère  une  parabole  et  un  cercle  variable  passant  par  le  foyer  de  cette  parabole  et 
tangent  à  la  courbe. 

i°  Trouver  le  lien  du  centre  de  ce  cercle  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  commune  au 
point  où  les  deux  lignes  se  touchent  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points  de  rencontre. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  tangente  commune  avec  la  tangente  au  cercle  menée 
par  le  foyer. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  autres  tangentes  communes  au  cercle  et  à  la  parabole. 

1.  Rapportons  la  parabole  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet  et  désignons  par  y-  —  2px  —  0 
son  équation  ainsi  réduite.  La  tangente  en  un  de  ses  points,  (ï,  |îj,  a  pour  équation 

—  px  -+-  ^y  —  poi  =  0 
avec  la  relation     f  —  2/«  =  0  ;     la  seconde  sécante  commune  à  la  parabole  et  au  cercle,  associée  avec 
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celle-ci,  fait  avec  l'axe  le  même  angle  que  la  précédente  et  en  sens  contraire  ;  elle  a  donc  pour  équation 

px  -+-  p!/  +  X  —  0, 
et  le  cercle  indiqué  est  représenté  par  réqualion 

(i(.ï/^  —  2px)  H-  {px  -h  Py  -+-  X)(-  pi  -+-  Pj/  —  pi)  —  0, 
pour  certaines  valeurs  de  \x.  et  de  X. 

Exprimons  que  les  coefficients  de  a-  et  de  j/'  sont  égaux,  nous  avons 


puis,  que  le  cercle  passe  au  foyer,  nous  avons  alors    ). 


3p2 


L'équation  du  cercle  est  donc  connue  complètement  en  fonction  de  «  et  de  ?,  ou  de  ?  seulement, 

puisque     a  =  — — ,     et  nous  connaissons  aussi  celles  de  la  tangente  commune  et  de  la  droite  qui  joint 
Ip 

les  deux  autres  points  de  rencontre  ;  ces  trois  équations  sont,  dans  l'ordre  où  nous  les  avons  signalées, 

p- 


X-  +  y-  - 


2p 


32^_^_    K3p— p=) 


2p2 


px  - 


px  +  '^Xf 


3p^ 


=  0. 


Par  conséquent  le  lieu  du  centre  du  cercle  a  pour 
équations  paramétriques 

l'élimination  de   ?    entre   elles   est  immédiate,    car 
la  première  donne    ^-  =         .^        >    puis  la  seconde 


Fig.  i. 


donne    p  = 


6/Jy 


3 


et  il  suffit  d'égaler  son  carré 


5p  -2a; 

à  la  valeur  de  p'^  pour  avoir  l'équation  cartésienne  du  lieu;  nous  trouvons  ainsi 
(2)  i  08/)i/-^  =  {ix  —  p)  {op  —  2x)-. 

Cette  courbe  se  construit  à  vue  :  elle  admet  Ox  pour  axe  de  symétrie,  le  point  de  cet  axe  d'abscisse 

—    pour  sommet,  celui  d'abscisse    -^    pour  point  double,  et  deux  branches  paraboliques  dans  la 

1         —1 

direction  Oy  ;  les  tangentes  au  point  double  ont  pour  coeflicients  angulaires -^  et  —t^"'    c'est-à-dire 

sont  inclinées  à  30°  sur  Ox  [fig.  1). 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  commune  avec  la  sécante  qui  passe  aux  deux 
autres  points  de  rencontre,  il  suffit  d'ajouter  et  de  retrancher  les  équations  de  ces  deux  droites,  ce  qui 
donne  immédiatement  les  deux  équations  paramétriques  du  lieu  : 

p-  H-  3p^  _   p-  —  3p- 


(3) 


y 


Âp       '  -'  4? 

L'élimination  de  jî  entre  ces  deux  équations  se  fait  par  une  méthode  semblable  à  celle  qui  vient 
d'être  employée  et  donne 
(4)  iy'-{ix  -h  3p)  -+-  pC^x  -h  Spy  =  0. 

Cette  courbe  aussi  se  construit  à  vue  :  elle  admet  pour  axe  de  symétrie  l'axe  des  x,  pour  asymptote 

3»  —'^P, 

parallèle  à    Oy    la  droite     x  = -i-,    pourpoint  double  le  point  de  Oa;  d'abscisse     — ^ — »    et 
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coefficients  angulaires 


(A;/-  2) 


deux  branches  infinies  paraboliques  dans  la  direction 
O.T  :  les  tangentes  au  point  double  ont  aussi  pour 
1  —1 

2.  La  tangente  au  cercle  au  foyer  s'obtient  facile- 
ment en  formant  les  trois  dérivées  partielles  du  premier 
membre  de  l'équation  du  cercle  et  en  y  remplaçant  x 

P 


par 


y  par  0  ;  elle  a  pour  équation 


Fig.  2. 

elle  donne     2^y  =  2px  +  <^- 

suppression  du  l'acteur    f>-  +  p-,     a;  = — 
paramétriques  du  lieu  demandé  sont 

(S)  X  — 


2px(3fl=  —  f)  +  2py(3;3^  —  ?')  H-  pHp'  —  3|32)  =  0  ; 
d'autre  pari,  la  tangente  au  point  (a,  p)  a  pour  équation 

2/7.r  —  2j3î/  -4-  p2  —  0, 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  nous  avons,  après 


ip 


y  se  calcule  alors  immédiatement  et  les  deux  équations 

3?^-p^ 


4p 


-V^ 


dès  lors  |î  s'élimine  aisément  par  le  procédé  que  nous  avons  déjà  indiqué,  et  nous  obtenons  de  suite 
l'équation  cartésienne  du  lieu  : 

(6)  iy%ix  -1-  p)  -  p{6x  -\-pf  =  0. 

Cette  courbe,  comme  les  deux  précédentes,  se  construit  à  vue  :  elle  admet  pour  axe  de  symétrie 

l'axe  des  x,  pour  asymptote  parallèle  à  O.r  la  droite     .r  =  —  j-,    pour  point  double  le  point  de  Ox 

—  p  ^ 

dont  l'abscisse  est  — —  et  deux  branches  infinies  paraboliques  dans  la  direction  de  Ox  (fig.  3). 

Il  nous  reste  à  expliquer  pourquoi  x  devient  indéterminé  pour 
P-^-p-  =  0,  c'est-à-dire  pour  p  =  ±pi.  Le  point  («,  p)  est  alors  l'un 
des  deux  points  de  rencontre  de  la  parabole  avec  la  directrice  ;  en  ce  point 
la  tangente  est  isotrope  et  passe  au  foyer  ;  le  cercle  de  l'énoncé  se  décom- 
pose alors  en  cette  droite  et  une  droite  isotrope  de  l'autre  série  qui  ren- 
contre la  première  sur  la  directrice.  Tout  ceci  se  vérifie  immédiatement  en 
remplaçant  ^  par  pi  dans  l'équation  trouvée  pour  le  cercle. 

3.  Pour  traiter  la  dernière  partie,  il  y  a  diverses  méthodes  que  nous 
allons  indiquer. 

On  peut  d'abord  exprimer  qu'une  tangente  au  cercle  en  un  point  {x,y) 
est  tangente  à  la  parabole  ;  on  obtient  ainsi  une  relation  du  second  degré 
en  a:  et  y  qui  représente  une  conique  passant  aux  points  de  contact  du 
cercle  avec  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  la  parabole;  cette 
conique  est  d'ailleurs,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  la  polaire  réci- 
proque du  cercle  par  rapport  à  la  parabole  ;  elle  coupe  le  cercle  en  quatre 
points  dont  deux  sont  confondus  avec  le  point  (a,  p),  par  conséquent,  il  y 
a  un  système  de  sécantes  communes  au  cercle  et  à  cette  conique  qui  se 
compose  de  la  tangente  en  ce  point  (a,  §)  et  de  la  polaire  du  point  de  con- 
cours des  deux  autres  tangentes  communes  par  rapport  au  cercle;  cette  droite  étant  trouvée,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  chercher  le  lieu  de  son  pi'de  par  rapport  au  cercle.  Les  calculs  se  font  aisément  en  gar- 
dant toujours  le  paramètre  p  et  en  cherchant  les  coordonnées  du  pôle  en  fonction  de  p. 

On  peut  aussi  former  l'équalion  tangenlielle  du  cercle  et  colle  de  la  parabole  et  éliminer    ^l>    entre 
elles  afin  d'avoir  l'équati  on  aux   coetlitienls  angulaires  des  tangentes  communes  au  cercle   et  à  la 


fig.  3. 
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parabole  ;  cette  équation  admet  deux  fois  la  racine  -^i    qui  est  le  coeificient  angulaire  de  la  tangente 

au  point  (a,  p),  et,  en  supprimant  deux  fois  le  facteur  primaire  m  —  -—   qui  lui  correspond   on  a  une 

équation  du  second  degré  en    m   qui  donne  les  deux  autres  coelficients  angulaires  ;  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  autres  tangentes  communes  s'en  déduit  aisément. 

I<;niin  une  troisième  méthode  consiste  ;i  former  les  deux  équations  tangentielles  du  cercle  et  de  la 
parabole  et  à  exprimer  qu'une  combinaison  linéaire  de  ces  deux  équations  se  décompose  en  un  produit 
de  deux  facteurs  du  premier  degré  représentant  :  l'un,  le  point  (a,  pj,  l'autre  le  point  de  rencontre  (x,  y\ 
des  deux  autres  tangentes  communes.  C'est  cette  méthode  que  nous  allons  suivre. 

L'équation  tangentielle  du  cercle  est 

(a^  -+-  b-  —  c){u-  +  v')  —  [au  -H  éy  H-  «•)-  =  0, 
avec  les  notations  habituelles;  ici 

n    — h    ^^    ,  C    =    —    ! 

4 


cette  équation  est 


("21  '"■'4 


ip 


■3f|2)V- 


Ap^ 


_8p'(p2  +  3?')'»/'  -  Sp-^C^p-  -  p2)y„'-  IGphr-  =  0. 

Celle  de  la  parabole  est  pv-  — 2uw  =  0. 

Il  suffit  alors  de  multiplier  la  seconde  par  p, 
de  l'ajouter  à  la  première  et  d'identifier  le  premier 
membre  avec  le  produit  lc(^-u-i-2p^v-i-'ipiv){ux-\-vy+iv) 
pour  obtenir  les  coordonnées  x  el  y  da  point  de  con- 
cours des  deux  autres  tangentes  communes.  On  a  de 
suite,  />■  =  — 8p3,  puis  la  valeur  de  x, 
_  P'  —  G/i^fi^  -  3p*  . 
■^  ""  ^'  ' 

celle  de  y  s'obtient  ensuite  en  égalant  les  termes  en  uv: 

p-i/  +  2p?aj  = —, , 

et  remplaçant  x-  par  sa  valeur.  On  trouve  ainsi 

m-  -  p') 

•'  2/)^ 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  symétrique  par  rapport  à  Ox  et  qui  se 
construit  aisément  en  faisant  varier  p  de  0  à-i-co 
dans  les  deux  formules  que  nous  venons  d'obtenir. 


Pour 


3» 
:0,  .(  =  -3--'    )/ =  0;  àpartirdecemoment 

o 


p 


y  est  positif  et  augmente  jusqu'à  la  valeur       |ii 

puis  il  diminue,  devient  nul  pour  ?  =  p  et  décroit 
ensuite  indéfiniment  en  restant  négatif;  de  0  à  ps/3, 
a-  augmente,  puis  il  diminue,   reprend  la  valeur  initiale 


3p 
ï  =  -^    pour 


^  =  p^Ja,    devient  nul  pour 


Fig.  4. 


p  =  pv/3-Hv/i^, 
et  diminue    ensuite    indéfiniment    en    restant    néga- 
tif.  Pour   ?  infini,  .r  et  y  sont   infinis,  mais  le   rapport 
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-^    tend  vers  0  ;  donc  la  courbe  présente  une  branche  infinie  parabolique  dans  la  direction  Ox.  La 

X 

branche  ainsi  décrite  se  trace  sans  difiiculté  et  il  n'y  a  plus  qu'à  achever  la  courbe  par  symétrie  {fig.  4). 

C.  SAUVAGEON,  élève  au  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Étienne. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.  IIaag,  lycée  de  Nancy  ;  E.-N.  Uaiusien. 
Assez  bonne  solution  :  M.  0.  Dulimbert. 


PHYSIQUE 


1.413. Un  kilogramme  d'eau  à  100°  est  placé  dans  un  vase  dont  on  supposera  les  parois  absolument 

imperméables  à  la  chaleur  ;  il  s'y  vaporise  très  lentement  et  la  vapeur  d'eau  formée  est  enlevée,  par  un  moyen 
quelconque,  au  fur  et  à  mesurede  sa  production.  Quand  l'eau  qui  restedans  le  vase  sera  entièrement  congelée, 
quel  sera  son  poids  ? 

On  supposera  la  chaleur  latente  de  fusion  égale  à  80  et  la  chaleur  latente  de  vaporisation  de  l'eau  repré- 
sentée, en  fonction  de  la  température,  par  la  formule 

>-> 
l  =  606,5  —  -^'- 

Calculons  d'abord  le  poids  d'eau  qui  restera  à  0°  à  l'état  liquide. 

Soit  m  le  poids  d'eau  existant  dans  le  vase  à  un  moment  donné  et  supposons  négligeable  le  poids  de 
la  vapeur  vis-à-vis  du  poids  du  liquide.  L'absorption  de  chaleur  produite  par  la  vaporisation  d'un  poids 
d'eau  infiniment  petit  —  dm  abaisse  la  température  de  —dt;  on  peut  donc  écrire 

Idm  =  mdt, 
ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  et  séparant  les  variables, 

1   dm i 

^^^     606,5-4'. 

Remontons  aux  fonctions  primitives 

log.  m  =  -  -|  log.  [606,5  -  j'  )  +  C". 

Dans  les  conditions  initiales,     wi  =1000    et    /  =  100,     donc 

log.  1 OOO  =  — -|  log.  539,8 -H  G'». 

Retranchons  membre  à  membre  : 

606,5 --|' 
,  m      _        3  S__ 

^^'  1000  "        2      °"        539,8 
d'où 


=  1000  / 


539,8 


606,5 / 


Si  on  fait  en  particulier    /  =  0,     on  trouve 


1000(-?S4^  "   =839«",6. 


/  539,8  \-  ^ 
\  606,5  / 

Désignons  maintenant  par   a-  le  poids  d'eau  qui  restera  congelé  dans  le  vase  à  0";  sa  congélation 
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a  dégagé  une  quantité  de  chaleur  qui  a  servi  à  vaporiser  à  0°  un  poids  d'eau    wjo  — x.     Donc 

606,5(m„-x)  ==  80a-, 

d'où  l'on  lire,  en  remplaçant  nio  par  sa  valeur, 

,r  =  7il«'",7. 

Bonoes  solutions  :  MM-  J-  Fbanckschim,  lycée  de  Marseille,  J.  Haag,  Ijréo  «Io  Nancy,  M.  LAUBE^CE,  lycée  de  lîonlcnux. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  [siiUe]. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1902  suite  cl  fi»). 

Y.  —  Géométrie  descriptive. 

3U3.  -  On  donne  un  segment  de  droite  par  ses  deux  projections.  Construire  un  tétraèdre  régulier  ayant  ce  segment 
[iciur  cùti'. 

3114.  —  On  donne  un  segment  de  droite  par  ses  deux  projections,  construire  un  cube  ayant  ce  segment  pour  aretc  ou 

pour  diagonale. 

3115.  —  Connaissant  les  longueurs  des  arOtes  dun  tétraèdre,  construire  la  plus  courte  distance  de  deux  arêtes 
opposées. 

3116.  —  Angle  d'une  horizontale  et  d'une  ligne  de  front. 

3117.  _  On  donne  un  axe  vertical,  un  plan  par  ses  traces  et  une  droite  quelconque.  Peut-on  faire  tourner  le  plan 
autoiu-  de  l'axe  pour  Tainener  iiétre  parallèle  à  la  droite? 

3118.  —  lirojection  d'un  tétraèdre  régulier  dont  une  arête  est  Terticale. 

311î(.  —  Construire  un  trièdretrirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points  donnés.  Discussion. 

3120.  —  Projection  d'iui  octaèdre  régulier  dont  une  face  est  dans  le  plan  horizontal. 

3121.  —  On  donne  un  triangle  et  un  point  par  leurs  projections;  voir  si  le  point  est  vu  ou  caché  par  le  triangle 
supposé  opaque. 

3122.  —  On  donne  les  projections  de  trois  points  F,  F',  M.  Déterminer  un  point  de  l'ellipse  qui  a  pour  foyers  F  et  F'  et 
qui  passe  par  M. 

3123.  —  On  donne  les  projections  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse.  Construire  les  projections  du  cercle  de 
Monge. 

3124.  —  On  donne  les  projections  d'une  droite  D  et  celles  d'un  point  F.  Déterminer  un  point  de  la  parabole  ayant  le 
point  F  pour  foyer  et  la  droite  D  pour  directrice.  Tangente  en  ce  point. 

3125.  —  Projection  verticale  d'une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical. 

3120.  —  On  donne  les  projections  de  quatre  points  A,  lî,  C,  D.  Heprésenter  l'un  des  cônes  passant  par  les  deux  cercles 
ABC  et  ABIt. 

3127.  —  Mener  à  un  cône  défini  par  son  sommet  et  un  cercle  donné  par  trois  points  un  plan  tangent  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  de  base. 

3128.  —  Mener  par  un  point  donné  une  tangente  commune  à  deux  cônes  définis  par  leurs  sommets  et  leurs  bases  qui 
sont  des  cercles  dans  le  plan  horizontal. 

3129.  —  Trouver  le  contour  apparent  vertical  d'un  cône  déDni  par  son  sommet  et  dont  la  directrice  située  dans  un 
plan  donné  par  deux  droites  est  délinie  par  sa  projection  horizontale.  Ponctuation  des  projections  horizontales  des  généra- 
trices de  contour  apparent  vertical. 

3130.  —  On  donne  la  base  d'un  cylindre  quelconque,  algébrique  ou  non,  combien  faut-il  de  points  pour  achever  de  le 
déterminer?  Construire  le  cylindre  dans  le  cas  où  la  base  est  une  ellipse  en  se  donnant  deux  points.  Nombre  de  solutions. 

3131.  —  On  donne  la  base  d'un  cône  quelconque,  combien  faul-il  de  points  pour  achever  de  le  déterminer  ?  On  donne 
dans  le  plan  horizontal  un  cercle  et  trois  points  quelcon([ues.  Construire  un  cône  passant  par  le  cercle  et  les  trois  poinis. 

3132.  —  On  donne  un  plan  par  deux  droites  qui  se  coupent;  une  conique  située  dans  ce  plan  est  définie  par  sa  pro- 
jection verticale;  c'est  la  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  On  donne  la  projection  horizontale 
d'un  point  du  cylindre;  trouver  sa  projection  verticale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

3133-  —  On  donne  un  cône  détini  par  son  sommet  et  sa  directrice  qui  est  une  conique  dans  le  plan  horizontal,  et  on 
considère  le  cône  supplémentaire  C.  Construire  les  contours  apparents  de  ce  cône-  Intersection  du  cône  C  et  d'une  droite. 
Construire  les  projections  d'un  point  du  même  cône,  connaissant  l'une  d'elles  ;  plan  tangent  en  ce  point. 

3134.  —  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout.  Développer  la  section  sur  le  plan 
tangent  le  long  d'une  génératrice  de  contour  apparent  vertical.  Trouver  l'équation  de  la  courbe  développée. 

3135.  —  Intersection  d'un  cône  détini  par  son  sommet  et  une  base  circulaire  horizontale  avec  un  plan  passant  par  la 
ligne  de  terre  et  un  point. 

3136.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  directrice  est  une  parabole  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  ce  cylindre  par 
un  plan  vertical.  Sommet  de  la  section. 

3137.  —  On  donne  quatre  points  par  leurs  projections  S,A,B,  C  et  on  considère  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S 
et  pour  directrice  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Trouver  une  section  parabohque  de  ce  cône  et  construire  un  point 
quelconque  et  la  tangente. 

3138.  —  On  donne  un  cône  défini  par  son   sommet  et  par  sa  directrice  située  dans  un  plan  donné  par  deux  droites  et 


44  EXAMENS  ORAUX  DE  1902  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE) 


se  projetant  horizontalement  suivant  un  cercle.  Trouver  les  autres  directions  de  sections  planes  qui  se  projettent  horizonta- 
lement suivant  des  cercles. 

3139.  —  Contours  apparents  d'un  cylindre  de  révolution  tangent  au  plan  horizontal.  Intersection  de  ce  cylindre  avec 
un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 

3140.  —  On  donne  un  quadrilatère  convexe  abcd  dans  le  plan  horizontal.  On  demande  l'intersection  du  cône  engendré 
par  ab  en  tournant  autour  de  la  bissectrice  de  l'angle  a  et  du  cône  engendré  par  bc  en  tournant  autour  de  la  bi.«sectrice  de 
l'angle  c. 

3141 .  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  dans  le  plan  horizontal  avec  un  cylindre  dont  la  directrice 
est  une  ellipse  située  dans  un  plan  vertical  ayant  son  grand  axe  dans  le  plan  horizontal,  et  dont  les  génératrices  sont  hori- 
zontales. Nature  delà  projection  horizontale  de  l'intersection. 

3142.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  l'un  a  pour  axe  la  ligne  de  terre  et  dont  l'autre  a  son  axe 
horizontal. 

3143.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  tangents  au  plan  horizontal.  Tangentes  au  point  double. 

3144.  —  Dans  le  plan  horizontal  on  donne  une  hyperbole  et  un  cercle.  L'hyperbole  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont 
on  donne  la  direction  des  génératrices:  le  cercle  est  la  base  d'un  cône  dont  on  demande  de  déterminer  le  sommet,  sachant 
que  dans  l'intersection  des  deux  surfaces  il  y  a  deux  asymptotes  parallèles, 

3145.  —  On  donne  deux  cercles  l'un  dans  le  plan  liorizontal,  l'autre  dans  le  plan  vertical.  Le  centre  de  chacun  d'eux 
est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  l'autre  cercle  pour  base.  Intersection  des  deux  cônes. 

3146.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal;  on  le  coupe  par  un  plan  de  bout,  et  on  écliiire 
le  tronc  de  cône  obtenu  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  une  direction  donnée  ;  courbe  d'ombre  à  l'intérieur  du  tronc 
de  cône. 

3147.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ayant  leurs  axes  l'un  dans  le  plan  horizontal  et  l'autre  dans  le  plan 
vertical. 

3148.  —  Intersection  d'un  cylindre  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal  avec  un  cône  de  révohition  dont  l'axe  est 
de  front,  le  sommet  étant  sur  le  cylindre. 

3149.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  par  sa  base  qui  est  un  cercle  C  dans  le  plan  horizontal;  on  fait  passer 
par  une  droite  .\H  tangente  à  C  un  plan  faisant  45»  avec  le  plan  horizontal.  Trouver  l'intersection  du  cylindre  et  du  plan. 
On  enlève  la  portion  du  cylindre  qui  est  en  dessous  du  plan  et  on  demande  l'ombre  au  soleil  du  solide  restant. 

3150.  —  Soit  S  le  centre  de  similitude  de  deux  circonférences  données  dans  le  plan  horizontal.  Par  le  point  S  on 
mène  une  droite  quelconque  sur  laquelle  on  prend  deux  points  T  et  U  qui  sont  les  sommets  de  deux  cônes  ayant  pour  bases 
les  circonférences.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

3151.  —  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  S  du  plan  vertical  et  pour  directrice  un  cercle  C  du  plan  horizontal  ayant 
son  centre  sur  la  ligne  de  terre,  l'n  cylindre  ayant  ses  génératrices  horizontales  inclinées  h  45°  sur  le  plan  vertical  a  pour 
base  le  même  cercle  considéré  comme  appartenant  au  plan  vertical.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3152.  — Intersection  d'un  cylindre  hyperbolique  ayant  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  hyperbole  dont  une 
asymptote  est  parallèle  ii  la  ligne  de  terre,  les  génératrices  étant  de  front,  avec  un  cône  dont  la  directrice  est  une  parabole 
dans  le  plan  vertical  et  dont  le  sommet  est  sur  le  cylindre 

3153.  —  Deux  cônes  se  raccordent  le  long  d'une  génératrice  verticale  et  ont  pour  bases  respectives  dans  le  plan 
horizontal  un  cercle  et  une  ellipse  tangents.  Intersection. 

3154.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  sur  la  ligne  de  terre  et  dont  les  bases  sont  des  cercles 
situés  dans  un  même  plan  de  proûl. 

3155.  —   Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  tangents  au  plan  horizontal. 

3156.  -  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal,  base  d'un  premier  cône.  D'autre  part  on  donne  le  sommet 
d'un  second  cône  et  deux  génératrices  ;  on  sait  que  les  deux  cônes  sont  parallèles.  Le  sommet  du  premier  est-il  déterminé  ? 
On  donne  en  outre  une  asymptote  de  la  courbe  plane  qui  leur  est  commune,  construire  le  sommet  du  premier  cône. 

3157.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  directrice  commune  une  conique  située  dans  le  deuxième  bis- 
secteur. 

3158.  —  On  donne  un  cylindre  hyperbolique  par  sa  base  dans  un  plan  horizontal  et  la  direction  des  génératrices,  et 
un  cône  à  base  circulaire  horizontale.  Comment  doit  être  le  cône  pour  ipie  l'intersection  présente  deux  asymptotes  parallèles? 

3159.  —  Ombres  d'un  tronc  de  cône  creux  de  révolution  reposant  par  sa  petite  base  sur  le  plan  horizontal. 

3160.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  une  hyperbole  dont  une  asymptote  est  de  front  :  c'est  la  base  d'un  cylindre 
h  génératrices  de  front.  On  donne  en  outre  un  cône  dont  le  sommet  est  dans  le  plan  asymptote  de  front  du  cylindre  et  dont 
la  base  est  un  cercle  du  plan  horizontal  tangent  à  lasymptote  de  front.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3161.  —  On  fait  tourner  la  ligne  de  terre  autour  d'une  droite  du  plan  horizontal  et  une  droite  du  plan  vertical.  Inter- 
section des  cônes  obtenus. 

3162.  —  On  donne  un  cylindre  vertical  dont  la  directrice  est  une  parabole  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  ce 
cylindre  par  un  plan  de  bout,  et  on  prend  la  section  comme  directrice  d'un  cône  de  sommet  donné.  Intersection  du  cône  et 
du  cylindre. 

3163.  —  On  considère  un  tronc  de  pyramide  dont  les  bases  sont  deux  triangles  équilatéraux  parallèles  au  plan  hori- 
zontal. Sur  la  base  supérieure  repose  une  sphère.  Ombres  au  flambeau  de  ce  système. 

3164.  —  Etant  donnée  une  sphère  et  une  direction  de  rayons  lumineux,  trouver  un  rayon  se  réfléchissant  sur  la  sphère 
de  manière  h  ce  que  le  rayon  réfléchi  soit  vertical. 

3165.  —  On  donne  une  sphère  et  on  demande  de  construire  un  cercle  coupant  à  angle  droit  la  sphère,  un  plan 
horizontal  donné  et  le  deuxième  bissecteur. 

3166.  -  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  à  une  sphère  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

3167.  —  .Mener  à  une  sphère  un  plan  tangent  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

-  3168,  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan  défini  par  deux  droites.  Trouver  les  plans  horizontaux  limites  dans  l'inter- 

section de  cette  sphère  et  do  ce  plan. 

3169.  —  On  donne  une  sphère  de   25   cent,  de  rayon.  Faire  passer  par  un  point   donné  un  plan  coupant  la  sphère 

suivant  un  cercle  de  rayon  15  cent. 
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3170.  —  On  donne  une  pyraniiile  triangulaire  ayant  sa  base  dans  le  plan  horizont;)!  ;  on  la  coupe  par  un  plan  hori- 
zontal. A  quelle  condition  peut-On  faire  passer  une  sphère  par  les  sommets  du  tronc  de  pyramide?  Construire  cette  sphère 
en  supposant  les  conditions  remplies. 

3171 .  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

3172.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tan^'entea  une  droite. 

3173.  —  Point  hrillant  d'une  S|)lu're  polie  (étudier  la  question  par  le  calcul). 

3174.  —  Epure  de  la  section  du  tore  par  un  plan  bitangent. 

3175.  —  Normales  communes  à  deux  cylindres  de  révolution  définis  par  leurs  axes  et  leurs  rayons. 

—       3176.   —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  défini  par  son  axe  et  un  point.  Intersection  avec  une  droite  donnée. 

3177.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  à  axe  horizontal!  on  le  coupe  par  deux  plans  verticaux;  représenter 
la  partie  du  corps  comprise  entre  ces  deux  plans.  On  donne  ensuite  un  point  lumineux,  représenter  l'ombre  propre  et 
l'ombre  portée. 

3I7S    —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  de  deux  droites  données. 

317!>.  —  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  droites  données,  non  situées  dans  un  même 
plan.  Examiner  en  particulier  le  cas  on  l'une  des  droites  est  verticale  et  l'autre  horizontale. 

3180.  —  On  donne  un  cùnc  de  révolution  par  son  axe  et  une  génératrice,  et  on  demande  de  lui  mener  un  plan  tan- 
gent par  un  point  (luelconque. 

3181 .  —  Mener  par  un  point  une  droite  s'appuyant  sur  une  droite  donnée  et  Taisant  un  angle  donné  avec  un  plan 
donné. 

3182.  —  Plus  courte  distance  d'une  droite  à  un  cùne  de  révolution. 

3183.  —  On  donne  un  cAne  de  révolution  à  axe  vertical,  une  droite  l>  et  un  point  T  sur  D.  Construire  un  cône  de 
révolution  d'axe  D,  de  sommet  ï  et  tangent  au  cône  donné. 

3184.  —  Etant  donné  un  cône  île  révolution  et  un  point  à  l'intérieur,  mener  par  ce  point  un  plan  tel  que  la  section 
du  cône  par  le  plan  ailmette  ce  point  pour  loyer. 

3185.  —  Etant  donnée  une  conique  et  un  point  f  du  plan  de  cette  conique,  peut-on  déterminer  un  cône  de  révolution 
passant  par  la  coni(|ue  et  tel  (|u'im  plan  passant  par  /"coupe  le  cône  suivant  une  hyperbole  équilatère  ayant  le  point  /■  pour 
foyer? 

318G.  —  Oii  donne  dans  un  |ilan  horizontal  la  base  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  et  un  point  sur  cette 
base  ;  mener  parce  point  un  plan  coupant  le  cône  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

3187.  —  Etant  donnés  un  cône  de  révolution  à  axe  de  bout  et  deux  points  sur  la  base,  mener  par  ces  deux  points  un 
plan  coupant  le  cône  suivant  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  soit  double  de  l'autre. 

3188.  —  Etant  données  les  projections  de  deux  droites  A  et  B  qui  se  coupent,  taire  tourner  B  autour  de  A  de  façon  à 
l'amener  dans  un  plan  de  front. 

3189.  —  On  donne  deux  ilroites  en  projection  horizontale  ;  elles  forment  le  contour  apparent  horizontal  d'un  cône  de 
révolution  dont  on  assujettit  l'axe  à  être  dans  un  plan  de  bout  donné  :  le  cône  est-il  déterminé?  Trouver  l'angle  au  sommet. 

3190.  —  Normales  communes  à  un  cône  et  h  un  cylindre  tous  deux  de  révolution. 

3191.  —  Construire  deux  cônes  de  révolution  connaissant  leurs  sommets,  leurs  axes  et  sachant  qu'ils  sont  égaux  et 
tangents. 

3192.  —  Construire  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  satisfaisant  à  l'une  des  conditions  suivantes  : 
1°  faire  des  angles  donnés  avec  les  deux  droites  ;  2°  être  horizontale  et  faire  avec  les  deux  droites  des  angles  égaux  ;  3°  être 
horizontale  et  faire  avec  l'une  des  droites  un  angle  donné. 

3193.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe  et  son  angle  au  sommet. 

3194.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B.  Mener  par  .\  un  plan  faisant  avec  B  un  angle  donné. 

-*•  3195.  —  Une  droite  tournant  autour  d'un  axe  de  front  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution.  Mener  à  cette  surface 
un  plan  tangent  horizontal. 

^     3 190.  —  Ombre  propre  et  ombre  portée  d'une  surface  gauche  de  révolution,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à 
une  direction  donnée. 

3197.  —  Etant  donné  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical,  déterminer  les  génératrices  ayant  leurs  projections 
verticales  parallèles  à  une  direction  donnée. 

3198.  —  Etant  donné  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  située  dans  le  plan  du  cercle  de 
gorge,  mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  l'hyperboloïde  suivant  une  conique  semblable  à  une  conique  donnée. 

3199.  —  Section  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  passant  parla  ligne  de  terre. 

3200.  —  Un  segment  de  droite  tournant  autour  d'un  axe  vertical  engendre  un  segment  d'iiyperboloïde.  On  éclaire  ce 
volume  par  des  rayons  lumineux  de  direction  quelconque  ;  trouver  lombre  du  système. 

3"Î01 .  —  Etant  donnée  une  surface  gauche  à  axe  vertical  et  définie  par  une  génératrice  de  front,  mener  à  cette  sur- 
face un  plan  tangent  passant  par  un  point  ou  parallèle  à  une  droite  de  façon  que  le  point  de  contact  soit  sur  un  parallile 
ou  sur  un  méridien  donné.  l)i.-;cussion  ;  déterminer  les  parallèles  ou  les  méridiens  limites. 

3202.  —  On  donne  deux  droites  dont  l'une  est  verticale;  on  fait  tourner  la  verticale  autour  de  l'autre  droite.  Contour 
apparent  vertical  de  la  surface  engendrée.  On  donne  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  la  projection 
horizontale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

3203.  —  On  donne  deux  droites  quelconques  dont  l'une  tourne  autour  de  l'autre.  Mener  à  la  surface  un  plan  tangent 
par  un  point  extérieur  qui  ait  son  point  de  contact  sur  un  parallèle  donné. 

3204.  —  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution  ;  pôle  d'un  plan. 

3205.  —  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  coupant  suivant  une  parabole  un  hyperboloide  de  révolution  défini  par 
un  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front. 

3206.  —  Ombre  portée  par  un  segment  de  droite  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  <i  axe  vertical. 

3207.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites  A  et  B  ;  la  droite  B  tourne  autour  de  la  droite  A  et  engendre  une 
surface  de  révolution  Sur  la  projection  verticale  de  .\  on  donne  un  point  m',  c'est  la  projection  verticale  d'un  point  de  la 
surface,  trouver  sa  projection  horizontale. 

3208 .  —  Déterminer  la  trace  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  du  cône  de  sommet  donné  circonscrit  à  un  hyperboloide 
de  révolution  à  axe  vertical. 
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3209.  —  On  donne  deux  droites  quelconques  ;  une  de  ces  droites  en  tournant  autour  de  l'autre  engendre  une  surface. 
Section  de  cette  surface  par  un  plan  de  bout.  Asymptotes  de  la  section. 

3210.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  dûlini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal. 
Déterminer  :  1°  le  sommet  :  2°  le  plan  polaire  d'un  point  ;  3»  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  parallèle  au  deuxième 
bissecteur  ;  4"  la  trace  horizontale  d'un  cône  circonscrit  de  ssnimet  donné  ;  ."i"  les  asymptotes  d'une  section  plane  ;  6»  le  lieu 
des  projections  d'un  point  sur  les  génératrices  horizontales. 

3211.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  parallèle  au 
deuxième  bissecteur.  On  demande  :  1°  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  a.  une  direction  donnée; 
2°  le  contour  apparent  horizontal  ;  .'i"  les  asymptotes  d'une  section  plane. 

3212.  —  Intersection  d'un  hémisphère  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  et  d'un  cylindre  de  résolution 
ayant  son  axe  dans  le  plan  horizontal. 

3213.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de  front 
de  l'axe.  La  sphère  opaque  est  éclairée  par  des  rayons  lumineux  de  front  inclinés  à  45°  sur  le  plan  horizontal.  Ombre 
portée  sur  l'hyperboloïde.  Asymptotes  de  l'intersection. 

3214.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  défini  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  G.  On  consi- 
dère un  cône  de  révolulion  engendré  par  une  droite  parallèle  à  G  et  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Intersection  des 
deux  surfaces. 

3215.  —  Intersection  d'une  surl'ace  gauche  de  révolution  et  d'une  sphère  tangente  à  la  surface  en  un  point  donné. 

3216.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  une  circonférence  dans  un  plan 
horizontal.  Ombre  portée  par  le  cercle  sur  le  paraboloïde,  la  source  lumineuse  étant  un  point  à  distance  finie.  Asymptotes 
de  la  courbe  qui  limite  l'ombre. 

3217.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  fait  tourner  cet  axe  autour  d'une  droite  de  front 
passant  par  le  foyer  ;  intersection  du  cône  engendré  avec  le  paraboloïde. 

3218.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  S  sur  une  génératrice  de  front,  et  on 
considère  le  cône  de  révolution  engendré  par  la  ligne  de  bout  du  point  S  tournant  autour  de  la  droite  joignant  le  point  S 
au  centre  de  la  surface  gauche.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3219.  —  Ombre  propre  et  ombre  portée  (rayons  lumineux  de  front)  d'une  demi-sphère  creuse  tangente  au  plan 
horizontal. 

3220.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  une  sphère  tangente  dont  le  centre  est  dans 
le  plan  de  front  de  l'axe. 

3221.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  <à  axe  vertical  et  une  droite  de  front,  axe  d'un  cône  dont  on  donne 
une  génératrice  de  front.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3222.  —  Intersection  d'un  tore  h  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  de  la  méridienne  principale 
et  pour  directrice  le  parallèle  maximum  du  tore. 

3223.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  hyperboloide  à  axe  de  front  déterminé  par  une 
génératrice. 

3224.  —  Construire  la  courbe  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  génératrices  (ou  sur  les 
plans  tangents)  d'un  cône  défini  par  son  sommet  et  sa  base  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Déterminer  un  point 
et  la  tangente. 

3225.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe  (supposé  de  front)  et  les  génératrices  de  contour  apparent 
vertical.  Intersection  de  ce  cône  avec  une  sphère  tangente  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

3226.  —  Intersection  d'un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cône  ayant  une  génératrice  de  front 
commune. 

3227.  —  Déterminer  la  courbe  d'ombre  au  flambeau  à  l'intérieur  d'une  sphère  reposant  sur  le  plan  horizontal  et  dont 
on  a  enlevé  une  calotte  par  un  plan  horizontal  de  cote  plus  grande  que  le  rayon  de  la  sphère, 

3228.  —  On  a  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  fait  tourner  l'axe  du  paraboloïde  autour  d'une  droite 
de  front  ne  le  rencontrant  pas.  Intersection  de  l'hyperboloïde  de  révolution  ainsi  défini  et  du  paraboloïde. 

3229.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cône  dont  la  directrice  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

3230.  —  On  donne  une  droite  et  deux  points.  Mener  par  l'un  des  points  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  du 
second  point  et  de  la  droite. 

3231 .  —  On  donne  deux  droites  D  et  A.  Intersection  de  la  surface  engendrée  par  D  tournant  autour  de  A  et  de  la 
surface  engendrée  par  A  tournant  autour  de  D. 

3232.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  méridienne 
de  front  de  la  surface  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Tangentes  au  point  double. 

3233.  —  On  donne  un  tétraèdre  ayant  une  face  horizontale  ;  on  considère  les  cercles  circonscrits  à  deux  des  faces  non 
horizontales.  On  fait  tourner  chacun  d'eux  autour  du  côté  horizontal  de  la  face  à  laquelle  il  est  circonscrit.  Intersection  des 
tores  ainsi  engendrés.  Tangente  en  un  point. 

3234.  —  On  donne  un  cône  par  son  sommet  et  sa  directrice  qui  est  une  ellipse  horizontale.  C'est  le  cône  asymptote 
(l'un  hyperboloide.   On  donne  un  point  de  cet  hyperboloide  ;  construire  le  plan  tangent. 

3235.  -  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front. 

3236.  —  On  donne  un  paraboloïde  à  plan  directeur  horizontal  et  défini  par  deux  génératrices.  On  fait  tourner  l'une 
d'elles  autour  d'un  axe  vertical  ne  la  rencontrant  pas.  Trouver  l'intersection  des  deux  surfaces. 

3237.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  G  ayant 
pour  trace  horizontale  le  point  A.  Un  cône  a  son  sommet  sur  G  et  sa  directrice  est  un  cercle  du  plan  horizontal  passant 
par  le  point  A  et  ayant  en  ce  point  une  tangente  de  bout.  Intersection  des  deux  surfaces.  Points  à  l'infini. 

3238.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un 
plan  directeur  horizontal  et  passant  par  deux  génératrices  de  front  de  l'hyperboloïde. 

3239.  —  Ombre  portée  d'une  sphère  sur  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.  Les  rayons  lumineux 
sont  de  front  et  font  4j°  avec  le  plan  horizontal. 
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VI.  —  Statique. 

3240.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  A  parcouru  [lar  un  poids  mobile  M  et  une  droite  AB  flxe  pesante  non 
homogPne.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  système. 

3241 .  —  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole  limilr  par  une  perpendiculaire  à  l'axe 

3242.  —  Etant  donné  un  système  de  forces,  montrer  qu'il  est  possible  de  le  réduire  à  deux  forces  égales  et  perpendi- 
culaires et  ceci  d'une  infinité  de  manières. 

3243.  —  Trois  points  sont  donnés  sur  un  cercle  et  se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance  qui  les  sépare. 
V  a-t-il  une  position  d'équiiilire '? 

3244.  —  On  donne  un  triangle  AliC  dans  lequel  liC  =  1",  AC  =  0">,8,  AB  =  O™,!!.  En  A  on  applique  un  poids  de 
5^«,  en  B  un  poids  de  4''»  et  en  0  un  poids  de  3'<k.  Calculer  le  centre  de  gravité  du  système. 

3245.  —  On  a  une  barre  métallique  de  1"  de  long  et  pesant  5^«.  Aux  points  de  division  1,2,  3 10  de  la  barre  divisée 

en  10  parties  égales,  on  applique  des  poids  de  4,  2,  3,. . .,  lûk».  Centre  de  gravité  du  système. 

3246.  —  Lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  et  qui  sont  de  moment  constant  par  rapport  à  un  système  de 
forces.  Cas  où  le  moment  est  nul. 

3247 .  —  Etant  donné  un  système  de  forces,  on  demande  s'il  existe  un  point  tel  que  dans  la  réduction  relative  à  ce  point 
l'axe  du  couple  résultant  soit  situé  sur  la  droite  :  =  0,  ux-h  vij  -+-  w  =  0.  Cela  n'est  possible  que  si  la  droite  enveloppe 
une  parabole.  Démontrer  que  si  l'on  fait  la  réduction  par  rapport  au  foyer  de  cette  parabole,  le  moment  résultant 
est  parallèle  à  0:. 

3248.  —  Un  triangle  est  formé  de  trois  tiges  homogènes  pesantes;  on  le  suspend  par  un  de  ses  sommets  A  ;  trouver  la 
position  d'équilibre.  Traiter  le  mémo  problème  en  remplaçant  le  triangle  par  un  polygone  de    n  côtés. 

32'<î(.  -  On  considère  le  cadran  d'une  horloge  et  on  applique  h  chacune  de.i  divisions  horaires  un  poids  égal  à  l'heure 
correspondante.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  système. 

3250.  —  On  applique  aux  sommets  d'un  tétraèdre  des  forces  parallèles  proportionnelles  à  la  face  opposée.  Centre 
de  ces  forces. 

3251 .  —  On  donne  deux  cercles,  l'un  dans  le  plan  des  xy,  l'autre  dans  le  plan  des  zx.  On  prend  deux  points  M  et  .M'  sur 
ces  cercles  auxquels  on  suspend  des  poids  p  et  p'.  l.ieu  du  centre  de  gravité  de  ces  poids,  en  supposant  que  M  et  M'  décrivent 
les  cercles  dans  le  même  temps. 

3252.  —  On  donne  trois  forces  égales  non  situées  dans  un  même  plan  OKi,  OFs,  OFj.  I.a  résultante  OH  rencontre  le 

plan  FiKîFa  en  un  point  E.  Calculer  le  rapport  ----   et  déterminer  la  position  du  point  E  par  rapport  au  triangle  FiFsFj. 

3253.  —  Etant  donné  un  polygone,  on  applique  perpendiculairement  au  milieu  des  cotés  des  forces  proportionnelles  à 
ces  côtés.  Démontrer  que  le  système  est  en  équilibre.  On  suppose  ensuite  que  les  forces  sont  appliquées  suivant  les  côtés, 
qu'arrive-til  ? 

3254.  —  Etant  donné  un  système  de  forces  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  le  moment  résultant  du  système  par 
rapport  à  une  parallèle  à  une  direction  fixe  menée  par  le  point  du  lieu  ait  une  grandeur  donnée. 

3255.  —  Les  sommets  d'un  tétraèdre  repoussent  un  point  de  l'espace  proportionnellement  à  leurs  distances  au  point. 
Position  d'équilibre. 

3256.  —  Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  M,  trouver  la  position  du  point  M  pour  qu'il  soit  en  équilibre  sous 
l'action  des  forces  MA,  MB,  MC. 

3257.  —  On  donne  un  tétraèdre  SABC  et  on  considère  les  six  forces  représentées  en  grandeur  et  en  position  par  les 
segments  S.\,  SB,  SC,  BC,  CA,  AB.   Béduclion  de  ce  système.  Peut-il  y  avoir  é(|uilibre  '? 

3258.  —  Le  moment  résultant  d'un  système  de  forces  par  rapport  à  un  point  0  est  un  vecteur  OA.  Si  le  point  0  décrit 
un  plan  P,  le  point  A  décrit  un  plan  P'.   Position  de  P'  par  rapport  à  P. 

3259.  —  Equilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  reposent  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  le  haut. 

3260.  —  Peut-on  réduire  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  à  deux  qui  aient  pour  lignes  d'action  deux  génératrices 
de  même  système  d'un  hyperboloïde  donné  '? 

3261  —  Un  disque  semi-circulaire  pesant  situé  dans  un  plan  vertical  repose  sur  un  plan  horizontal.  Un  poids  P  est 
attaché  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre  qui  limite  le  disque.  Position  d'équilibre. 

3262.  —  Une  droite  donnée  a  ses  extrémités  sollicitées  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  proportionnellement  à  leurs 
distances  aux  sommets.  Position  d'équilibre. 

3263.  —  Une  tige  AB  de  longueur  a  +  b  repose  par  ses  extrémités  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et  dont 
la  concavité  est  tournée  vers  le  haut.  Au  point  C  de  la  tige  tel  que  CA  =  a,  Cli  =  6  est  attaché  un  poids  p .  Condition 
d'équilibre. 

3264.  —  Un  levier  coudé  mobile  autour  d'un  point  0  est  formé  de  deux  tiges  rectangulaires  OA  et  OB  dont  les  poids 
sont  respectivement  p  et  p'.  Au  jioint  A  on  applique  un  poids  q.  Position  d'équilibre. 

X'       y^ 

3265.  —  On  donne  un  paraboloide  à  axe  vertical    —  -i-  ^ 2:  =  0  ;     une  barre  de  longueur  l  qui  porte  des  poids 

p  q 

égaux  à  ses  deux  extrémités  peut  glisser  sur  la  surface,  l'osition  d'équilibre. 

3266.  —  Position  d'équilibre  d'un  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  attirés  par  un  point  fixe  proportionnellement  à  la 
distance. 

3267.  —  Deux  sphères  de  même  rayon  {20"")  et  de  poids  respectivement  égaux  à  50i<  et  l'j^  sont  suspendues  par  des  fils 
de  même  longueur  partant  d'un  même  point.  Position  du  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  deux  sphères  et  position 
d'équilibre. 

3268.  —  Les  difl'érenfs  points  d'un  corps  solide  sont  attirés  par  un  plan  par  une  force  qui  est  une  fonction  donnée  de 
la  distance  au  plan.  Condition  d'équilibre. 

3269.  —  Soit  OA  une  barre  pesante  mobile  autour  du  point  0  ;  sa  longueur  est  S"  et  elle  pèse  10"  au  mètre  courant. 
En  un  point  B  (OB  =  l-,5)  on  applique  une  force  F  =  50"  toujours  horizontale.  Position  d'équilibre  du  système 
et  réaction  du  point  0. 
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3270.  —  On  considère  un  cercle  dans  un  plan  vertical  et  une  Iinrre  pesante  de  longueur  (  dont  les  extrémités  A  et  B 
reposent  sur  le  cercle.  Aux  points  A  et  B  sont  appliquées  des  forces  verticales.  Position  d'équilibre  de  la  barre. 

3271.  —  A  l'intérieur  d'une  sphère  creuse  de  rayon  R  repose  un  triangle  de  poids  P,  aux  sommets  duquel  sont  appli- 
qués des  poids  p,  p',  p" .  Position  d'équilibre  du  triangle. 

3272.  —  On  donne  une  barre  de  longueur  (,  de  poids  p,  fixée  par  son  extrémité  0.  Au  tiers  de  cette  barre  à  partir  du 
point  0  on  attache  une  corde  qui  vient  passer  sur  une  poulie  de  dimensions  négligeables  située  dans  le  même  plan  horizontal 
que  le  point  0.  Cette  corde  supporte  un  poids  P.  Position  d'équilibre  du  système, 

3273.  —  Equilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  reposent  sur  deux  plans  inclinés. 


CONCOURS  DE  1902  {Suite) 
ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CH.\USSÊES  (Cours  spéciaux). 


Tft 


Analijse. 

Cne  courbe  donnée  C  roule  sans  glisser  sur  une  droite  OX  et  l'on  demande 
le  lieu  du  point  n  centre  de  courbure  de  la  courbe  C  correspondant  au  point 
de  contact  m. 

Examiner  le  cas  particulier  de  la  cycloïde. 

Chercher  quelle  doit  élrc  la  courbe  C  pour  que  le  lieu  soit  la  parabole 

X'" 

^  a 

(Durée  :  7  heures.) 
Mécanique. 

Un  point  matériel   M  de  masse  m  est  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  la  spirale  logarithmique 

P  =  «-», 
^M  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  avec  le  point    0    pour  pôle  et  la  droite    OMo 

pour  axe  polaire. 

Il  est  attiré  par  le  pôle  0,  proportionnellement  à  la  distance  OM   ou  p,  avec  une 
intensité 


Le  point  M  étant  abandonné,  sans  vitesse  initiale,  de  la  position  Mo  pour  laquelle 
0  =  0,    on  demande  d'étudier  son  mouvement. 

Au  bout  de  quel  temps  parviendra-t-il  en  0,  point  asymptotique  de  la  courbe  correspondant  à    9  =  oc  .' 
Nota.  —  Il  est  rappelé  aux  candidats  que  l'angle  V  que  fait  le  prolongement  du  rayon   vecteur  avec  la  tangente   à   la 

courbe  dans  le  sens  de  l'angle  polaire  croissant  se  calcule  par  la  formule     tg  V  =  -^  ■ 

p 

(Durée  :  4  heures.) 

Epure  de  stéréotomie. 

PORTE  BIAISE  EN  PLEIN  CINTRE    D.\NS  U.N    MUR    AVEC    FRUIT 

Cn  berceau  en  plein  cintre  de  2°"  de  diamètre  surmonte  une  porte  biaise 
rencontrant  sous  un  angle  de  70°  un  mur  qui  présente  un  fruit  de  1/8  et  qui  est 
constitué  par  des  assises  de  20'='»  de  hauteur. 

Appareiller  la  tête  de  ce  berceau  en  pierres  de  taille 
et  donner  tons  les  panneaux  nécessaires  à  la  taille  de  l'un  des 
voussoirs. 

[Durée  :  4  heures.) 

Trigonométrie. 

Un    donne  deux   cercles  de  centres  0  et  0'  et  de  rayons    R  =  15"    et    IV  —  9"",    la 
distance  des  centres  est 

00'  =  32°'. 

Calculer  les  angles  et  les  côtés  du    triangle  ABC  admettant  le  cercle  0'  comme  cercle 
inscrit  et  le  cercle  0  comme  cercle  exinscrit. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 

1153.  —  On  considère  un  ellipsoïde 

a^         b-         c- 

1»  Montrer  qu'il  y  a  trois  séries  de  sphères  doublement  tanp;entes  à  cet  ellipsoïde  et  que  pour  une  seule 
les  plans  des  deux  sections  planes  communes  sont  réels.  Tiouvcr  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  celte  série 
qui  ont  un  rayon  donné. 

2»  Soit  S  la  sphère  variable  qui  décrit  celte  série.  Trouver  le  lieu  des  poinls-sphères  du  faisceau  linéaire 
déterminé  par  S  et  par  le  plan  polaire  par  rapport  à  l'ellipsoïde  d'un  point  fixe  M(x„,  t/o,  zo). 

3°  Ce  lieu  est  une  quadrique.  Discuter  cette  quadrique  d'après  la  position  du  point  M  dans  l'espace,  et 
trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  elle  se  réduit  à  un  cône.  E.  H. 

1154.  —  Lieu  des  centres  des  ellipses  ayant  un  foyer  commun,  passant  par  un  point  donné  et  touchant 
une  droite  donnée. 

1155.  —  ('n  a  étudié  avec  précision,  à  Paris,  l'influence  de  la  température  sur  la  pression  maxima  de  la 

vapeur  d'eau  :  par  exemple,  dans  le  voisinage  de  100°,  une  variation  de  température  de  i"  produit  une  variation 

de  pression  de  27°"°, 25.  Cela  posé,  on  détermine,  en  divers  points  du  globe,  le  point  d'ébuUition  de  l'eau  à 

1  i 

-r^  de  degré  près  et  on  lit  en  même  temps  le  baromètre  à  —  de  millimètre.  Comment  pourra-t-on  en  déduire 

les  variations  de  g,  et  quel  sera,  le  degré  de  précision  de  cette  mesure  ?  Quelle  sera  la  variation  de  température 
ou  de  lecture  barométrique  qui  correspondra  à  un  déplacement  de  1°  en  latitude  dans  le  voisinage  du  45e 
parallèle,  si  l'on  admet  que  la  variation  de  ;/  soit  représentée  par  la  formule    ^r  =  945(1  — 0,00259  cos  2t9)? 
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1093.  —  On  considère  un  polynôme  du  troisième  degré,  ax^  -t-  hx'^  -\-  ex  -^d  ;  viontrer  qu'il  y  a  une 
infinité  de  trinômes  du  second  degré,  x^  +  px  -+-  </,  dont  les  racines  font  prendre  au  polynôme  donné  la 
même  valeur. 

Trouver  q  en  fonction  de  p.  Etudier  ensuite  les  variations  des  racines  de  ce  trinôme  quand  p  varie. 

Soient  a  et  p  les  racines  du  trinôme 

x--^px-^-  q  ~  0. 

Substituons  ces  racines  dans  le  polynôme  donné  ;  les  valeurs  qu'il  prend  sont 

aa^  -+-  6a-  -1-  Cï  +  d, 

fl^i^+  b^'-hc'p-^d. 
Pour  qu'elles  soient  égales  il  faut  que 

(3)  a{<x^  ~  ^')  +  b{a^ -?>'-) -h  c{<x-P)^0; 

or  a  est  différent  de  p,  car  la  proposition  est  évidente  pour  tout  trinôme  dont  les  racines  sont  égales; 
nous  pouvons  donc  diviser  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  par  a  —  p,  et  l'écrire 

a(a2  +  ap  -H  P)  +  i(a  -h  Pi  -h  C  =  0, 
ou  a(a -(- p/- —  aap  H- 6(a  +  p) -h  c  =  0. 
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D'autre  part  nous  savons  que 

3  +  ?  =  — p,  a^  =  q, 

par  conséquent  la  relation  (2)  devient  flnalement 

(2)  ap"- —aq— hp +  c —  Q. 

On  a  donc  une  infinité  de  trinômes  répondant  à  la  question  ; 
trinôme  considéré  soient  liés  par  la  relation  (2). 

La  forme  générale  de  ces  trinômes  est  donc 

ap-  —  bp  -^  c 

x^  +  px  +  -!- i- , 

a 

dans  laquelle  p  est  arbitraire. 

Pour  étudier  les  variations  des  racines  quand  p  varie,  je  construis  la  courbe 

ap-  —  bp-^-  c 


suffit  que  les  coefficients  p  et  ç  du 


X-  -\-px-^ 


=  0, 


en  prenant  x  comme  abscisse  et  p  comme  ordonnée. 

Cette  équation  représente  une  ellipse.  Le  diamètre  des  cordes  paral- 
lèles à  Oar  est  la  droite  OP,  d'équation 

2x+p  =  0; 
son  centre  est  sur  cette  droite,  au  point  dont  l'abscisse  est 

b 

lu     b-  —  3ac  •<  0  ;     l'ellipse  est  imaginaire. 
Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires  quel  que  soit  p. 
90    II  —  3nic  =  0;     l'ellipse  se  réduit  à  son  centre  C.  Les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires 

26 
sauf  pour  la  valeur    p  =  -— ■     Pour  cette  valeur,  le  trinôme  a  une  racine  double  : 

_6_ 

"30" 

3°  h-  —  3ac  ^  0  ;  l'ellipse  est  alors  réelle,  on  peut  la  construire  et  suivre  les  variations  des  racines. 

Pour  avoir  les  racines  correspondant  à  une  valeur  jd,  on  portera  sur 

Oî/  une  longueur  OB  =  p,    par  B  on  mènera  la  parallèle  à  Oa;,  qui 

rencontre  l'ellipse  en  M  et  N.  Les  vecteurs  B.M  et  BN  représentent 

les  valeurs  des  racines  correspondant  à  la  valeur  p  du  paramètre. 

Les  racines  seront  réelles  si  p  est  dans  l'intervalle 

+  26— V*^ 


X  = 


Sac 


■  26  -f-  2s/6-  —  3ac 


3a  3o 

c'est-à-dire  si  B  est  compris  entre  Bi  et  B^. 

Pour  ces  limites,  elles    sont  égales,   dans   le   premier  cas,  à 
—  6  -h  \lb^  —  3ac 


dans  le  second,  à 


—  b  —  ■Jb-  —  3ac 


—  6  -  2s/62 


3ac 


3a 


et  la  plus  grande,  par  le  maximum 


3  a  3  a 

La    plus    petite    racine    passera   par    un    minimum    qui    est 

-  6  -j-  2v/62  —  3ac 


3a 


J.  MARCHAL. 


Remarque.  —  Toute  celte  discussion  eût  pu  être  faite  en  résolvant  l'équation  obtenue  par  rapport  à  x  et  en 
disentant  le  trinôme  du  second  degré  en  p  place  sous  la  radical  ;  la  construction  de  l'ellipse  elle-même  eût 
résulté  de  cette  discussion  conformément  au  procédé  qu'on  emploie  pour  construire  les  lignes  du  second  degré 
par  une  méthode  élémentaire. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Bonnabd,  lycée  Janson-de-Sailly  ;  J.  Haag,  lycée  de  Nancy  ;  E.-N.  Babisien. 
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1110. —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  0»/  et  le  système  des  cercles  (C) 
qui  passe  en  0  et  qui  coupe  les  axes  en  deux  nouveaux  points  A  et  B,  tels  que  la  droite  AB  passe  par  un 
point  fixe  de  la  deuxième  bissectrice  de  l'angle  des  axes  ayant  pour  coordonnées  a  et  —  a,  et  on  demande  : 

1»  Le  lieu  des  centres  des  cercles  (G)  ; 

2°  Le  lieu  du  second  point  de  rencontra  de  deux  cercles  du  système  qui  sont  orthogonaux,  C  et  C,  et 

l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres; 

3"  Le  lieu  des  extrémités  sur  celte  droite  du  diamètre  du  cercle  de  rayon  minimum  appartenant  au  fais- 
ceau linéaire  (C)  et  (C)  et  le  lieu  des  centres  de  similitude  de  ces  deux  cercles.  Construire  ce  lieu. 

1.  L'équation  générale  des  cercles  (C)  est  évidemment 

j^S  _,_  y2  _  2ax  —  'iSl/   =   0, 

a  et  |3  désignant  les  coordonnées  du  centre.  Le  point  A   relatif  au  cercle   (a,p)  a  pour  abscisse   2a,  le 

OC  Xi 

point   B   a  pour  ordonnée  2p  et  la  droite  AB  a  pour  équation    _-(-^  — 1=0;      en    exprimant 
qu'elle  passe  au  point  de  coordonnées    a,  —  a,     on  obtient  la  relation 

a  a 

2^~  ^ 


ou 

(1)  2.p-^a(a-p)  =  0; 

cette  équation  représente  le  lieu  des  centres.  Nous  voyons  donc  que  ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatére 
passant  à  l'origine  et  au  point  (a,  —  a)  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes;  son  centre  est  le 
milieu  du  segment  formé  par  les  deux  points  que  nous  venons  de  signaler,  0  et   P. 

2.  Pour  que  deux  cercles  de  ce  système  soient  orthogonaux,  il  faut  que  l'on  ait  la  relation 
or  l'équation  (1)  nous  donne 


a  —  2a  ' 
par  conséquent,  la  condition  d'orthogonalité  prend  la  forme 

2ia'  —  a(a  +  y.')  -^-a'-  =  0. 

D'autre  part,  en  portant  la  valeur  que  nous  venons  d'indiquer  pour  S  dans  l'équation  du  cercle,  celle-ci 
devient 

•'  «  —  2a 

elle  est  du  second  degré  en  a  et  montre  par  suite  que  par  tout  point  du  plan  il  passe  deux  cercles  de  ce 
système  ;  ce  seront  deux  cercles  orthogonaux  si  les  racines  a  et  a'  de  cette  équation  du  second  degré 
en  a  vérifient  la  relation  écrite  plus  haut.  Or  l'équation  du  second  degré  en  a  nous  donne 

,  _  x-  -h  y^ -^  ax  +  ay 


aa    == 


2j 

a{x^-h  y-)_ 
Ax 


S2 
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puis  la  relation  d'orthogonalité  se  réduit  à 


x  —  1/  =  0  ; 

le  lieu  du  second  point  de  rencontre  des  deux  cercles  G  et  (V  est  donc  la  première  bissectrice  de  l'angle 
des  axes. 

Quant  à  la  ligne  des  centres,  elle  a  pour  équation 


y 

ax 


—  2a 


a— 2a' 


ou,  après  suppression  du  facteur    a'  —  a, 

—  a'-x  -i-  (rt  —  2a)(a  —  2o(')y  4-  2aiV  =  0  ; 
mais  la  condition  d'orthogonalité  que  nous  avons  trouvée  antérieurement  peut  s'écrire 

(a  —  2a)(a  —  2a') -F  a^  _  0, 

l'équation  précédente  se  simplifie  donc  et  s'écrit  finalement 

a(x-hy)  —  2aa'  =  0. 
Nous  voyons  alors  que  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  G  et   G'  reste  parallèle  à  la  seconde 
bissectrice  et  enveloppe  le  point  à  l'infini  sur  cette  droite. 

3.  Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  va  nous  permettre  de  résoudre  aisément  la  troisième 
parlie.  En  effet  le  cercle  de  rayon  minimum  a  pour  centre  le  pied  de  l'axe  radical,  c'est-à-dire  un  point 
de  la  première  bissectrice,  et  passe  à  l'origine;  il  a  donc  pour  équation  x--+-y^ — 2X(a'-Hy)  =  0;  la 
ligne  des  centres  est  alors  la  parallèle  à  la  seconde  bissectrice  menée  par  le  point  de  coordonnées  À,  >, 
c'est-à  dire  la  droite  .r  -+-  j/  —  2X  =  0, 

et  l'élimination  de  X  entre  les  deux  équations  est  immédiate  :  elle  fournit,  pour  lieu  des  points  de  ren- 
contre,   xy  =  0.  Ce  lieu  se  compose  donc  des  deux  axes. 

Nous  aurons  les  centres  de  similitude  en  joignant  les  deux  centres  à  l'origine  et  prenant  les  bissec- 
trices de  l'angle  ainsi  obtenu  et  leurs  points  de  rencontre 
avec  la  ligne  des  centres .  Les  deux  centres  sont  à  l'intersection 
de  l'hyperbole  que  nous  avons  trouvée  au  début  avec  la 
ligne  des  centres 

x+y—^l  =  0, 
et  nous   aurons  les  rayons  qui  les  joignent  à  l'origine  en 
éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre  les  deux  équa- 
tions; ce  calcul  nous  donne 

Alxy  -+-  a[x^  —  y^)  =  0. 
Le  faisceau  des  bissectrices  de  ces  deux  droites  est 

X(a;-  —  y-)  —  axy  =  0. 
Le  lieu  des  centres  de  similitude  est  dès  lors  immédiat; 
c'est  la  courbe  représentée  par  l'équation 
(3)  {x  —  y){x  +  yy  —  "Èaxy  =  0. 

Telle  couibe  est  une  cubique  unicursale  ayant  l'origine 
pour  point  double  et  pour  tangentes  en  ce  point  les  deux  axes  de  coordonnées;  si  on  change  a;  en  —  y 
et  y  en  —  x,  l'équation  ne  change  pas  ;  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  seconde 
bissectrice;  elle  a  une  direction  asymptotique  double  parallèle  à  cette  seconde  bissectrice,  et,  comme  il 
est  aisé  de  le  vérifier,  deux  branches  paraboliques  dans  cette  direction,  une  direction  asymptotique 
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siaiple  parallèle  à  la  première  bissectrice  et  pour  asymptote  correspondante  la  droite  dont  l'équation  est 

a 

Si  l'on  ajoute  cette  remarque  qu(>  les  droites    a; — y  =  k,    dans  lesquelles  k  est   plus  grand  que 

—  ,    ne  rencontrent  pas  la  courbo,  rien  n'est  plus  aisé  maintenant  que  de  la  tracer. 

M.  LAURENCE. 

lionnes  solutions  :  MM.  J.  IUag,  lycée  de  Nancy;  L.  1>ainvin,  lycée  de  Nanles;  KnizAT,  à  Toulouse. 
Assez  bonnes  solutions  MM.  E.-.\.  BA.nisiEN  ;  Guy  ub   Valiekgues  ;  11.   Lefèvre,  à  Paris;  J.-lt.  Mauti.n',  pensionnat  de 
Valbcnoite. 


Y 
B 

\ 

Y' 

X 

Y  ' 

/ 

ÏOiV                S. 
P\ 

Solution  géométrique.  —  Soit  P  le  point  de  coordonnées  a  et  —  a.  La  droite  PAl!  trace  sur  les  axes 
deux  séries  homograpliiciiies  A  et  B  ;   par  suite,  les  séries  A'  et  B'  décrites  parles  milieux  de  OA  et  de  UB  sont 

lioniographiquos  aussi.  Si  alors  on  considère  les  droites  A'Y'  et  B'X',  parallèles 
aii.\  axes,  elles  décrivent  deux  faisceaux  lioinographiques  dont  les  sommets 
sont  à  l'infini  sur  les  axes;  le  lieu  de  leurs  pointsd'inlersection,  (jui  est  le  cen- 
ti-e  du  cercle  (C,  est  donc  une  liypei-bole  équilatère  dont  les  asvinplotes  sont 
parallèles  aux  axes.  Cette  ligne  passe  évidemment  aux  points  0  et  P;  d'ailleurs 
elle  admet  la  droite  OP  pour  axe  de  symétrie;  donc  0  et  P  sont  les  deux 
sommets.  On  peut  d'ailleurs  voir  immédiatement  qu'elle  admet  pour  asymp- 
totes les  deux  parallèles  aux  axes  menés  par  le  milieu  de  OP. 

La  ligne  des  centres  de  deux  cercles  orthogonaux  du  système  est  une  corde  de 
l'Iiyperbolc  vue  du  point  0  sous  un  angle  droit  ;  d'après  le  théorème  de  Frégier, 
elle  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  normale  en  0  k  l'hyperbole,  c'est-à- 
dire  sur  la  seconde  hissectrii'cde  l'angle  des  axes;  ce  point  esta  l'infini  puisque 
la  droite  de  l'infini  est  l'une  des  cordes  de  l'hyperbole  vues  du  point  0  sous  un 
angle  droit.  Donc  la  ligne  des  centres  de  deux  cercles  orthogonaux  du  système 
reste  parallèle  à  la  seconde  bissectrice.  Comme  ces  cercles  se  coupent  en  0,  il  en  résulte  que  le  lieu  de  leur 
second  point  de  rencontre  est  la  première  bissectrice. 

Le  cercle  de  rayon  minimum  du  faisceau  linéaire  formé  par  les  cercles  C  et  C  a  son  centre  au  point  de 
rencontre  de  la  ligne  des  centres  avec  l'axe  radical  des  deux  cercles;  il  a  donc  son  centre  sur  la  première  bis- 
sectrice, et,  comme  il  pa.sse  à  l'origine,  il  rencontre  sur  les  axes  la  parallèle  à  la  seconde  bissectrice  menée  par 
Son  centre  ;  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  de  ce  cercle  situé  sur  la  ligne  des  centres  de  C  et  de  C  se 
compose  donc  des  deux  axes  de  coordonnées. 

Pour  apercevoir  le  lieu  des  centres  de  similitude,  comparons  le  faisceau  formé  par  les  lignes  des  centres 
avec  le  faisceau  formé  par  les  droites  qui  joignent  l'origine  aux  centres  de  similitude  :  à  une  droite  du  premier 
faisceau  correspondent  deux  droites  du  second;  si  nous  nous  donnons  au  contraire  une  droite  du  second  fais- 
ceau, l'angle  droit  ayant  cette  droite  pour  bissectrice  est  bien  déterminé  et  coupe  l'hyperbole  aux  deux  centres 
de  C  et  C,  la  ligne  des  centres  est  donc  bien  déterminée.  La  correspondance  qui  existe  entre  les  deux  fais- 
ceaux est  une  correspondance  (i,  2)  et  le  lieu  de  leurs  intersections  est  une  cubique  ayant  un  point  double  au 
point  0  et  un  point  simple  k  l'infini  sur  la  seconde  bissectrice  de  l'angle  des  axes. 

Les  tangentes  au  point  0  sont  les  droites  qui  correspondent  k  la  seconde  bissectrice  elle-même  ;  or  elle 
coupe  l'hyperbole  en  0  et  en  P,  les  droites  qui  les  joignent  au  point  U  sont  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
des  axes,  leurs  bissectrices  sont  les  axes  eux-mêmes  ;  ce  sont  donc  les  tangentes  au  point  0. 

La  tangente  au  point  à  l'infini  sur  la  seconde  bissectrice  est  rejetée  à  l'infini,  car  l'un  des  centres  de  simi- 
litude ne  s'éloigne  k  l'inlini  dans  celte  direction  que  lorsque  les  droites  joignant  l'origine  aux  centres  de  C  et 
de  0'  coïncident  avec  les  axes,  c'est-à-dire  lorsque  la  ligne  des  centres  est  rejetée  à  l'infini  ;  mais  alors  l'autre 
centre  de  similitude  est  aussi  à  l'infini  et  la  cubique  a  un  second  point  k  l'infini  sur  la  première  bissectrice. 

Il  est  d'ailleurs  évident  a  priori  que  la  droite  OP  est  un  axe  de  symétrie  de  la  figure  tout  entière,  et,  par 
suite,  un  axe  de  symétrie  de  la  cubique  que  nous  venons  de  trouver. 

J .  HAAG,  lycée  de  Nancy. 


Si  CONCOURS  DE  1902 


CONCOURS  DE  1902   (Suite) 


ÉCOLE  CENTRALE   (Deuxième  Session). 


Mathématiques. 
(15  septembre,  de  7  II-  à  11  li.) 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE    ET   CINÉMATIQUE 

1156.  —  La  lettre  t  représentant  un  paramètre  réel  arbilraire,  on  considère  le  point  M  du  plan  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont  : 

t--\-\  2(  —  1 

l"  Etudier  les  variations  de  x,  et  aussi  celles  de  y,  lorsque  t  croit  de  —  »  à  +  » . 

2»  Considérant  la  ligne  S  lieu  du  point  M,  donner  la  formule  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
fonction  de  la  valeur  to  du  paramètre  qui  détermine  le  point  de  contact. 

Appliquer  cette  formule  aux  points  remarquables  :  point  d'inflexion,  point  de  rebroussement.  —  Asymp- 
totes de  la  ligne  S.  —  Tracer  la  courbe  S. 

3°  La  lettre  t  représentant  le  temps,  on  demande  de  discuter  la  vitesse  du  point  M  sur  la  trajectoire  S, 
pour  les  valeurs  de  t  supérieures  à  1/2. 

MÉCANIQUE 

1157.  —  1"  Enoncer  et  démontrer  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  d'un  corps  solide 
invariable  sollicité  par  des  forces,  sachant  que  ce  corps  a  un  axe  fixe  autour  duquel  il  ne  peut  que  tourner. 

2°  La  fixité  de  cet  axe  étant  obtenue  en  fixant  deux  de  ses  points,  établir  les  relations  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  réactions  exercées  par  ces  points  sur  le  corps  en  équilibre. 

3°  Une  portion  de  plan  indéformable,  limitée  par  le  rectangle  ABCD  (AB  =  4,  BC  =  12),  qui  a  deux 
points  fixes  E,  F,  milieux  des  côtés  opposés  AB,  CD,  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  P,  Q,  R,  lors- 
qu'elle est  horizontale.  P  et  Q  orthogonales  avec  EF,  sont  appliquées  l'une  P  en  I,  au  1/6  de  DE  à  partir  de 
D,  l'autre  Q  en  H,  au  1/3  de  EG  k  partir  de  E. 

Les  projections  sur  l'axe  DC,  comptés  positiveinenl  de  D  vers  C,  des  vecteurs  qui  représentent  ces  forces 
sont   — 2  et +  3,    et  les  projections  de  ces  mêmes  vecteurs  sur  la  verticale  (dirigée  de  haut  en  bas)  sont  4  et  S. 

Calculer  l'intensité  de  la  force  R  sachant  qu'elle  est  verticale  et  que  son  point  d'application  est  le  milieu 
K  de  DE. 

4°  Représenter  les  projections  des  forces  P,  Q,  R,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  EF. 

Physique  et  Chimie. 

L  —  Mesure  des  indices  de  réfraction  des  solides  et  des  liquides.  Méthode  du  duc  de  Chaulnes.  Méthode  de 
Descartes.  Méthode  de  la  réflexion  totale. 

IL  —  1158.  —  Deux  boules  métalliques  dont  la  distance  des  centres  est  d  centimètres  sont  chargées  posi- 
tivement, la  première  d'une  masse  électrique  +Q,  la  seconde  d'une  masse  +  y.  Une  balle  de  sureau  est 
assujettie  à  se  déplacer  sur  la  ligne  des  centres.  Déterminer  la  position  d'équilibre. 

Application  :     d  =  50'^™,    +  Q  =  1 6,    -t-  j  =  4. 

III.  —  Acide  hydrosulfureux. 

IV.  —  1159.  —  On  demande  de  préparer  les  composés  suivants  en  prenant  pour  chaque  expérience  une 
molécule-gramme  d'orthophosphate  tricalcique. 

1°  Le  trichlorure  de  phosphore.  On  utilisera  directement  l'orthophosphate  sans  préparer,  au  préalable, 
avec  lui,  le  phosphore  libre. 

2°  Le  perchlorurc  de  phosphore. 

3°  L'acide  métaphosphorique. 

4°  Le  phosphure  d'hydrogène  gazeux. 
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Indiquer  la  marche  des  expériences,  écrire  les  équations  et  calculer  les  poids  des  composés  obtenus  sauf 
pour  le  phosphure  d'hydrogène  dont  on  déterminera  le  volume  sans  faire  de  corrections. 
(Chaque  candidat  re(;oit  un  tableau  des  poids  atomiques.) 

{iâ  septembre,  de  2  h.  à  5  h.} 

Géométrie  descriptive. 

INTERSECTION    d'uN    TORE    ET    D'uN    CONE 

1160.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  le  triangle 
equilaléral  ABC  de  ISO"""  décote.  Ce  triangle  est  la  trace  horizontale  d'un 
tricdre  trirectanglc  SAliC  dont  le  sommet  »■  est  situé  en  dessous  du  plan 
horizonlal. 

On  déterminera  la  projection  des  3  arêtes  de  ce  trièdre. 

On  considère  une  sphère  dont  le  centre  w  est  au  milieu  de  la  droite  AB; 
le  rayon  de  celte  sphère  est  de  10""°.  I.e  grand  cercle  vertical  GK  de  cette 
sphère,  en  tournant  autour  de  l'arête  SC  du  trièdre,  engendre  un  tore  dont 
on  déterminera  l'intersection  avec  le  cône  de  sommet  S  circonscrit  à  la 
sphère. 

On  représentera  le  tore  avec  l'entaille  conique  t'n  limitant  la  surface  du 
tore  aux  deux  faces  ASC  et  BSC  du  trièdre  donné. 

Cadre  de  2'i'=°'  sur  45.  C  est  à  égale  distance  des  petits  côtés  et  à  50°"°  du 
bord  supérieur. 


Titre  extérieur  : 
Titre  intérieur  : 


GKOMETHIE  DESCIUPTIVE. 
TOnE  ENTAILLÉ  l'AR  UN   CÔNE. 


Trigonométrie . 


PROBLEME. 


[16  septembre,  de  7  ti.  à  11  h.) 


1161.  —  On  donne  deux  circonférences  dont  les  rayons  sont  H  et  II'.  Elles  ont  une  corde  commune 
AD  =  d.  On  donne  en  outre  une  corde  qui  passe  par  le  point  D  et  coupe  les  circonférences  aux  points  B  et  C 
respectivement.  Sa  longueur  est    BC  =  a. 

1°  Hésoudre  le  triangle  BAC. 

2"  Hésoudre  ce  triangle  en  supposant  que  BC   est  la  plus  grande  corde  possible.  Dans  cette  hypothèse, 

chercher  l'accroissement  de  l'angle  .-V.  en  supposant  que  U  varie  de  AR,  II'  de  AU'  et  en  négligeant  les  produits 

et  les  puissances  des  accroissements. 

{16  septembre,  de  2  tt.  à  4  li. 

CALCUL 

1162.  —  Calculer  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont  à  l'équation 

tg  (60a;  +  a)  =  /a^  log  COS'-  3a, 
a  =  51°  25'  32"  45,  a  =  2,005475. 

{16  septembre,  de  4  h.  à  5  h.) 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  préparatoires). 

Algèbre. 
1163.  —  Etant  donné  un  triangle  rectangle  AOB  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit    OA  =  a    et    OB  =  b, 

on  mène  au  côté   OB   les  deux  parallèles   CD   et   EF,    comprises  entre  ce  côté 
OB   et  le  sommet  A,  et  à  la  distance    CE  =  c    l'une  de  l'autre. 
Soit  œ  la  distance  du  point  0  au  milieu  M  de  CE. 
1°  Déterminer  x   de  manière  que  le  volume  engendré  par  le  trapèze   CDEF 
en  tournant  autour  de  OB  ait  une  valeur  donnée  V. 

2°  Discuter  et  déduire  du  résultat  de  la  discussion  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  V. 

Appelons  V'i  le  maximum  de  V  et  rf  la  valeur  correspondante  de  OC. 
3°  Prenant    b  =  —,    déterminer  c  en  fonction  de  a  de  manière  que  Vi  soit  égal  au  volume  de  la  sphère 
ayant  d  pour  diamètre 

4»  Indiquer  le  nombre  des  racines  de  léqualion  en  c  ainsi  obtenue  qui  conviennent  à  la  question. 

[Durée:  3  h.  Ii2.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Géométrie  analytique. 

1164.  —  Lieu  du  jioint  de  concours  n  des  normales  à  une  parabole  aux  points 
m  et  m'  où  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  sécante  mm'  qui  passe  par  un  point 

'""^  ^^-  (Durée:  3  II.  il 2.) 

Lavis 

Exécuter  a  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  on  k  teintes  fondues,  le  lavis  d'une 
sphère  de  14"^"  de  diamètre. 

^  [Durée  :  3  li.  1/2.) 

Epure  de  Géométrie  descriptive. 

Le  segment  de  front  AB,  dont  les  projections  ab,  a'b'  sont  définies  par  le  croquis  ci-joint,  est  une  arête 
d'un  tétraèdre  régulier  dont  une  autre  arête  AC  est  horizontale  (le  sommet  C  étant  en  avant 
du  plan  de  front  de  AB),  et  dont  le  quatrième  sommet  S  est  situé  au-dessus  de  la  face  ABC. 

Représenter  la  partie  de  ce  tétraèdre  qui  est  extérieure  k  la  sphère  de  sommet  S  tangente 
k  la  face  ABC. 

Aux  points  où  les  arêtes  SA,  SB,  SC  rencontrent  cette  sphère  on  déterminera  les  tan- 
gentes k  l'intersection  de  la  sphère  et  du  tétraèdre. 

Nota.  —  Le  solide  k  représenter  sera  dessiné  en  noir,  les  arêtes  cachées  étant  indiquées  en 
pointillé.  Les  lignes  de  construction  seront  tracées  en  rouge,  les  tangentes  demandées  en  bleu. 

♦ {Durée:  3  II.  1/2.) 


QUESTIONS    PROPOSEES 


1165.  —  Par  le  point  de  contact  0  de  deux  cercles  tangents  et  de  rayons  R  et  R',  on  fait  passer  un  cercle 
qui  passe  en  outre  par  un  point  fixe  A  de  la  ligne  des  centres  et  qui  rencontre  les  cercles  donnés  en  deux  points 
variables  M  et  M'. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'  et  montrer  les  changements  de  forme  de  la  courbe  quand  on  fait 
varier  la  longueur    OA  =  2a.  V.  Hioux. 

1166.  —  On  donne  un  cercle  fixe  (c)  et  un  point  fixe  I.  Par  un  point  A  on  mène  une  sécante  variable 
ABC  ;  les  droites  IB,  IC  coupent  (c)  aux  seconds  points  B'C.  Montrer  que  la  droite  B'C  passe  par  un  pointfixe  A'. 

La  correspondance  entre  les  points  A  et  A'  est  uniforme  et  réciproque.  Trouver  le  lieu  des  points  A 
confondus  avec  leurs  correspondants.  Trouver  le  lieu  des  points  A  qui  ont  pour  correspondants  des  points  k 
l'infini. 

Quand  le  point  A  décrit  une  droite,  il  en  est  de  même  du  point  A'.  Plus  généralement,  quand  le  point  A 
décrit  une  courbe  quelconque,  le  point  A'  décrit  une  courbe  de  même  degré. 

La  transformée  d'un  cercle  est  une  conique  (F);  discuter  son  genre.  On  suppose  que  le  cercle  passe  par 
deux  points  fixes  ;  lieu  du  centre  de  (r). 

Dans  le  cas  où  (P)  est  une  parabole,  trouver  ses  éléments.  M.  Rebeix. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


DEMONSTRATION  POUR  LES  POLYGONES  DE  PONGELET 

par  M.   G.   Fontené 


Le  lieu  du  dernier  sommet  d'un  polyj^one  de  »!  côtés  circonscrit  à  une  conique  S,  et  dont  n — 1 
sommets  décrivent  une  conique  S',  est  une  conique  S";  car,  sur  une  tangente  quelconque  à  la  conique 
S,  il  existe  seulement  deux  points  du  lieu.  Les  sommets  sur  S'  étant  A,,.^.,...,  A„.,,  le  sommet 
libre  étant  A„,  prenons  pour    A„+,    si    »i    est   impair,   l'un  des  quatre  points  communs    aux   deux 

coniques,  pour    A„  et    A„       si    u    est    pair,    le    point    de  contact  avec    S'    do    l'une  des  quatre 

tangentes  communes  aux  deux  coniques  ;  de  cette  façon,  deux  sommets  dont  les  indices  ont  pour  somme 
>i  + 1  sont  confondus,  jusqu'aux  sommets  A.  et  A„_i  ;  on  obtient  le  sommet  A,  sur  la  tangente 
A,A,,  et,  quand  on  mène  les  tangentes  qui  partent  des  points  A„_,  et  A,,  pour  déterminer  le 
point  A„,  comme  la  première  tangente  passe  en  Ai,  ce  point  A„  est  en  Aj  c'est-à-dire  sur  la  conique 
S'.  La  recherche  d'un  polygone  de  n  côtés  circonscrit  à  S  et  inscrit  à  S'  est  donc  généralement  un 
problème  impossible,  qui  devient  indéterminé  si  la  conique  S"  se  confond  avec  la  conique  S':  il  sutïît 
pour  cela  que  le  problème  ait  une  solution.  On  peut  faire  le  raisonnement  corrélatif. 

Cette  démonstration  du  théorème  de  Poncelet  est  une  réduction  de  celle  qui  a  été  donnée  par 
M.  Hurwit:  (Mathematische  Annnleii,  1879)  en  employant  les  idées  de  correspondance,  et  qui  a  été  depuis 
retrouvée  par  divers  auteurs.  On  a  remarqué  depuis  longtemps  que,  pour  des  polygones  ayant  au  moins 
cinq  côtés,  l'existence  d'une  solution  entraine  l'indétermination  par  ce  seul  fait  que  la  recherche  d'un 
sommet  est  un  problème  du  4«  degré  dont  on  a  au  moins  cinq  solutions  ;  les  considérations  précédentes 
n'en  conservent  pas  moins  leur  intérêt,  même  pour  ce  cas,  en  donnant  l'explication  du  paradoxe.  On 
peut  y  joindre  les  remarques  faites  dans  le  numéro  de  février  1901. 


SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR  ET  LA  FORMULE  DU  BINOME 

par  M.  A.  Tresse,  professeur  au  collège  KoUin. 


Il  est  intéressant  de  déduire  la  formule  de  Tajlor  pour  le  cas  d'un  polynôme  entier  en  x  des  pre- 
mières notions  du  calcul  algébrique  des  polynômes;  la  preuve  que  j'en  donne,  sans  être  nouvelle, 
comme  je  l'espère,  doit  être  cependant  peu  connue. 

On  a.ppe\\e  dérivée  on  dérivée  jjreiniihr  d'un  polynôme  entier  en  x,  f(x),  et  on  désigne  par /"'(x),  le 
coefficient  de  h  dans  le  développement  du  polynôme  entier  en  h,  f{x  -+-  h).  On  appelle  dérivée  d'ordre 
p,  et  on  désigne  par  fÇx),  la  dérivée  de  la  dérivée  d'ordre    p  —  1. 


S8  SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR  ET  LA  FORMULE  DU  BINOME 


L'existence  de  ces  dérivées  est  immédiate.  De  ces  définitions  on  déduit  de  suite  les  conséquences 
bien  connues  qui  suivent  : 

la  dérivée  d'une  conslnnle  est  nulle  ; 

la  dérivée  de  x  est  un  ; 

la  dérivée  d'une  somme,     /'-ht?    est  la  somme  des  dérivées    f  -f-  ç-'  ; 
la  dérivée  d'un  produit /'a- est    /y -t- tp/"',    car    (/"-h/*/'' -H  ...)(?  + ''r' +•••)=/'?  H- '' (/V +  */'') -t- •• - 

on  en  déduit  enfin  la  dérivée  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs,  et,  en  particulier,  la 
dérivée  d'une  puissance  /"',  savoir    inf'^'f'. 

La  dérivée  de  x'"  est  mx'""', 

et  celle  de  aa;'",  max"'~'. 

Formule  de  Taylor.  —  Soit  f[x)  un  polynôme  entier  en  x,  de  degré  m  ;  a  priori  on  a 

f{x  +  h)  ^  fix)  +  hf,{x)  +  hY,{x)  +  .  . .  -^  li"-'f,.-i{x)  -+■  h>'f,{x)  +  .  .  .  -^  h-^Ux), 
o\x  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  x. 

Il  en  résulte  pour    f{x  -h  /(  -h  /)     les  deux  développements  suivants  : 

f{x  +  /i  -H  /.■)  ^  f{x  +  li)  -\-  kf,{x  -hk)-h  ...  +  h'"'f,,M3.'  -H  A-)  -I-  . .  .  +  lrfr„ix  -+-  k), 
et  f{x  +  /i  +  A-)  ^  f{x)  +  (/i  +  k)f,{x)  -^  . . .  +  (/i  +  k)Pf,.ix)  +  .  .  .  -^  (/(  +  k}''-f,„{x). 

Cherchons  dans  chacun  d'eux  le  coefficient  de  h''~'k.  Dans  le  premier,  il  suffit  de  prendre  le  coeffi- 
cient de  k  dans  le  développement  de  /^_,(a;-t-  k),  c'est-à-dire  /"',,_,  ;  dans  le  second,  il  suffit  de  remar- 
quer que  le  coefficient  du  monôme  de  degré  p  en  /('''/.-  ne  peut  provenir  que  de  l'ensemble  des  termes 
de  degré  p  en  /(  et  k,  c'est-à-dire  de  {h  +  k)p.  Or,  dans  (/;+/.)''  le  coefficient  de  k  est  ph''~', 
puisque  la  dérivée  de  x''  est  px"~'  ;  le  coefficient  cherché  est  donc  pfjj[x).  Donc 

1 

pf,  =  f'f-i,        ou        fj,=  — /;,-!. 


F 


et,  par  suite,  de  proche  en  proche, 

/■^  =  4-  </''^'  =  Y  /'"' 


3     '-'         2.3 


et,  généralement  f,.  =  1  (/•,_,)'  =   ^3        *p_i)p   f'"- 

D'où  la  formule  de  Taylor  : 

A-  -^  A)  =  A-)  Hr  4  /X^)  +  -^  r(^)  +  ■  •  •  -^  T2^  ^'"  (^0  +  .  •  •  +  T2^^  /'""(*■)• 

Binôme  de  Newton.  —  En  appliquant  ce  résultat  au  polynôme    f{x)  =  x'",     on  trouve  la  formule  du 
binôme 

(x  -h  /i)'"  =  X"'  -\ —  /u'"'-i  -\ ■ '■  h^x'"-^  -+-       .  H ^^ ^^ hKv"'^!'  -+■     .  . 

1  1.2  1.2  ...  (p  —  l)p 

m(m—l)  ...  3.2.1    , 

1.2.3  ...  f)/!  — l)w 
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4101.  —  On  donne  deux  droilm  fixes,  D  et  D',  et  on  ronsidère  une  droite  mobile  A  gui  s'appuie  sur 
ces  deux  droites. 

l»  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  A  sur  la  droite  A. 

2°  Ce  lieu  est  une  surface  cubique  qui  contient  les  droites  D  et  D'.  Montrer  que  tout  plan  passant  par 
D  ou  par  D'  coupe  cette  surfçLce  suivant  un  cercle.  Faire  voir  qu'il  y  a  d'autres  séries  de  sections  circulaires. 

3"  Trouver  le  lieu  des  ares  des  cercles  dont  les  plans  passent  par  la  droite  D. 

Prenons  pour  axes  les  axes  de  symétrie  des  deux  droites  ;  la  perpendiculaire  commune  pour  axe 
des  s,  et  les  deux  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des  deux  droites  menées  par  le  milieu  de  la 
portion  comprise  entre  elles,  pour  axes  des  .i  et  des  j/. 

Les  équations  des  deux  droites  seront 

et,  en  désignant  par  a  et  a'  les  abscisses  de  deux  points  pris  respectivement  sur  D  et  D',  nous  aurons 
immédiatement  les  équations  de  la  droite  mobile, 

X — ï  7  —  »!ï  ï  —  h 

a'  —  a    ~  — m(a  -+-  a')    ""     —  2A 

Posons  alors,  pour  simplifier,     a'-+-a  =  2«,     -/  — «  =  2y,     nous  aurons     x  =  u  —  v,    %'  =  u-hv, 

puis  les  équations  précédentes  deviendront 

X  —  u-\-v   _   y — in[u  —  v)    _    z  —  h 

0  —  mu  —  h 

X  —  a  1/  -I-  mv  z 

ou  =  -^ =  — T  ■ 

V  —  mu  —  Il 

Soient  alors  a,  b,  c  les  coordonnées  du  point  A;  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  mobile  mené 
par  ce  point  a  pour  équation 

y(.r  —  n)  —  mu{y  —  b)  —  h(z  —  c)  =  0, 

et  il  est  aisé  d'éliminer  u  et  o  entre  les  équations  de  la  droite  et  celle  du  plan:  les  deux  premières 
peuvent  s'écrire,  en  égalant  successivement  les  deux  premiers  rapports  au  troisième, 

Ini  —  vz  —  lix  =  0, 

mzu  —  limv  —  hy  —  0, 
et  elles  donnent 


yz  —  rnhx  liy  —  mxz  m(z- — h-]  ' 

l'équation  de  la  surface  est  donc 

(1)  (a-  —  a)(hy  —  mxz)  -t-  m{y  —  l)){mhx  —  yz)  h-  m{z  —  c)(h-  —  3'-)  =  0. 

Elle  représente  une  surface  du  troisième  degré  qui  contient  les  droites  D  et  D',  car  si  on  coupe  par 
le  plan  :  — ft  =  0  ou  par  le  plan  :  + /i  =  0,  on  trouve  y  —  mx  ou  y -\- mx  en  facteur.  Faisons 
z  =  h    dans  l'équation;  nous  obtenons 

(y  —  mx)\x  —  a  —  m[y  —  b)]  =  0  ; 
ce  plan  coupe  donc  la  surface  suivant  une  droite  à  l'infini,  suivant  la  droite  D  et  suivant  une  autre 
droite  qui  passe  par  la  projection  du  point  A  sur  le  plan    z  =  h    et  qui  est  perpendiculaire  à  la  seconde 
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droite  D' ;  de  même,  en  faisant  z=—h,  nous  obtenons  [y -^mx^x— a~\-m(y  —  b)\  =  0,  c'est-à- 
dire  une  droite  à  l'infini,  la  droite  D'  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  direction  de  D,  dans  le  plan 
z  =  —  h,  de  la  projection  du  point  A  sur  ce  plan.  Pour  abréger  le  discours,  nous  désignerons  ces 
deux  nouvelles  droites  situées  sur  la  surface  par  A  et  a'. 

2°  Les  directions  asymptotiques  de  la  surface  sont  données  par  :  =  0  el  a;--!-»/^  -f-  :-  —  0;  les 
quatre  droites  D,  D',  A,  a'  ont  leurs  points  à  l'infini  dans  le  plan  i  =  0.  Il  existe  d'autres  droites 
parallèles  à  ce  plan  qu'on  obtient  en  faisant  z  ~l  dans  l'équation  de  la  surface  et  écrivant  ensuite  que 
la  conique  ainsi  obtenue  se  réduit  à  deux  droites  ;  on  trouve  ainsi  une  équation  du  cinquième  degré  en 
X  qui  admet  les  deux  racines  /«et  —  h  et  trois  autres  racines  X,,  X^,  X.,  ;  à  chacune  d'elles  correspondent 
deux  droites  situées  dans  le  plan  correspondant  ;  =  X  ;  il  y  a  donc  encore  six  droites  situées  sur  la 
surface  et  qui  ne  sont  pas  des  droites  isotropes. 

Gela  posé,  menons  un  plan  quelconque  par  l'une  de  ces  dix  droites,  il  coupera  la  surface  suivant  une 
cubique  circulaire  qui  se  décompose  en  la  droite  envisagée  et  un  cercle  :  il  y  a  donc  dix  séries  de  sec- 
tions circulaires  situées  sur  la  surface. 

Pour  mettre  en  évidence  les  cercles  situés  dans  les  plans  qui  passent  par  la  droite  D,  nous  allons 
d'abord  transformer  l'équation  de  la  surface  :  à  cet  effet,  nous  écrirons 

hy  —  mxz  =  h(i/  —  mx)  +  mxih  —  :) 
et    mhx  —yz  —  h{mx  —  y)  -)-  y(h  —  ;),     et  nous  aurons  pour  équation  nouvelle 

m{h  —  z)[x{x  —  a)  -h  y{y  —  b) -\- (h -\- z)(z  —  c)] -h  {y  —  mx)[h{x  —  o)  —  mh{y  —  h)]  —  0. 

Posons  alors    ;/  —  mx  =  l{h  —  z)  ;     /(  —  ;     se  mettra  en  facteur  et  il  restera  la  sphère 
m[x(x  —  n)  -t-  y  (y  —  é)  H-  (A  -+-  z)(z  —  c)]  -+-  Ih  [x  —  a  —  m{y  —  1))]  =  0  ; 
ce  résultat  nous  montre  bien  que  le  plan  conduit  par  la  droite  D  coupe  la  surface  d'abord  suivant  cette 
droite,  puis  suivant  un  cercle  dont  les  deux  équations  sont  données  par  la  réunion  de  celles  du  plan  et  de 
la  sphère. 

3°  Pour  avoir  le  lieu  des  axes  de  ces  cercles,  nous  abaisserons  du  centre  de  la  sphère  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan  et  nous  éliminerons  X  entre  les  deux  équations  de  la  droite  ainsi  obtenues;  ces 

équations  sont 

m(^x  —a)-{-lh         m{^y  —  b]  —  Ihm    _    mC^z  -\-li  —  c) 

—  m  1  X 

11  suffit  alors  d'égaler  les  deux  premiers  rapports  pour  avoir  une  valeur  de  X, 

_    m^C^y  —  b)-+-  jn(2x  —  a) 

Si  l'on  multiplie  ensuite  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  m  et  qu'on  l'ajoute  terme 
à  terme  au  second,  on  obtient  un  rapport  indépendant  de  X  et  qu'il  suffit  d'égaler  au  dernier  pour  avoir 

une  nouvelle  valeur  de  X, 

^  _    (1— m^)(2:-t-/i-c)^ 

~    m(2x — a) -1-2)/  —  b 

Ces  deux  valeurs  de  X  égalées  entre  elles  fournissent  l'équation  de  la  surface: 

(2)  m[m[<2y  —  6) -f-  2x-  —  a][m(2x—  a)  -h  2»/  -  h]  +  fi(i  —  m')H'2z  +  //  —  c)  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  parabolo'ide  hyperbolique  dont  les  deux  plans  directeurs  principaux  sont 

m(2y  —  6)  -+-  2a-  —  «  =  0  el  ?M(2.r  —  a)  -H  2»/  —  6  =  0 

et  dont  le  plan  tangent  au  somnaet  est 

2:-+-/«— 6-  =  0. 

,1.    IIAAG   et  G.    DULIMBERT. 

Honnrs  solutions  :  MM.  M.  Iîedhx,  <!lè\8i;le  l'Ecole  noiniale  supi'rieiire  ;  Sainte  LagIIe,  élève  au  Lycée  do  Bordeaux, 
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Solution  géométrique.  —  Joignons  le  point  A  à  un  point  M  quelconque  de  D,  et  élevons  en  M  un 
plan  pt'rpeniiiciilaire  à  AM  qui  rencontre  D'  en  M',  la  droite  i\lM'  est  une  droite  A  qui  donne  comme  point  du 
lieu  le  point  M  ;  nous  trouvons  ainsi,  une  fois  et  une  seule,  cliaque  point  de  D  ;  donc  la  droite  D  l'ait  partie 
du  lieu  et  est  une  ligne  simple  de  la  surface.  Cela  posé,  menons  un  plan  quelconque  par  la  droite  D  et  soit  B 
son  point  de  rencontre  avec  D' ;  toutes  les  droites  du  plan  qui  passent  en  B  sont  des  droites  A  et  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  droites  du  point  A  est  sur  la  sphère  de  diamètre  AB  ;  c'est  donc 
le  cercle  d'intersection  de  cette  sphère  avec  le  plan.  Par  conséquent  tout  plan  mené  par  la  droite  D  coupe  la 
surface  suivant  la  droite  D  et  un  cercle,  c'est-à-dire  suivant  une  ligne  du  troisième  ordre  ;  cette  surface  est 
une  surface  cubique.  N'ous  montrerions  de  la  même  façon  que  tout  plan  passant  par  D'  coupe  la  surface  aussi 
suivant  un  cercle  et  la  droite  I)'. 

On  peut  voir  autrement  d'une  façon  aisée  que  la  surface  est  du  troisième  ordre  :  il  suffit  de  remarquer 
d'abord  que  le  point  A  est  un  point  simple  du  lieu,  ce  qui  est  évident  puisque  par  ce  point  on  peut  mener  une 
droite  et  une  seule  qui  s'appuie  sur  D  et  D' ;  puis,  de  chercher  combien  il  y  a  d'autres  points  du  lieu  situés  sur 
une  droite  quelconque  qui  passe  en  A.  Soit  Di  une  telle  droite  ;  si  l'on  fait  glisser  sur  Di,  D  et  D'  une 
droite  A,  elle  engendre  un  hyperboloïde  et  il  y  a  deux  points  de  Di  en  lesquels  elle  est  perpendiculaire  à  cette 
droite,  ce  sont  les  deux  points  de  rencontre  de  Di  avec  la  sphère  de  Monge  ;  donc  il  y  a  en  tout  trois  points  du 
lieu  sur  une  droite  quelconque  passant  en  A  ;  par  conséquent  la  surface  est  du  troisième  ordre. 

Quand  le  plan  que  nous  avons  mené  par  la  droite  D  tourne  autour  de  celte  droite,  ses  directions  isotropes 
engendrent  le  cône  isotrope;  donc  la  surface  cubique  admet  pour  points  à  l'inlini  les  points  du  cercle  imagi- 
naire de  l'inlini,  et  par  suite,  en  plus,  ceux  dune  droite  ;  cette  droite  est  évidemment  la  droite  à  l'inlini  d'un 
plan  mené  parallèlement  à  D  et  à  D',  d'abord  parce  qu'elle  contient  les  deux  points  à  l'mlini  de  D  et  de  D', 
puis,  parce  que  c'est  une  droite  A  de  direction  indéterminée  dans  ce  plan.  D'autre  part,  on  sait  que  par  une 
droite  d'une  surface  cubique  on  peut  mener  cinq  plans  qui  la  coupent  suivant  deux  droites  ;  il  y  a  donc  cinq 
plans  parallèles  à  0  et  à  D'  qui  coupent  chacun  la  surface  cubique  suivant  deux  droites  à  distance  finie,  en 
tout  dix  droites  qui  ne  sont  pas  des  droites  isotropes  et  qui  sont  sur  la  surface  cubique  ;  parmi  ces  cinq  plans  se 
trouvent  les  plans  z  z=  h  et  i  =  —  A  qui  fournissent  les  (pialre  droites  que  nous  avons  remarquées. 
Chacune  de  ces  dix  droites  fournit  une  série  de  sections  circulaires  de  la  surface. 

Nous  avons  montré  antérieurement  comment  est  placé  le  cerclesitué  dans  un  plan  passant  par  la  droite  D. 
Nous  aurons  son  axe  en  abaissant  du  milieu  de    AB    une  perpendiculaire  sur  le  plan  envisagé  ;  or  le  milieu 

de  AB  décrit  une  droite  homothétique  de  D'  par  rapport  à  A  et  dans  le  rapport  -^  ;  c'est  une  parallèle  à  D', 

D'i  ;  par  conséquent  l'axe  du  cercle  s'appuie  constamment  sur  la  droite  fixe  b\  et  reste  parallèle  à  un  plan  fixe, 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D  ;  il  s'appuie  donc  en  outre  sur  une  droite  à  l'infini,  la  droite  située  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D.  D'autre  part,  le  faisceau  des  plans  qui  tournent  autour  de  la  droite  D  est 
homographique  à  la  série  B,  et  le  point  B',  milieu  de  AB,  décrit  une  série  lioniographique  à  la  série  B;  en 
outre,  la  perpendiculaire  abaissée  de  B'  sur  le  plan  mobile  trace  sur  la  droite  à  l'infini  du  plan  perpendiculaire 
à  D  une  série  homographique  à  ce  faisceau  de  plans  ;  donc  l'axe  du  cercle  trace  sur  deux  droites  fixes  deux 
divisions  houiographiques,  par  suite,  il  engendre  une  quadrique  qui,  dans  le  cas  actuel,  est  nécessairement  un 
paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  perpendiculaire  à  la  droite  D.  L'autre  plan  directeur  con- 
tient la  droite  à  l'infini  du  système  formé  par  les  axes  des  cercles  ;  c'est  donc  le  plan  mené  par  le  point  A 
parallèlement  à  D'  et  perpendiculaire  en  outre  au  plan  défini  par  les  directions  de  D  et  de  D'. 

Parmi  les  droites  situées  sur  la  surface  nous  avons  vu  que  les  deux  droites  D  et  D'  sont  évidentes  ;  il  y  en  a 
deux  autres  qui  sont  évidentes  aussi  ;  ce  sont  celles  qu'on  obtient  en  considérant  les  droites  A  qui  passent  aux 
points  a  l'infini  sur  D  et  D'.  Si  on  considère  en  efl'et  les  droites  qui  passent  au  point  à  l'infini  sur  D',  elles 
forment  un  faisceau  parallèle  qui  s'appuie  sur  D  et  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  A 
sur  ces  droites  est  une  droite  perpendiculaire  à  D'  située  dans  le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  D'. 

.1.  HAAG,  lycée  de  Nancy,  et  SAINTE-LAGUE,  lycée  de  Bordeaux. 
Bonne  solution  :  M.  Rebeix. 


1108.  —  Par  un  point  M  pris  sur  une  génératrice  G  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  on  mène  la  per^ 
pendiculaire  Mm  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  et  l'on  fait  tourner  le  point  m,  pied  de  cette  perpendicu- 
laire, de  9l3°  de  Ox  vers  Oy  autour  du  point  0  pour  l'amener  en  m'  ;  enfin,  par  le  point  m'  ainsi  obtenu 
on  mène  la  parallèle  Gi,  à  la  normale  en  M  à  l' hyperboloïde. 
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{"  Prouver  que  lorsque  le  point  M  décrit  la  génératrice  G,  la  droite  Gi  ^e  meut  dans  un  plan  P,  et 
trouver  l'enoeloppe  de  ce  plan  P  quand  G  se  déplace  sur  l'hyperholoïde  ; 

2°  Prouver  que  la  droite  G,  enveloppe  une  parabole  (tz)  dans  le  plan  P,  et  trouver  le  lieu  de  cette 
parabole  quand  G  se  déplace  sur  l'hyperholoïde  ; 

^0  Montrer  que  d  reste  tangente  à  l'enveloppe  du  plan  V  et  au  lieu  de  la  parabole  (u),  et  trouver  le  lieu 
du  milieu  des  points  de  contact  qui  correspondent  à  une  même  position  de  G,. 

Soit      — — h- -1=0    l'équation  de  l'hyperboloïde  rapporté  à  ses  axes;  les  équations 

a^         b^         c2 

d'une  génératrice  sont 

—  =  —  sino-+-  cos  ç 
a         c         ' 

(G)  , 

^  = cos  ï>  +  sin  tp 

h  c 

et  un  point  M  de  cette  génératrice  a  pour  coordonnées 

X  =  «(A  sin  ç -+- cos  <p),  y  =  6(— Xcos  ç+ sin  m),  z  =  cl. 

La  projection  ?n  de  ce  point  sur  le  plan  de  l'ellipse  dégorge  a  pour  coordonnées 

X  =  a(Xsincp +coso),  y  =  6(  —  Xcos<y +  sinç),  ï  =  0; 

par  suite  les  coordonnées  x',  y',  z'  du  point  m'  sont 

x' =  —  y  =  6(Xcoscp  —  sino),  y' =  a;  =  a(X  sin  tp  +  cos  tf),  i' =  0, 

et  enfln  la  droite  G,  a  pour  équations 

X  —  é(X  cos  o — sino)  y — a(X  sin  o -+- cos  i»)    _      z 

X  sin  œ  +  cos  te  — )i  cos  tp -+- sin  9  X 


a  h  c 

1.  Multiplions  les  deux  termes  de  chacun  de  ces  rapports  respectivement  par  asintp,  —bcoso^c 
et  ajoutons  terme  à  terme.  Nous  obtenons  un  nouveau  rapport  égal  aux  trois  premiers  et  dont  le  déno- 
minateur est  nul.  Par  suite  le  numérateur  est  également  nul,  ce  qui  nous  donne 

(P)  ax  sin  a  —  if/  cos  o  -\-cz +  ah  =  0; 

cette  équation  est  indépendante  de  X,  elle  représente  un  plan  P  qui  contient  toujours  la  droite  G,  quand 
le  point  M  décrit  la  droite  G. 

On  voit  aisément  que  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  la  droite  G  et  que  sa  trace  sur  le  plan  des  xy 
est  la  droite  obtenue  en  faisant  tourner  de  90°  de  0.r  vers  Oy  la  projection  de  la  droite  G  sur  le  plan  de 
l'ellipse  de  gorge. 

L'enveloppe  du  plan  P  a  pour  équation 

a'^x'  -H  bhf  —  [cz  -+■  aby  =  0  ; 
elle  représente  un  cône  parallèle  au  cône  supplémentaire  du  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  et  ayant 

pour  sommet  le  point  de  l'axe  des  :  qui  a  pour  cote • 

2.  La  droite  G,  peut  être  définie  par  les  deux  équations 

.x-  —  6(X  cos  9  —  sin  ç)         y  —  a(X  sin  o  -f-  cos  <f) 
X  sin  çH-cos  9  — Xcoso  +  sint)/ 


a  b 

ax  sin  tp  —  by  cos  tp  -i-  c:  +  ab  =  0. 
On  reconnaît  aisément  que  ce  système  est  équivalent  au  suivant 
(P)  ax  sin  o  —  by  cos  cp  +  C3  -f-  ai  =  0, 

(Q)  aiX^  —  X(aa;  cos  tp  4- èy  sin  cp)  —  c:  =  0. 

Or  quand  X  varie,  le  plan  Q  enveloppe  le  cylindre  parabolique 
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(G)  {axcos  ç  H-  by  sin  œj-  +  4abcz  —  0, 

par  suite  la  droite  G,  enveloppe  la  parabole  tt,  intersection  de  ce  cylindre  et  du  plan  P.  Celte  parabole 
est  tangente  au  plan  des  xij  et  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  est  la  droite  intersection  du 
plan  P  et  du  plan  axcoso-héysino  =  0,  c'est-à-dire  la  génératrice  de  contact  du  plan  P  et  de  son 
enveloppe. 

Pour  avoir  le  lieu  de  la  parabole  tt  quand  o  varie,  nous  éliminerons  »  entre  les  équations  du  plan 
P  et  du  cylindre  C.  Ces  équations  peuvent  s'écrire 

ax  sin  =>  —  by  cos  o  =  —  (c:  -h  ab), 
(axcos  o  -\-  hy  sin  ç)-  =  — kabcz  ; 

élevons  la  première  au  carré,  puis  ajoutons  membre  à  membre,  nous  obtenons 

(C')  a'x'  ■+-  ô-'v'  =  (c:  —  abf, 

c'est  l'équation  d'un  cône  parallèle  au  cône  C  et  passant  par  le  point  de  l'axe  des  :  qui  a  pour  cote 

Les  deux  cônes  C  et  C  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy. 


ah 


3.  La  droite  G,  étant  située  dans  le  plan  P  est  tangente  au  cône  C,  enveloppe  de  P  en  un  point  a 
situé  sur  la  génératrice  de  contact.  La  droite  Gi  est  tangente  à  la  parabole  cr  en  un  point  p  ;  elle  est  par 
suite  tangente  au  cône  C,  lieu  de  celte  parabole.  Le  milieu  du  segment  a^  est  le  milieu  du  segment 
déterminé  sur  une  tangente  à  une  parabole  par  le  point  de  contact  et  le  point  de  rencontre  avec  un  dia- 
mètre fixe.  Le  lieu  de  ce  point  est  visiblement  la  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre  fixe,  c'est-à-dire,  ici 

la  trace  du  plan  P  sur  le  plan'  des  xy. 

P.  MONFRAIX,  lycée  de  Toulouse. 

Bonnes  solulions  par  MM.  J.  Haag,  lycée  de  Naucy,  et  M.  Iîkueis,  i.  MoDtbrisoD. 


1109.  —  Sur  les  côtés  d'un  polygone  plan  et  fermé  P,  on  construit  dans  un  même  sens  de  rotation 
des  triangles  semblables  entre  eux  ;  leurs  somtnels  forment  un  autre  polygone  P'  qui  a  même  centre  de  gravité 
que  le  premier. 

Rapportons  la  figure  à  deux  axes  rectangulaires  situés  dans  le  plan  des  deux  polygones  P  et  P', 
et  désignons  par  A,,  A,,  . .,  A„,  les  sommets  du  premier  polygone,  par  A',,  Aô,  . . .,  A'„  les  sommets  du 

second.  Désignons  aussi  d'une  manière  générale  par  x,,.,  j/*  les 
coordonnées  du  point  A^,  par  x'k,  y[  les  coordonnées  du  point 
Aj.,  par  Pi,  la  longueur  Aa.A,.+,,  par  6^  l'angle  que  ce  segment 
fait  avec  Ox.  Si  nous  supposons  que  le  point  A^.  soit  le  som- 
met du  triangle  construit  sur  AtAj+i,  l'angle  que  fait  A^AÎ  avec 


A^At+i    est  constant  et  le  rapport 


AtA^+, 


est  constant  aussi  ; 


et,  par  suite, 


en  posant  d'une  manière  générale 


appelons  i  ce  rapport  et    z,   l'angle  de  A^A^  avec  AjA^^., 
Nous  aurons  alors 

a^A+i  =  x^-hp^cosBk, 
2/*+i  =  î/i-hp,,sinet. 


u  =  X  -\-  ty, 


V  =  X  —  ly . 
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Nous  aurons  de  même 


puis 


4  =  a?,, -+-ap^COS(ej-|-cp), 


Si  donc  nous  désignons  par  l  le  nombre  fixe  ae'»,  nous  aurons  de  suite 

«;  =  u,, +  )p;,  e'"*  ; 
c'est-à-dire  wi  =  wa  -t-  >(ma+i  —  "a)  ; 

par  conséquent  -mÀ  =  Su^  -i-  Xifuj^,  —  %). 

Or,  il  est  facile  de  voir  que     -(î'a+j  —  «'a)    est  identiquement  nul  ;  par  suite     Smj'  =  -«a-, 
et,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  nous  obtenons 

ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé. 


L.   BICKART. 


Bonne  solutioQ  :  M.  J.  Fuancescuini,  lycée  de  Marseille. 


Autre  solution.  —  On  sait  qu'on  peut  obtenir  le  centre  des  moyennes  distances  de   n   points 

situés  dans  un  plan  de  la  façon  suivante  : 

Par  un  point  0  de  l'espace  on  mène  des  vecteurs  CAj,  OAj,  . . . 
aboutissant  aux  n  points  donnés  ;  on  compose  ces  vecteurs  :  le 
centre  des  moyennes  dislances  est  le  point  où  la  résultante  perce  le 
plan. 

Soient  donc  A,,  A^,  ..,  les  sommets  du  premier  polygone; 
Bi,  B»,  ...,  les  sommets  du  second  polygone  déduit  du  premier 
comme  il  a  été  dit.  Menons  les  vecteurs  OAi,  OAi,  . . .,  OB,,  OBj,  ..., 
composons  les  vecteurs  OA,  et  soit  M  le  point  où  leur  résultante 
perce  le  plan  du  polygone. 

Composons  les  vecteurs  OB  et,  pour  cela,  regardons  chaque 
vecteur  OB  comme  la  résultante  de  deux  vecteurs  OA  et  AB.  Pour 
avoir  la  résultante  des  vecteurs  OB,  nous  formerons  la  résultante  des  vecteurs  OA  (qui  passe  par  M) 
la  résultante  des  vecteurs  AB  et  nous  prendrons  la  résultante  de  ces  deux  vecteurs.  Or  la  résultante  des 
vecteurs  AB  est  nulle,  car  les  vecteurs  AB  sontéquipoUents  aux  côtés  d'un  polygone  fermé,  semblable 
au  polygone  A1A2. .  .A„. 

Donc,  la  résultante  des  deux  systèmes  OA  et  OB  est  la  même,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Gilbert   HÉLITAS. 

Solution  analogue  :  M.  M.  Laurence. 


1112.  —  On  considère  deux  coniques  fixes  \J  et  \  et  leurs  quatre  points  de  rencontre  0,  A,  B,  G. 

Par  le  point  0,  on  mène  deux  sécantes  qui  rencontrent  laconique 
U  en  P  et  P',  la  conique  V  en  Q  et  Q'  ;  les  droites  PP'  et  QQ'  rencontrent 
la  sécante  commune  AB  en  R  et  R',  puis  on  considère  sur  ces  droites 
les  points  correspondants  M  et  M'  tels  que 

(MPP'R)  =  (M'QQ'R'). 

Cela  fait, on  mène  OM,  qui  rencontre  laconique  V  en  N',  OM',  qui 
rencontre  la  conique  U  en  N,  et  on  demande,  lorsque  M  varie: 
lo  De  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'  ; 
2"  De  montrer  que  les  droites  MN  et  M'N'  passent  chacune  par  un  point  fixe; 
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3"  De  prouver  que  les  sir  povils  A,  B,  M,  M',  N  et  N'  sont  sur  une  même  conique  G; 
4°  El  enfin  de  trouver  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  cette  conique  G. 

Faisons  une  transformation  homographique  de  la  figure  donnée,  de  manière  que  les  points  A  et  B 
deviennent  les  points  cycliques  de  la  nouvelle  figure.  Les  coniques    (U)   et   (V)    se  transforment  en  des 

cercles  (u)  et  (w)  qui  ont  deux  points 
communs  (o)  et  (c)  transformés  des 
points  0  et  G. 

Nous  désignerons  de  même  par  de 
petites  lettres  p,  q,  ...  les  points  trans- 
formés des  points  P,  Q,  • .  • 

Les  points  R  et  R'  étant  sur  la  droite 
AB,  leurs  homologues  sont  à  l'infini  et  la 
relation  donnée 

(MPP'R)  =  (M'QQ'R') 

devient 

mp  _   m'q 

mp'        m'q' 

1.  On  s'assure  aisément  que  les  angles 
oqc  et  oq'c  d'une  part,  ope  et  op'c  d'au- 
tre part, sont  égaux;  parsuite  les  triangles 
cpq  et  cp'q'  sont  semblables.  On  en  dé- 
duit î^  =  '-^',  f^=f^.  Il  en  ré- 
cq       cq' 

suite  alors  que  les  triangles    cpp'    et    cqq'   sont  aussi  semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris 

entre  côtés  proportionnels.  Or,   m  et  m'  divisent  les  côtés  pp'  et  qq'   de  ces  triangles  dans  le  même 

rapport;  donc  cm  et  cm'  sont  des  lignes  homologues  et  l'on  a 

cm         cp  .  -r-~~       ", — r 

=  -i-  et  pcm  =  qcm  . 

cm  cq 

Par  suite 

mcm  =  q'cm  ^-  q'cm'  =  q'cm  -h  p'cm  =  p'cq'  =  pcq  ; 
ce  qui  montre  que  le  triangle   mcm'  est  semblable  au  triangle  pcq. 

D'autre  part,  soit  w  le  point  de  rencontre  des  droites   pp'  et  qq'  ;   nous  avons 

pioq  =  q'qo  —  p'po  =  q'co  — p'co  =  Ji'cq'  =  pcq  =  mcm' . 
Donc  les  quatre  points  c,  u,  m,  m  sont  sur  un  cercle.  Soit  ^  la  droite  qui  passe  par  les  projections 
du  point  c  sur  les  côtés  du  triangle  mwm' ;  on  voit  que  vint'  est  tangente  à  la  parabole  qui  a  pour 
foyer  le  point  c  et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  A.  Cette  courbe  est  tangente  aux  droites  pp',  qq', 
pq  et  p'q'.  En  revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  la  droite  MM'  enveloppe  une  conique  tangente 
aux  côtés  du  triangle  ABC   et  aux  côtés  du  quadrilatère  PQQ'P'. 

2  et  3.  Désignons  par  s  le  point  de  rencontre  de  om  avec  le  cercle  (u).  Le  triangle  csn'  est  sem- 
blable aux  triangles  cpq  et  cp'q'.  Donc  sn'c  =  pqc  =  mm'c,  et  les  points  m,  m',  c,  n'  sont  sur  un 
même  cercle  (f)  ;  ce  cercle  contient  n  pour  une  raison  analogue,  et  il  contient  aussi  w,  puisque  ce 
point  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  cmm'. 

De  plus,  on  a  mVc  =  m^  =  ope  =  constante  ;  ce  qui  montre  que  la  droite  m'n'  passe  par  un 
point  fixe  situé  sur  le  cercle  {v). 
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On  conclut  de  là  que  les  sixpoints  A,  B,  C,  M,  N,  M'  N'  et  le  point  Q,  intersection  de  PP'  et  de  QQ', 
sont  sur  une  même  conique  (r)  et  que  la  droite  M'N'  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  conique  (V). 

4.  Le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  (l")  se  transforme  en  le  centre  du  cercle  (■(■).  Or  ce 
cercle  passe  parles  points  lixes  c  et  w;  donc  le  lieu  de  son  centre  est  la  perpendiculaire  menée  au 
milieu  de  eu.  Par  suite,  le  lieu  demandé  est  une  droite  qu'on  construirait  aisément. 

M.  REBEIX,  à  Montbrison. 


1124.  —  Si  par  un  point  M  variable  sur  la  normale  à  une  ellipse  en  un  point  P,  on  mène  à  cette 
ellipse  les  trois  autres  normales,  le  centre  de  gravité  G  des  pieds  de  ces  trois  normales  décrit  le  diamètre 
symétrique  de  celui  qui  aboutit  en  P  par  rapport  aux  axes.  Quand  le  point  G  est  au  centre,  le  point  M  se 
trouve  au  milieu  du  segment  de  la  normale  PM  compris  entre  les  axes. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes,  représentons  son  équation  par  la  forme  habituelle 

et  désignons  par  x^.,  yo  les  coordonnées  du  point  P. 
L'équation  de  la  normale  en  ce  point  est 


a-  b- 

si  donc  nous  désignons  par  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  variable  M,  nous  aurons 

a^ 


2/o 
6-^ 

3 

P  = 

=  Vo 

P 

A  2 

d'où  a  = 

a-' 

Cela  posé,  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  M  a  pour  équation 

c^xy  -4-  b-<^x  —  a-a;/  =  0, 

et  elle  rencontre  l'ellipse  en  quatre  points  dont  les  ordonnées  sont  racines  de  l'équation 

y-{c-y  -H  b-^f-^a'b'oCh/  —  b-[c-y  +  b'-<^)-  =  0  ; 

ai- S 
la  somme  des  racines  de  cette  équation  est ;— >    et  si  on  désigne  par  Y  l'ordonnée  du  centre  de 

gravité  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  autres  normales,  si  on  se  rappelle  que  j/o  est  l'ordonnée 
du  pied  de  la  normale  fixe  que  décrit  le  point  M,  on  a  de  suite 


c 


ou                                                            3Y-— J/„-2î/o- 
finalement  3Y  = ; ^n- 

c' 

On  trouverait  de  même 

«2  -1-  62  _^  2X 

3X  =  H -. x„. 

c' 

Y  V 

Ces  deux  équations  donnent     — ■  =z  —  —,    ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'énoncé. 

a-+  b- 
Lorsque  le  centre  de  gravité  G  est  au  centre  de  l'ellipse,  on  a    X  = et  a,  p  prennent 
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les  valeurs     a  =  -î^,     fi  =  —  £1^ 

du  milieu  du  segment  intercepté  sur  la  normale  fixe  par  les  axes 


ce  sont,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  les  coordonnées 


J.  HAAG. 


Bonnes  solutions:  MM.  E  -N.  Bahisien  ;  T.  Lemoyne,  ;i  ïroyes  ;  J    Fiuncbsciiini,  élève  au  lycée  de  Marseille  ;  M.  Laurence, 
lycée  de  Bordeaux  ;  H.  Houvaist;  J.  Mauciul. 

M.  Barisien  indique  en  outre  que  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  normales  varia- 
bles enveloppent  une  parabole  tangente  aux  axes;  cette  propriété  est  connue.  M.  Lemoyne  indique  que 
le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  est  un  autre  diamètre  et  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit est  une  droite  ;  ceci  se  trouve  établi  dans  la  solution  géométrique  que  nous  publions  ensuite. 

Solution  géométrique. —  >'ous  allon.s  éliidier  quelques  propriétés  du  triangle  formé  par  les  pieds  des 
normales  menées  du  point  M  à  l'ellipse,  autres  que  la  normale  Ml'. 

Les  côtés  de  ce  triangle  enveloppent  une  parabole  tangente  aux  axes. 
Voici  de  cette  propriété  une  élégante  démonstration  donnée  par  M.  Uuporcq. 

Etant  donnée  une  corde   ab  d'une  conique   C,    proposons-nous  de  déterminer  la  corde  cd,   telle  que  les 

normales  en  a,b,c,d  concourent  en  un  même  point.  Considé- 
rons l'involulion  déterminée  sur  l'axe  ptup  par  les  coniques 
circonscrites  au  quadrilatère  abcd.  Les  sommets  p  et  p',  les 
points  a  et  a'  en  sont  des  points  conjugués,  entin  l'hyper- 
bole d'Apollonius  circonscrite  au  quadrilatère  abcd  passe 
par  (J)  elle  point  à  l'infini  sur  l'axe;  w  est  donc  le  point 
central  de  l'involution. 

Dès  lors,  on  a     toa.oua'  =  wp.up'.      Soit  r   la  projec- 
tion sur  pp'  du  pôle  m  de  ab,    on  a    aussi      wa.wr  =  up  , 
d'oii    wa'  =  —  w»",    de  même    «P'  =  —  "s  ; 
cd  est  symétrique  par  rapport  à  u  de  rs  qui  joint  les  projections  de  »»,  pôle  de  ab,  sur  les  axes. 
Quand  m  décrit  une  droite,  ses  projections  r  et  .<  fornieiil  deux  divisions   semblables,  la  droite  de  l'infini 
est  une  des  positions  de  rs,  dont  l'enveloppe  est  par  suite  une  parabole  touchant  les  axes  aux  points  où  ils 
coupent  la  droite  décrite  par  m.  Si  celle-ci  est  normale  en  a,  les  points  c  et  rf  seront 
les  pieds  de  deux  normales   menées  d'un  point  de  la  normale  en   a  et  la  droite  cd 
enveloppe  une  parabole  symétrique  do  la  précédente  par  rapport  au  point  w. 
D'où  il  résulte  que  : 

1»  L'orthocentre  du  triangle  considéré  décrit  une  droite,  directrice  de  la  parabole 
enveloppe  des  côtés  (Théorème  de  Sleiner)  ; 

2°  Le  centre  du  cercle  circonscrit  décrit  une  droite.  Ce  cercle  passe  en  effet  par 
deux  points  fixes,  le  foyer  de  la  parabole  et  le  symétrique  de  P  par  rapport  au  centre 
de  l'ellipse  (Théorème  de  Joachimstal)  ; 
3»  Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  est  aussi  une  droite. 

Soient  en  effet  D  le  lieu  de  l'orthocentre,  A  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  et  K  le  point  d'intersection  des  deux  droites.  Cherchons  combien 
il  y  a  de  points  du  lieu  sur  D  par  exemple  ;  soient  C,  un  point  du  lieu,  H 
l'orthocentre  correspondant  ;  dans  tout  triangle  le  centre  de  gravité,  l'ortho- 
centre elle  centre  du  cercle  circonscrit  sont  en  ligne  droite,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  correspondant  à  H  et  G  sera  par  suite  K.  11  en  résulte 
que  pour  que  G  soit  sur  D,  il  faut  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  soit  en 
K,  ce  qui  n'a  lieu  qu'une  fois  ;  il  n'y  a  qu'un  seul  point  G  sur  D,  le  lieu  de 
G  est  une  droite. 

Déterminons  la  position  de  cette  droite.  Quand  M  vient  en  a  sur  l'axe 
AA',  le  triangle  correspondant  est  P".\.V,  dont  le  centre  de  gravité  est  sur 
le  diamètre  P'P",  symétrique  de  celui  qui  passe  en  P.  De  même  quand  M  vient  en  fi  sur  BB',  le  triangle 
correspondant  est  BP'B',  dont  le  centre  de  gravité  est  encore  sur  P'P". 

La  droite  P'P"  est  par  suite  le  lieu  cherché. 

^  Robert  BOUVAIST. 
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1125.  —  Deux  des  cordes  joignant  les  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un  point  M  à  une  ellipse  ne 
peuvent  être  parallèles  entre  elles  qu'autant  qu'elles  le  sont  à  une  des  directions  des  côtés  du  losange  formé 
par  les  sommets.  Le  point  P  est  alors  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  seconde  direction  des  côtés  de  ce 
losange. 

Représentons  par 

f  =  b^x-  +  a-i/  —  a-b^  =  0 

l'ellipse  et  soient  a,  p  les  coordonnées  du  point  M.  L'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  ce  point  a  pour 

équation 

ç  =  c-xy  -+-  b-^x  —  a^ay  =  0. 

La  condition  demandée  sera  réalisée  s'il  existe  un  système  de  droites  parallèles  ayant  pour  équation 

/•+2Xtp  =  0. 
Or  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  sont 

Px-  +  Ikc^xy  +  a^y^. 
Une  première  condition  est  qu'ils  forment  un  carré  parfait,  condition  qui  s'écrit 

a^^  —  X^c*  =  0, 
et  qui  se  décompose  en 


X  = 


ab 


ab 


l^-^±. 


Si   nous   supposons    X  =  —,     le  coefficient  angulaire  des    parallèles, 

U^  b 

égala >    estici ;    c  est  celui  du  côté  AB  du  losange  des  sommets. 

a  a 

En  outre,     /■+  2Xcf  =  0    doit  être  un  système  de  droites,  ce  qui  nous  donne  la  condition 

6^  le"-  W^ 

le'  a^  —la-a.     =  0. 

W?>  — Xrt^a        —a-h^ 

Remplaçant  X  par  sa  valeur  et  simplifiant,  cette  condition  devient 

(aa-^b^y  =  0, 

ou  aa  +  éjî  =  0, 

ce  qui  montre  que  le  point  M  doit  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB'. 

ab 
Si  nous  avions  supposé     X  =  - — -,    nous  aurions  trouvé  AB'  pour  direction  des  cordes  parallèles 

et  M  se  serait  trouvé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB. 

Bonne  soluliou  par  M.  J.  Marchal. 


P.  TRIBIER. 


Solution  géométrique.  —  Soient   P,  Q,  R,  S   les  pieds  des  normales  issues  du  point  M.  Nous  supposons 

VQ  et  RS  parallèles. 

Prenons  le  symétrique  S'  de  S  par  rapport  à  0.  D'après  le 
théorème  de  Joachimstal,  P,  Q,  R,  S'  sont  sur  un  cercle;  PQ  et 
RS'  sont  donc  également  inclinées  sur  les  axes.  Il  en  est  de  môme 
de  RS  et  RS';  or  ces  deux  directions  sont  conjuguées.  Elles  sont 
donc  parallèles  aux  côtés  du  losange  des  sommets;  PQ  est  pa- 
rallèle, par  exemple,  au  côté  A'B. 

Appelons   T   le  pôle  de  PQ.  Le  quadrilatère   MPTQ   est  inscrit 
dans  le  cercle  de  diamètre  MT.  Les  cordes  DG,  PQ  sont  également 
inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse;  le  quadrilatère   DQGP    est  donc 
inscriptible  et  l'on  a 
fp'  =  IG.ID  =(0D4-0I)(0D  — 01)  =  05'  — Ôî'; 


0.^ 

B 

V 

^^^'^ 

¥ 

0,.- — -r-'^ 

V 

s'v^X 

^^.^^■^^ 

> 

R 

^f^^ 
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or 


01. IT  =  OI.OT  — Ol\ 


et  T,  D,  I,  G  ("'tant  une  division  harmonique,  01. OT  =  OIT;  donc 

01.  IT  =0D-—  01-, 

et,  par  suite,  OI.IT  =TP". 

Le  quadrilatère  OPTQ  est  inscriptiblc  et  le  point  0  est  s«r  le  cercle  MPTQ  ;  l'angle  TOM  est  droit.  Or  la 
direction  de  OT,  conjuguée  de  PU,  est  celle  de  AB.  Le  point   .M  est  donc  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  0 

sur  la  seconde  direction  des  côtés  du  losange  des  sommets. 

P.  TRIBIER. 
Autre  solution  :  M.  1.  H.\.\g. 

Autre  solution  géométrique.  —  Dans  la  solution  géométrique  de  la  question  11-24,  nous  avons  vu  que 
la  seconde  corde  commune  à  une  hyperbole  d'.\pollonius  passant  par  A  et  B   et  à  l'ellipse  est  parallèle  à  la 

droite  pp'.  Si  AB  et  pp'  sont  i)arallèles,  elles  auront  pour  diamètre  con- 
jugué commun  OP,  mais  pp'  et  OP  sont  également  inclinées  sur  les 
axes;  si  ce  sont  deux  directions  conjuguées,  elles  sont  parallèles  aux  dia- 
mètres conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

Cherchons  le  lieu  des  points  de  concours  des  normales  ,"i  l'ellipse  aux 
extrémités  d'une  corde  parallèle  à  une  direction  donnée.  Sur  un  des  axes 
de  l'ellipse  il  y  a  deux  points  du  lieu,  le  lieu  est  une  conique  ayant  pour 
direction  asymptolique  la  perpendiculaire  à  la  direction  conjuguée  delà 
direction  donnée  et  coupant  l'ellipse  aux  deux  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  la  direction  donnée  et  aux  points  d'intersection  de 
l'ellipse  avec  les  normales  parallèles  à  la  direction  donnée,  autres  que  les  points  d'incidence;  cette  conique  est 
concentrique  à  l'ellipse  donnée. 

Lorsque  la  direction  devient  celle  d'un  des  diamètres  conjugués  égaux,  les  points  sur  les  axes  viennent  se 
confondre  au  centre  et  la  conique  se  décompose  en  deux  droites  dont  l'une  est  la  perpendiculaire  à  la  direction 
conjuguée  de  la  direction  donnée  menée  par  le  centre  et  l'autre  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction.  Le 
véritable  lieu  est  d'ailleurs  la  première  de  ces  droites. 

Robert  BOUVAIST. 
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802.  —  Etant  donné  un  corps  lancé  verticalement  de  bas  en  haut,  dans  quel  sens  la  résistance  de  l'air 
modi/ie-t-elle  : 

i°  la  hauteur  de  l'ascension  ; 
2°  la  durée  de  l'ascension  ; 
3°  la  durée  de  la  chute  ; 

4°  la  forme  de  la  courbe  que  le  projectile  tracerait  sur  le  cylindre  d'une  machine  de  Morin? 
Cette  courbe  représenterait-elle  toujours,  comme  dans  le  cas  où  la  résistance  de  l'air  est  négligeable,  la 

trajectoire  d'un  projectile  lancé  obliquement  ? 

i°  Sans  la  résistance    de   l'air,   la  hauteur    de   l'ascension 

r- 
serait  donnée  par  la  formule   /(  =  -^;    g  se  trouvant  accru  a 

chaque  instant  de  l'effet  delà  résistance  de  l'air,  h  sera  moindre. 
2°  Sans  la  résistance  de  l'air,  la  durée  de  l'ascension  serait 


0 

donnée    par  la   formule    t  =  — 

9 

ci-dessus,  t  sera  diminué  par  la  résistance  de  l'air. 


pour  la  même  raison   que 
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3»  Sans  la  résistance  de  l'air, la  vitesse  initiale  du  projectile  serait  liée  à  la  hauteur  de  l'ascension  par 
la  formule  vq  =  \/iijli,  et  cette  formule  représenterait  en  même  lemi)s  la  vitesse  du  projectile  au  moment 
où  il  retombe.  Or  le  projectile  retombe,  en  réalité,  de  moins  haut  et  avec  une  accélération  moindre  ;  sa 
vitesse  finale  sera  donc  moindre  que  sa  vitesse  initiale.  Ce  qui  est  vrai  pour  le  point  de  départ  s'applique 
à  un  point  quelconque  de  la  trajectoire  ;  donc,  partout,  la  vitesse  est  moindre  au  retour  qu'à  l'aller.  11 
en  résulte  évidemment  que  la  durée  de  la  chute  est  supérieure  à  celle  de  l'ascension.  Mais  on  ne  peut 
dire  a  priori  si  la  durée  de  cette  chute  dans  l'air  est  supérieure,  égale  ou  inférieure  à  ce  qu'elle  serait 

dans  le  vide;  en  effet,  la  durée  dans  le  vide  est    t  =  ^  ;    dans  l'air,  la  vitesse  finale  et  l'accélération 

0 
sont  toutes  deux  moindres,  on  ne  peut  rien  dire  de  leur  rapport. 

4°  La  courbe  tracée  dans  le  vide  serait  la  parabole  OSA.  Dans  un  milieu  résistant,  les  remarques 
précédentes  indiquent  une  forme  dissymétrique  telle  que  0TB.  La  résistance  croissant  avec  la  vitesse, 
il  existe  une  vitesse  limite  pour  laquelle  le  mouvement  de  la  chute  serait  uniforme.  La  courbe  GTB  a 
donc  une  asymptote  ou,  tout  au  moins,  une  direction  asymptotique  inclinée. 

Dans  le  cas  d'un  projectile  lancé  obliquement,  la  résistance  de  l'air  altérerait  non  seulement  la 
composante  verticale  du  mouvement,  comme  dans  le  cas  précédent,  mais  encore  la  composante  horizon- 
tale. Pour  avoir,  sur  le  cylindre  de  la  machine,  une  image  de  l'effet  produit,  il  faudrait  que  la  vitesse  de 
ce  cylindre  allât  en  diminuant  et  tendant  vers  zéro. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1167.  —Un  plan  P  coupant  un  ellipsoïde  E,  de  centre  0,  suivant  une  conique  C,  on  appelle  r  le  cône  de 
sommet  0  et  de  base  C. 

Trouver  l'enveloppe  du  plan  P  lorsque  le  cône  p  conserve  un  volume  constant  V,  et  discuter  la  réalité 
des  cônes  correspondant  aux  diverses  parties  de  cette  enveloppe. 

Déterminer  le  maximum  du  volume  V  et  faire  voir  que  les  cônes  f  correspondants  sont  ceux  qui  sont 
capables  des  trièdres  formés  par  les  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  E.  M.  D'Ocagne. 

1168.  —  Soient  Ci,  C2,  C3,  C;  les  centres  des  quatre  cercles  de  Joachimstal  relatifs  aux  normales  menées 
d'un  point  P  à  une  ellipse  (E)  ayant  pouraxesde  symétrie  Ox  et  Oy. 

i°  Démontrer  que,  quelles  que  soient  les  grandeurs  des  axes  de  l'ellipse,  ces  centres  sont  situés  sur  une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  Ox  et  Oy  et  passant  par  le  milieu  I  de  OP. 

•2"  SI  Ha  et  21/  désignent  les  loni^ueurs  des  axes  de  (E),  les  centres  Ci,  Ca,  Cs  et  Ct  sont  les  points  d'inci- 
dence des  normales  menées  d'un  point  Q  aune  conique  (C)  ayant  pour  centre  le  point    I,    dont  les  axes  sont 

parallèles  à  ceux  de  (E)  et  ont  respectivement  pour  longueurs     — —  et  -^r-- 

3°  En  déduire  que  trois  des  centres  C,   et  le  point  symétrique  du  quatrième  par  rapport  au  point   1   sont 
sur  un  cercle.  Th.  Soûls. 

♦ 

DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


1106.  —  Le  premier  membre  d'une  équation  réciproque  de  forme  normale  peut  toujours  se  mettre  d'une 
infinité  de  façons  sous  la  forme 

fixi+Wfd 
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Dans  le  cas  d'une  équation  du  quatrième  degré,  déterminer  fi^x)  de  façon  que  deux  de  ses  racines  aient 
pour  produit  1  et  les  deux  autres  pour  somme  i.  Ily  a  deux  façons  d'arriver  à  ce  résultat.  Le  montrer  ;  faire 
voir,  en  outre,  que  la  résolution  de  l'équation  proposée  peut  se  déduire  de  là. 

Pour  montrer  clairemenl  ce  qui  se  passe  quand  on  identifie  le  premier  membre  d'une  équation  réci- 
proque de  forme  normale  avec  une  somme  de  la  forme  f{x)-hx''f( — J,  où  f(x)  désigne  un  poly- 
nôme du  même  degré  que  l'équation  réciproque,  il  suffit  de  traiter  la  question  dans  le  cas  du  quatrième 
degré. 

Désignons  alors  par 

F{x)  =  kx''  ■+■  Bx3  -1-  Ca;'  +  Bt  -1-  A 

le  premier  membre  de  l'équation  réciproque  et  posons    /'(a:)  ^  a  x*  4- 6x^ -t- ex- -H  rfx  +  e  ;     nousaurons 

f(x)-hx^f(—)  =(a-he)x'-  +  {b  +  d)x'  +2cx- h- (6 -h  rf)x -t-a  +  e, 

et,  en  identifiant  avec  F(x), 

a  -h  e  =  A,  6  H-  rf  =  B,  2c  =  f,  ; 

cela  nous  fait  trois  équations  à  cinq  inconnues  et  nous  voyons  que  l'on  peut  prendre,  par  exemple,  e  et  rf 

arbitrairement. 

Si  nous  voulons  que  le  polynôme  f(x)  ait  deux  racines  ayant  pour  produit  l'unité  et  deux  autres 

ayant  pour  somme  l'unité,  il  se  mettra  sous  la  forme 

a(x-  —  X  4-  X)(x'  -H  (XX  -H  1)  ; 
ce  sera  donc 

ax*-M-a(_fi—  l)x'  -|-a{X-(-l  —  jx)x- -(- a(X[jt  —  l)x  +  oX, 

et  les  équations  d'idenlilication  nous  donneront 

0(1  -1-  À)  =  A, 

a(V^-K  — 2)  =  B. 

2a(X-t-l  — n)  =  G. 

A 

La  première  nous  donne  alors  X-+-1  = — , 

a 

,      ,      ■                     2A  —  G  .  .  ,  .    ,     . 

La  dernière,     [x  =  — »    après  quoi  la  seconde  devient 

2A  —  G 

A. ia  =  B. 

~>a 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  a 

ia'  -+-  2Ba  +  AC  —  2A*  =  0, 
qui  donne  deux  valeurs  pour  a  ;  par  conséquent  le  problème  admet  deux  solutions. 

Mais  cela  était  évident  a  priori,  car  le  trinôme    x^  -t-  jix  -h  1,     qui  admet  les  deux  racines  du  poly- 
nôme f(x)  dont  le  produit  est  égala  1,  se  met  en  facteur  dans  la  somme    /"(x) -i-x*// — —  j     et  il  est 

identique  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  trinômes  de  ce  genre  en  lesquels  se  décompose  le  premier  membre 
de  l'équation  réciproque. 

La  résolution  de  l'équation  réciproque  du  quatrième  degré  est  alors  aisée  :  car,  mise  sous  la  forme 

/■(x)-)-xY( —  )  =  U,     elle  se  décompose  immédiatement  en  deux  équations  du  second  degré, 

x^-h  ixx-M  =0, 
(X-f-l)x2  — 2x+X-t-  1=0. 
Cette  résolution  exige  aussi,  comme  la  méthode  ordinaire,  la  résolution  do  trois  équations  du  second 

degré. 

J.  HAAG,  lycée  de  Nancy. 

♦ 
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1111.  —  M  étant  un  point  du  cercle  circoncrit  à  un  triangle  équilaiéral  ABC,  onmcne  les  droites  MA, 
MB,  MC  qui  rencontrent  BC,  Q,K  ^  k^  respectivement  en  A',B',C'.  Montrer  que  lorsque  M  se  déplace  sur  le  cercle^ 
l'aire  du  triangle  A'B'C  est  constante  et  égale  au  double  de  l'aire  du  triangle  ABC. 

Prenons  pour  axes  les  deux  côtés  CB,  CA  du  triangle,  et  dési- 
gnons par  a  la  longueur  du  côté,  et  par  x,  y  les  coordonnées 
de  M. 

L'équation  du  côté  AB  est    x-i-y  —  a  =  0. 

On  trouve  facilement 

ax  _  ay  X:,         y^  a 


Xi  — 


s/3 


y 


Comme    sin9  =  — -,    la  surface  du    triangle    A'B'C    est 
z 

_     «V3. 


avec 


A  = 


—  X 

y  — a 
0 


0 

—  y 

X  —  a 

y 


1 


x-hy  x-hy 

Mais  M  étant  sur  le  cercle  circonscrit  dont  l'équation  est    x^  -h  y'^-h  xy  —  a{x  +  y)  =  0,    on  a,  en 
posant     tj  =  tx, 


X  = 


a(l  +  0 


y  = 


at{i  ■+- 1) 


Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  le  déterminant,  nous  trouvons 
\  +  t  0  1 

l^t 


A  = 


0 

1 


!-(-< 


t 
t 


l-ht  0 

0  I  -4-( 


1 


t 


<(i  +  0' 


ou 


On  a  donc    S 


«Vs 


ta  -t-  0 

1    c'est-à-dire  deux  fois  l'aire  de  ABC. 


VASNIER. 


Bonnes  solutions:  MM.E.-N.  BAmsiEN;  R.  Bouvaist:  L.Sade,  lycée  de  Marseille;  R.  Manen,  petit  séminaire  de  Massais;  J.Fbanceschini, 
lycée  de  Marseille  ;  Fbizac,  ii  Toulouse  ;  L.  OnoD. 

Solution  géométrique.  —  On  a 

surf.  A'B'C  =  surf.  MA'B'  -1-  surf.  MB'C'-H  surf.  MCA', 

=  (MA' .  MB' -t- M B' .  MC -I- MC .  M B')  ^iî^T^^  ■ 
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On  en  déduit  que 


Or,  les  triangles  MA'C,  MCB'  sont  semblables,  comme  ayant  leurs  angles 
égaux  chacun  à  chacun  ;  on  en  déduit  que 

MA'.  MB'  =  MG*; 
on  trouverait  de  même 

MB'.MC■  =  ■MÂ^ 

MC'.MA'  =  MB-. 
On  a  donc 

surf.  A'B'C  =  ^  (ÂÏÂ-  +  MB"  +  MG»)  ; 

mais  en  vertu  d'une  propriété  connue  du  triangle  équilatéral  ABC,  M 
étant  un  point  du  cercle  circonscrit,  on  a 

MA-  4-  MB"  +  MC"  =  2AB». 
surf.  A'B'C  =  -^  ÂbS 


ce  qui  établit  le  théorème. 

Solulions  aoalogues  de  MM.  M.  Kebeiï,  à  MoulbrUoD  ;  L.  Odod. 


P.  TRIBIEil. 


1114.  —  On  considère  deux  axes  reclangulaires  et  un  cercle  variable  (G)  langent  en  0  à  l'axe  des  x, 
puis  une  parabole  tangente  aussi  en  0  au  même  axe,  passant  par  le  point  A  (0,  —  a)  et  ayant  pour 
direction  diamétrale     x  —  y  =  0. 

On  demande  le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  quand  le  rayon 
du  cercle  varie. 

Première  solution.  —  L'équation  de  la  parabole  donnée  est 

(.x-y)--^ay  —  0; 
d'autre  part,  un  cercle  quelconque  tangent  à  l'origine  à  l'axe  des  x  a  pour  équation 

x'-i-  î/"  +  2).?/  =  0. 
Soient  Xj,  ?/„  les  coordonnées  d'un  point  M   du  lieu.  Nous  allons  écrire  que  les  tangentes  issues  de 
ce  point  aux  deux  courbes  sont  les  mêmes,  et  pour  cela  il  suffira  d'exprimer  que  ces  tangentes  ont  les 
mêmes  directions,  c'est-à-dire  que  dans  les  équations  des  faisceaux  de  ces  tangentes  les  coefficients  de 
a-,  xî/,  y-   sont  proportionnels. 

L'ensemble  des  tangentes  menées  du  point  M  à  la  parabole  a  pour  équation 

[2x(x„  —  y,)  -+-  y  [—  2(x„  -  y»)  +  «]  +  «.Vo]'  —  ^K-»  —  y)'  -+-  ay]K—  î/o)'  -+-  ayo]  =  0, 
et  le  faisceau  des  tangentes  issues  du  même  point  au  cercle  est  représenté  par  l'équation 
[xxo  -h  y{yo  4-  À)  -h  Xyoj-  —  [x-  -+-  y^  -+■  2ai/][x„-  +  ys  h-  2À(/oJ  ^  0. 
Ordonnons  ces  équations  et  n'écrivons  que  les  termes  du  deuxième  degré  en  x  et  y,  nous  avons 
—  4ayoa;-  -i-  4(/(.Co  -+-  y<,)xy  -+-  y-( —  4axo  4-  a-)  =  0 
-  yo(yo  +  2A)x=  -+-  2xo(y„  H-  l)xy  -+-  (X^  -  x^y-  =  0 
Ecrivons  maintenant  que  ces  équations  ont  leurs  coefficients  proportionnels,  nous  obtenons 


-2X 


-fo(yo  -t-  X; 


-  Aax„ 


ia  2fl(X(,  -+-  y„)       —  -.^0 

En  éliminant  X   entre  ces  deux  équations  nous  aurons  l'équation  du  lieu. 
Multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par   Xo,   ceux  du  deuxième  par  —  2,    et  ajoutons 

ces  rapports  termes  à  termes,  nous  obtenons  un  nouveau  rapport  ^  qui  est  égal  aux  trois  premiers. 
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X 

En  égalant  le  premier  et  le  troisième  rapporta  — ^,  nous  avons 

L'élimination  de  1  est  alors  immédiate,  elle  nous  donne  après  la  suppression  des  indices 

(x  —  yY  —  ax  =  0, 
c'est  l'équation  du  lieu. 

Elle   représente  une  parabole  tangente  à    Oy    à  l'origine,  ayant  pour    direction    asymptotique 

X — y  =  0    et  passant  par  le  point   (a,  0);    c'est  la  parabole  sj'métrique  de  la  parabole  donnée  par 

rapport  à  la  bissectrice    x  -i-y  =0. 

J .  HAAG,  lycée  de  Nancy. 

Deuxième  solution.  —  Un  point  M  du  lieu  et  l'origine  des  coordonnées  constituent  un  couple  d'om- 
bilics associés  pour  la  parabole  et  le  cercle.  On  pourra  donc  combiner  linéairementles  équations  tangen- 
tielles  de  ces  deux  courbes  de  manière  à  mettre  ?«  en  facteur,  et  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  w,  on 
aura  l'équation  tangentielle  du  point  M. 

l-'équation  tangentielle  du  cercle  s'obtient  très  facilement;  il  suffit  d'écrire  que  la  distance  du 
centre    (0,  —  X)      à  la  droite    ux  -\-  vy  -\-  w  =0    est  égale  au  rayon,    |X|.  Nous  avons  ainsi 

ou 

(1)  l^u-  -+-  'Hlvw  —  w'-  =  0. 

Ecrivons  maintenant  que  la  droite  ux-+-vy  -h  w  =  0  est  tangente  à  la  parabole  {x  —  yf-h  "y  =  0; 

formons  pour  cela  l'ensemble  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la 

courbe,  c'est 

w{x  —  yY  —  ay{ux  -h  vy)  =  0,       ou       tvx-  —  xy{1iv  -+-  au)  -+-  {lu  —  a");/'  =  0, 

et  exprimons  que  ces  deux  droites  sont  confondues,  ce  qui  nous  donne 

(2w  H-  auf  —  iw{w  —  av)  =  0 
ou 

(2)  rni^-\-imv  -\-Avio  =  0 

Multiplions  l'équation  (1)  par    —  a,     l'équation  (2)  par     -t-  l-    et  ajoutons-les  membre  à  membre, 

nous  avons 

w[Ak-u  -t-(4X2  _  2aX)v  -+-  aw]  =  0. 

Nous  voyons  ainsi  que  l'équation  du  point  M  est 

Alhi  -+-  (4X2  —  2aX));4-  aw  =  (i; 

par  suite  ce  point  a  pour  coordonnées 

4X2                       4X2  _  2«X 
x  =  — ,  V  —  ' 

et  l'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  X  entre  ces  deux  équations.  De  la  seconde  on  tire,  après  avoir 

remplacé  —  par  a;,     2X  =  x  —  y,    et  par  suite  l'équation  du  lieu  est    {x  —  y)^  —  ax  =  0. 

Bonnes  solutions  par  MM.  E.-N.  Babisien;  M.  Laurence,  lycfie  de  BorT-eaux;  L.  Painvin,  lycée  de  Nantes;  G  Sacvageon, 
pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Étjenne  ;  J.  Mabchal  ;  T.  Lemoyne  à  Troyes. 


1115.  —  Lorsque  deux  paraboles  P  et  P'  ayant  même  sommet  se  coupent  orthogonalement  en  ce  point  : 
l"  Il  existe  une  infinité  de  triangles  ABC  inscrits  dans  P  et  circonscrits  à  P'  ; 
2°  Les  normales  en  A,  B,  G  sont  concourantes  ; 

3°  Les  hauteurs  du  triangle  ABC  enveloppent  la  développée  d'une  certaine  parabole; 
4°  Si  le  paramètre  de  la  parabole  P'  varie,  le  sommet  0  restant  fixe,  le  côté  BC  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même. 
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1.  Soient    7/^— 2p.r  =  0    et    x- —  2/?'i/ =  0     les  équations  des  deux  paraboles  P  et  P' ;  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  parabole  P  peuvent  se  mettre  sous  la  forme    x  =  'ipl^,     y  =  ipt. 
Soient  alors  t,,l2,t:,  les  paramètres  des  points  A,  B,  C  ;  l'équation  de  AB  est 


ou 


X 

y 

1 

2p<r 

ipt> 

1 

2pq 

2p/2 

1 

X 

y 

2p 

n 

<. 

1 

t?. 

t„ 

^ 

0, 


0, 


ou  encore,  après  suppression  du  facteur    <,  —  t,, 

a-  — ('I  +  ^>)v-^-2/5'.'3  =0. 
En  écrivant  que  cette  droite  est  tangente  à  la  parabole  P',  nous  obtenons  aisément  la  relation 

Api,U(li  -^-^)^-p'  =0; 
en  faisant  de  même  pour  AC  et  BC,  nous  avons  deux  relations  analogues. 
Posons  alors 

Si  =  /,  -t-  h  -+-  <„ 

Sj    =    <1<2+'|'3  -+■  '2<3, 

les  relations  précédentes  s'écriront 

4/)S,0/2—  ipSs-i-p'  =  0, 
ÂpSitih  —  ipSi-hp'  =  0, 
ApS,t,t,  —  ip?,^-hp'  -  0, 

et  il  est  visible  alors  qu'elles  se  réduisent  à  deux  : 

S,  =0  et  4pS3  — p'  =  0. 

Donc  il  y  a  une  infinité  de  triangles  ABC  satisfaisant  aux  conditions  exigées. 

2.  Comme  /, -f- <, -+- ^3  =  0,  on  a  aussi  i/,-|- 5/,+ !/,j  =  0  ;  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC 
reste  sur  l'axe  de  la  parabole  P,  donc  les  normales  en  A,  B,  C  sont  concourantes. 

3.  La  droite  BC  a  pour  coefficient  angulaire      ou '•    donc  la  perpendiculaire  menée 

t-2-\-  t^  Il 

du  point  A  à  cette  droite  a  pour  équation 

!/— 2pf, -<,(a;-2pf?)  -^0, 
et  son  enveloppe  est  la  parabole  semi-cubique 

27p)/^  — 2(a;4-2p)^  =  0. 
C'est  la  développée  de  la  parabole 

»/2  —  8p(x  H- 6p)  =  0. 

4.  Enlin,  quand  p'  varie,  que  la  parabole  P  reste  fixe  ainsi  que  le  point  A,  le  côté  BC  a  pour  coef- 

1 

ficient  angulaire  le  nombre  fixe '1    il  se  déplace  donc  parallèlement  à  lui-même. 

Bonnes  solulions:  SIM.  J.  Haag,  lycée  de  Nancy;  M.  Laurence,  lycée  de  Bordeaux  ;  E.-N.  Barisien;J1.  E.-N.  Barisieu  remarque 
en  outre  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  en  A,  B,  C  est  la  droite  x  ^^  p'  et  trouve  divers  autres  lieux  intéressants  ; 
J.  Fbanceschini,  lycée  de  Marseille  ;  R.  Bocvaist,  J.  Marchal. 

Solution  géométrique.  —  1.  Il  suffit  de  montrer  qu'il  existe  tm  seul  triangle  ABC.  Or  considérons  le 
triangle  yOy  formé  par  deux  fois  Oy  et  la  droite  de  l'infini,  il  est  inscrit  à  P  et  circonscrit  à  P' ;  il  remplit 
les  conditions  indiquées.  Le  fait  annoncé  est  donc  vrai. 
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On  sait  qu'en  général  il  existe  quatre  coniques  par  rapport  aux- 
quelles deux  coniques  se  transforment  l'une  dans  l'autre  par  polaires 
réciproques.  Si  les  deux  coniques  sont  telles  qu'il  existe  des  triangles 
inscrits  dans  l'une  et  circonscrits  dans  l'autre,  ces  triangles  sont 
évidemment  conjugués  à  ces  coniques,  ce  qui  montre  que  leur 
nombre  s'abaisse  à  un. 

Si  nous  considérons  le  triangle  tjOy,  il  est  conjugué  à  cette 
conique  H.  Donc  H  a  pour  centre  0  et  pour  asymptote  Oy.  Mais  il 
est  évident  que  si  dans  P  on  peut  inscrire  des  triangles  circonscrits  à 
P',  dans  P'  on  peut  inscrire  des  triangles  circonscrits  à  P  ;  donc  P  et 
P'  jouissent  de  propriétés  réciproques,  et  il  en  résulte  que  Ox  est 
l'autre  asymptote  de  H. 

H  est  donc  une  hyperbole  équilatèrc  ayant  pour  asymptotes    Ox   et 
Oi/  et  que  l'on  déterminerait  facilementà  l'aide  d'un  point. 

2.  Le  triangle  ABC  est  conjugué  à  H.  Donc  le  cercle  qui  lui  est  cir- 
conscrit passe  au  centre  de   H,  c'est-à-dire  en   0.    Donc  dans  la  para- 
bole P,  les  points   A,  B,  C   sont  tels  que  le  cercle  circonscrit  à   ABC 
passe  au  sommet  0.  Par  suite  les  normales  à  A,  B,  C  sont  concourantes. 

Le  cercle  circonscrit  à  ABC   passe  en  deux  points  fixes,  le  point  0  et  foyer  F'  de   P'.   Donc  le  lieu  de 
son  centre  est  la  perpendiculaire  à  F'O  en  son  milieu. 

3.  Les  droites  OA  et  BC  sont  également  inclinées  sur  Oy.  Donc  si   E    est  la  projection  de   A    sur   Oy,    la 

perpendiculaire  AD  à  OA  et  la  hauteur  AG, 
issue  de  A  dans  le  triangle  ABC,  sont  symé- 
triques par  rapport  à  AE. 

Or  on  sait  que  DE  =  2p,  p  étant  le  para- 
mètre de  (P).  Donc    GE  =  ip. 

Soient  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à 
G  et  Al  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  Oy  ; 
ce  dernier  point  est  sur  la  parabole  P.  AiA'  est 
parallèle  à  Oy  et  égale  à  2GE  =  4p.  Donc  le 
lieu  de  A'  est  une  parabole  obtenue  en  faisant 
subir  à  P  la  translation  AiA'.  Le  sommet  de 
cette  parabole  est  le  point  0'  tel  que  O'O  =  4p 
et   O'A'  est  perpendiculaire  sur  AGA'. 

Soit  A"  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  A'. 
On  a  O'A"  =  O'G.  Prenons  sur  Oy  le  point  H 
tel   que     HO'  =  O'O  =  ip     et   menons    en    ce 

point  la  perpendiculaire  à  Oy.    A"  se  projette  en    L    sur  cette  droite  et  on  a    A"L  =  O'H  -i-  O'K  =  4p  -t-  O'K. 

Or,  on  a  évidemment    KG  =  2GE  =  ip.    Donc    A"L  —  O'G  =  O'A". 

Ce  point  A"  décrit  donc  une  parabole  de  foyer  0'  et  de  directrice  HL.   La  tangente  en  A"  à  cette  parabole 

est  la  bissectrice  de  l'angle  0'A"L  ;  elle  est  donc  parallèle  à  O'A'.   Par  suite   A"G    est  la  normale  en   A"   à  cette 

parabole.  L'enveloppe  de  AG  est  donc  la  développée  de  cette  parabole. 

4.  Faisons  varier  le  paramètre  de  (P'),  le  point  A  restant  fixe;  les  droites   OA    et  BC    ont  des  directrices 
symétriques  par  rapport  à  Ox.  Donc  BC  reste  parallèle  à  elle-même. 

M.  HEBEIX,  à  Monlbrison. 

Soluliou  aualegue  de  M.  J     Haag,  lycée  de  Kaucy. 


1126.  —  On  considère  une  ellipse  et  deux  sommets  de  cette  ellipse,  A  cl  B,  situés  respeclivcment  sur 
le  grand  et  le  petit  axe. 

1°  Trouver  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  aux  points  A  el  h  et  au  centre 
de  l'ellipse,  ainsi  que  le  lieu  de  leurs  centres. 

2°  Chacune  de  ces  hyperboles  coupe  l'ellipse  en  deux  nouveaux  points  Ai  et  Bi.   Trouver  l'équation 
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de  AiBi,  l'enveloppe  de  cette  droite  et  le  lieu  des  points   M  e<  N  on  se  coupent  AAi  et  BBi  d'une  part, 
ABi  el  BAi   d'autre  part. 

3°   Trouver  l'équation  de  la  droite  MN  et  te  lieu  du  point  de  rencontre  de   MN  avec  AiB,. 


1°  Soit,  comme  habituellement, 


i  =  0    l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux 


a"         b- 
axes  et  considérons  les  deux  sommets  A  et  B  situés  respectivement  sur  les  parties  positives  des  axes. 

L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  à  l'origine  et  aux  points   A   et    B    est  évi- 
demment x' -1- 2Xxî/  — »/-  — ax-H  %  =  0. 

Toutes  ces  coniques  forment  un  faisceau  linéaire  et  touchent  à  l'origine  une  droite  fixe. 

Les  équations  du  centre  sont 

2a;H-2Xt/— n  =  0, 

2).x  — 2i/+6  =  0, 

et  le  lieu  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant  À  entre  les  deux  équations  ;  cette  élimination  est  linéaire  et 

immédiate,  elle  se  fait  en  multipliant  la  première  équation  par  x,  la  seconde  par  ;/   et  en  retranchant; 

le  résultat  est 

(I)  2(x- +;/»)- a.f  —  6)/ =  0, 

équation  d'un  cercle  qui  passe  à  l'origine  et  aux  milieux  de  OA  et  de   OB.   Ce  cercle  est  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  rectangle  0.\B. 

2°  Pour  avoir  l'équation  de  AiB,,  il  suffit  d'écrire  qu'une  combinaison  linéaire  du  premier  membre 
de  l'équation  de  l'ellipse  avec  celui  de  l'hyperbole  se  décompose  en  un  produit  de  deux  fonctions 
linéaires  dont  l'une  est  le  premier  membre  de  l'équation  de  AB.  On  est  ainsi  conduit  à  l'identité 

-^    "+"  T^ 1  1  4-  X''  —  j/-  -h  2/xi/  —  ax+  bij  ^  [ux  -\-  v>/  -\-  w)l \-  -. 1  1  ; 

égalant  les  coefTicients  des  termes  carrés,  on  a 


fl  a 


=  -'+iT' 


IV  =  |Jl. 


L'équation  de  AB  est  donc 

ax  ~by  -\-n( h  y  -t-1  )  =0. 

Sous  cette  forme,  il  est  visible  que  la  droite  AiBi  tourne  autour  d'un  point  fixe  situé  à  l'intersec- 
tion de  la  droite  A'B'  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette  droite.  Nous  désignerons  ce 
point  par  C. 

Si  l'on  voulait  obtenir  l'équation  de  AiB,  en  fonction  du  paramètre  A,  il  faudrait  égaler  les  deux 
coefTicients  de  xy,  remplacer  u  et  u  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  [a  et  de  l'égalité  ainsi  obtenue 
tirer  |x  en  fonction  de  ).. 

Pour  trouver  le  lieu  des  points  M  et  N,  il  suffit  de  trouver  le  lieu  des  points  doubles  des  coniques 
du  faisceau  ayant  pour  coniques  de  base  l'ellipse  proposée  et  l'hyperbole  équilatère  variable  À.  A  cet 
effet,  nous  annulerons  les  trois  dérivées  partielles  de  la  forme 


flX  ■ 


*î/. 


par  rapport  à  x,  à  j/  et  à  :,  el  nous  éliminerons  jji  et  X  entre  ces  équations.  Le  résultat  de  l'élimina- 
tion est 


2x 

11. 

—  2 


2j/ 

2x 
0 


2x 


2!/ 


b 


=  0. 
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Cette  équation  développée  est 


•»•■'       y-  ^ 


*?/)(  7^  -  ^)  - -^  (2-^  -  "'  - 'A^y -  *) 


0. 


or,  elle  contient  visiblement  en  facteur  la  fonction  linéaire i- 1,     car  l'un  des  points  doubles 

du  faisceau  est  toujours  situé  sur  la  droite  AB.  Ce  facteur  enlevé,  il  reste  l'équation 

(2)  {ox  -  by)(^-^   -  ï^—nx  -  Inj^O, 

qui  représente  une  hyperbole  ayant  pour  directions  asymptotiques   AB'  et  une  perpendiculaire  à    AB  ; 
cette  hyperbole  passe  en  outre  aux  points  A  et  B  et  au  point  0. 

3.  La  droite  MN  est  la  polaire  du  point  de  rencontre  de    AB   avec   AiB,;    les  coordonnées  de  ce 
point  s'obtiennent  facilement  et  sont 

al)' — "2(111.  _    a-h-^'ibii  . 

la  polaire  de  ce  point  a  donc  pour  équation 


n 


h 


Alors  le  lieu  demandé  s'obtient  en  éliminant  \i.  entre  cette  équation  et  celle  de  AiB,  ;  cette  dernière 
donne  n  immédiatement  et  en  le  portant  dans  la  précédente,  on  a  de  suite  l'équation  du  lieu 

cette  équation,  une  fois  développée,  s'écrit 

t;2  2^a    i_  0,2  a^  -\-  b- 

(3)  (ia"-  +  i-)  ^  +  ■ — ^j^—  y' -^^f;—  ^y  -  «-^  -l'y-  «'  -  *'  =  o. 

Elle  représente  une  ellipse  dont  la  première  forme  met  en  évidence  un  certain  nombre  de  points  et 

qui  passe  en  outre  aux  points  A  et  B  ;  parmi  les  quatre  points  signalés  se  trouvent  le  point  G  et  le  p(Jle 

de  AB,  ainsi  que  le  milieu  de  A'B'. 

J.   HAAG. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  Ciianove,  à  Paris  ;  P..  Javelot,  lycée  Saint-Louis  ;  E.-N'.  BAnisiEN  ;  J.  Marcual. 

Solution  géométrique.  —  On  s;iit  que  les  liyperboies  cquilatèrcs  qui  sont  circonscrites  à  un  liiangle 
passent  en  outre  au  point  de  concours  des  liautcurs  de  ce  triangle  et  forment  un  faisceau  linéaire;  par  consé- 
quent, les  liyperboles  indiquées  t'ornicnt  un  faisceau  linéaire  et  sont  tangentes  en  Où  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  l'hypoténnse  AB  du  triangle  rectangle  AOB.  Le  lieu  de  leurs  centres  est  le  cercle  des  neuf 
points  de  ce  triangle. 

Considérons  les  trois  coniques,  ellipse,  (OA,  OB)  et  hyperbole équilatère  indiquée;  elles  ont  une  corde  com- 
mune AB,  donc  les  trois  autres  cordes  associées  à  celle-là  passent  par  le  même  point;  par  conséquent,  cominc 
deux  de  ces  cordes  sont  fixes,  A'B',  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB,  celle  qui  est  relative  ii  l'ellipse 
et  à  l'hyperbole,  AiBi  passe  par  un  point  fixe,  le  point  que  nous  avons  appelé  C. 

La  droite  AiBi  tournant  autour  d'un  point  fixe,  les  deux  faisceaux  AAi  et  ABi  sont  en  involution  ;  d'autre 
part,  les  faisceaux  AAi  et  BAi,  sont  bomographiques  ;  donc  les  faisceaux  BAi  et  ABi  sont  homographiques  et, 
par  suite,  le  lieu  du  point  N  est  une  conique  qui  passe  aux  points  A  et  B.  Il  est  évident  que  rien  ne  distingue 
le  point  M  du  point  N  ;  le  lieu  de  M  est  donc  le  même  que  celui  de  N.  Quand  AiBi  vient  sur  A'B',  le  point  X 
vient  en  0  et  quand  AiBi  devient  tangente  à  l'ellipse,  le  point  N  va  au  point  de  contact;  la  conique  envisagée 
passe  donc  en  outre  an  point  O  et  aux  deux  points  de  contact  avec  l'ellipse  des  tangentes  issues  de  C  ;  il  est 
visible  en  outre  qu'elle  admet  AB'  comme  direction  asyniptotique,  carie  point  M  va  à  l'infini  lorsque  AiBi  est 
sur  A'B'  ;  l'autre  direction  asyniptotique  est  moins  aisée  à  apercevoir,  c'est  la  perpendiculaire  à  AB. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  AB  avec  AiBi  ;  la  droite  MN  est  la  polaire  du  point  P,  elle  décrit  un  fai.s- 
ceau  homographique  à  la  série  P  et,  par  suite,  homographique  au  faisceau  AiBi.Donc,  le  lieu  du  point  de  ren- 
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conti-o  du  Ailii  avec  MN  esl  une  coiiiquo  qui  passe  au  («liiil  C  ol  au  pôle    I)   de  AI!,    autour  duquel  tourne  la 
droite  MN  ;  elle  passe  aussi  évideinnienl  aux  points  A  et  B  et  au  milieu  de  A'B'. 


lIiMMies  solutions  :   M.M.  .1    IIaac;  ;  lî.  IIolvaist. 


CONCOURS  DE  1902  (Su il,'] 


ECOLE  MILITAIRE  DE  BELGIQUE 
Section  d'Artillerie  et  Génie. 

Aritiimétioue. 

1.  Démontrer  que  si  /)  est  un  nombre  premier  et  a;  premier  avec  p,  le  nombre 

ocf-'  —  i 
est  un  multiple  de  p. 

2.  Déterminer  les  cubes  parfaits  de  la  forme    5/^4-  I,    ;)  ilési{,'nant  un  nombre  premier. 

At.c.KnnF. 

1.  Démontrer  que  les  racines  incommensurables  d'une  équation  du  se<'ond  degré  !i  coefficients  rationnels 
s'expriment  en  fractions  continues  périodiques. 

On  examinera  seulement  le  cas  où  les  racines  de  l'équation  ont  des  sijçnes  contraires. 

2.  —  1169.  —  Déterminer  tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  x-  et  de  y  pour  lesquels  l'expression 
(x-  -I-  ;/v/—  t)''    est  réelle  et  supérieure  à  8. 

Ayant  tracé  deux  axes  i-ectangulaires,  indiquer  sur  la  ligure  les  points  dont  ces  valeurs  de  x  et  de  y  sont 
les  coordonnées. 

(ÎÉOMKTRIK. 

1.  Définissez  ce  que  l'on  entend  par  Irièdres  supplémentaires  et  démontrez  les  propositions  suivantes  : 

1.  Si  un  angle  trièdre  est  le  supplémentaii'e  d'un  angle  trièdre  donné,  réciproquemeul,  celui-ci  esl  le 
trièdre  supplémentaire  de  l'autre; 

■2.  Dans  deux  trièdrcs  supplémentaii'cs,  cli.ique  angle  dièdre  de  l'un  est  le  supplément  de  la  face  opposée 
dans  l'autre  ; 

:!.  Dans  tout  trièdre  la  somme  des  angles  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits. 

4.  Dans  tout  trièdre,  le  plus  petit  angle  dièdre,  augmenté  de  deux  droits  est  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  autres. 

2.  On  donne  un  triangle  AI!C  et  une  droite  AD  extérieure  au  triangle  et  passant  par  le  sommet  A.  On 
demande  de  mener  par  A  une  droite  AX  qui  décompose  le  triangle  en  deux  autres  BAX,  CAX  de  façon  que  les 
volumes  engendrés  par  la  révolution  de  ces  deux  triangles  autour  de  AD  soient  égaux. 

Trigo.nométrie. 

1.  Calculer  le  volume  d'un  parallélépipède  oblique  connaissant  les  longueurs  des  arêtes  et  les  angles  que 
ces  arêtes  font  entre  elles. 

Démontrer  que,  dans  un  triangle  sphérique  : 


1  .        .  /sin  (d  —  b)  sin  (p  —  c) 
sm  —  A  =  V  - — ^    .    '    . — , 

2  V  smosinc 

1    .        .  /sin  B  sin  (p  —  c) 

cos  —  A  =  V  — ^— T — ? •  • 

i  V       smo  sine 


2.  Un  triangle  équilatéral  ABC  de  côté  a  tourne  autour  d'une  droite  j-ij.  On  demande  de  calculer  la  tan- 
gente de  l'angle  —  sachant  que  la  surface  totale  engendrée  par  le  périmètre  du  triangle  tournant  autour  de  xy 
est  égale  à  -Kiii-.  Chercher  les  conditions  pour  que  le  problème  soit  possible  et  présente  deux  solutions. 
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1 .  Définir  les  foyers  et  les  directrices  des  courbes  dii  second  ordre. 
Déterminer  les  foyers  et  les  directrices  des  courbes  représentées  par  l'équation 


les  axes  des  coordonnées  étant  rectangulaires.  Discuter. 
2    Étant  donnés  deu\  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,    on  marque  sur  l'axe  Ox,  deux  points   A   et  A'  équidis- 
tants  de  l'origine  0  et  l'on  trace,  dans  le  plan  delà  figure,  une  droite  d  coupant  les  axes  coordonnés. 
i.  Chercher  le  lieu  des  pôles  delà  droite  d  par  rapport  aux  cercles  passant  par  A  et  .V. 

2.  Démontrer  que  ce  lieu  est  une  hyperbole  dont  l'une  des  asymptotes  est  perpendiculaire  à  la  droite  d  et 
la  rencontre  en  un  point  situé  sur  l'axe  Oj/.  Comment  peut-on  définir  géométriquement  la  seconde  asymptote? 

3.  Démontrer  que  l'hyperbole  coupe  l'axe  Ox  en  un  point  dont  le  conjugué  harmonique  par  rapport  aux 
points  A  et  A'  est  le  point  d'inlerseclion  de  d  et  de  Ox. 

Calcul  logarithmique. 

^     j  .  9  V  ^in^  A  tg-  B 

On  donne  ^g'^  =  "'  i^^ïïCiîïïnT  ' 

Calculer  X  entre  0  et   —,   étant  donné  que 

m  =  10,031733, 

A  —  12°  40' 50",  B  =  29°  44' 20", 

G=58°51'40",  D=64°14'10". 

On  exprimera  le  résultat  en  degrés,  minutes  et  secondes. 

Géométrie  descriptive. 
On  donne  : 

1 .  Le  point  A  ; 

2.  La  droite  d  passant  par  ce  point. 
On  demande  : 

1»  De  porter  sur  d  h  partir  de  A  et  en  arrière  de  ce  point  une  longueur  AB  égale  à  100  millimètres. 

20  De  construire  dans  le  plan  mené  par  d  parallèlement  à  la  ligne  de  terre,  le  carré  dont  AB  est  un  côté 
et  dont  les  sommets  G  et  D  sont  situés  à  gauche  de  B. 

3°  D'élever,  au  centre  0  du  carré,  une  perpendiculaire  à  son  plan  el  de  porter  au-dessus  et  au-dessous 
de  0,  sur  cette  perpendiculaire,  des  longueurs  OE  et  OF  égales  à  la  demi-diagonale  OA. 

4°  De  construire  et  de  représenter  l'octaèdre  régulier  EABCDF  en  le  considérant  comme  un  corps  plein  et 
opaque. 
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1070.  —  Quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  de  l'équation 

x*  +  px'^  -H  qx-  -)-  ra;  -|-  5  =:  0, 

pour  que  ses  quatre  racines  soient  de  la  forme 

b        a 
a,    b,      —,     -r-. 

a        b  E.-N.  Barisien. 

1071.  —  Par  un  point  û\e  A  d'un  cercle  donné  on  mène  deux  cordes  rectangulaires  variables  AB  et  AC. 
i"  Le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  de  diamètres  AB  et  AC  est  une  strophoïde  droite. 

2»  Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  donné  et  du  cercle  de  diamètre   AB  est  une  quartique.  Cons- 
truire la  courbe.  E.-N.  Barisien. 

♦ 

Erratum.^  iN°  Je  Novembre,  pige  56,  ligne  14,  au  lieu  de  :  sphère  de  sommet  S,  lire  :  sphère  de  centre  S. 

♦ 


BAI\-LK-DUC. 


iMP.  coMTE-jAcgoET.  Le  Rédacteur-Géianl  :  H.  VUIHEKT. 
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SUR  LES  COURBES  ALGEBRIQUES 

par  M.  J.  Richard,  professeur  au  Ijcée  de  Dijon. 


La  démonstration  qu'on  donne  dans  les  cours  de  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  de  cette 
proposition  :  J'ouln  équation  entre  deux  variabla  x  et  y  représente  une  ligne,  n'est  en  réalité  qu'un 
simple  aperçu.  Je  vais  essayer  ici  de  démontrer  que  les  poinis  dont  les  coordonnées  x  et  i/  satisfont  à 
une  équation  algébrique  f(x,  j/)  =  0  forment  un  ensemble  répondant  bien  à  l'idée  qu'on  se  fait  eu 
général  d'une  ligne. 

Je  me  borne  dans  tout  ce  qui  suit  aux  points  réels. 

1.  Je  commence  par  une  remarque  1res  simple.  Si  un  point  A  [x^,,  i/J  n'est  pas  sur  une  courbe  algé- 
brique f[x,  y)  =  0,  e'csl-à-dirc  si  ses  coordonnées  ne  satisfont  pas  à  cette  équation,  on  peut  trouver  un 
rayon  o,  tel  que  dans  le  cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  p  comme  rayon,  il  ny  ait  aucun  point  de  la 
courbe. 

Ceci  résulte  immédiatement  de  la  contiimilé  du  polynôme  f\x,  y).  La  différence  f(.v,  y)  —  f{-r„,  y^) 
tend  vers  zéro  quand  la  distance  des  points  {x,  ;/),  (x^,  ;/o)  lod  vers  0  ;  /\x,  y)  dilférant  aussi  peu  qu'on 
veut  de  /'(.i'„,  y„)  qui  n'est  pas  nul,  ne  peut  être  nul. 

II  Soit  A  un  point  situé  sur  la  courbe  fix,  y)  =  0  et  tel  que  /^,  f,',  ne  soient  pas  nulles  toutes  deux  en 
ce  point  ;  il  existe  dans  le  voisinage  de  A  des  points  pour  lesquels  f{x,  y)  est  positif,  d'autres  pour  lesquels  il 
est  négatif. 

Soient  Xo,  y„  les  coordonnées  de  A.  Menons  par  A  une  droite  dont  les  paramètres  directeurs   «,  u 

ne  satisfont  pas  à  la  condition 

)(/■;  -X-  y/;;  =  u, 

ce  qui  est  possible,  puisque  l'on  n'a  pas  à  la  fois    f].   =  0,     /,)    =  0. 

Soit  Al  un  point  voisin  de  A  sur  cette  droite,    Xp-i-Mp,     j/o-i-w?.     ses  coordonnées. 

On  a,  puisque  /"(jq,  yo)  est  nul, 

/■(xo  4-  M?,  yo  +  »?)  =  9(uf',_  -t-  vf',,^)  -h  p2( . . .  )  ; 
quand  p  est  sutlisamment  petit,  le  premier  terme  donne  son  signe  ;  donc,  l'expression  considérée  change 
de  signe  avec  p,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Quand  f{x,  y)  change  de  signe,  nous  dirons  que  le  point  {x,  y)  traverse  la  courbe.  Nous  pouvons 
donc  dire  que  toute  droite  passant  par  A  traverse  la  courbe  en  ce  point,  sauf  peut-être  la  droite  dont  les 
paramètres  directeurs  u  et  u  satisfont  à  la  relation     «/','  -hvf,   =0. 

m.  L'hypothèse  étant  la  même  que  ci-dessus,  il  y  a  des  points  de  la  courbe  autres  que  A,  el  aussi 
voisins  qu'on  voudra  de  A.  En  effet,  prenons  de  part  et  d'autre  de  A  un  point  Ai  [Xi,  ;/ij   et  un  i)oint  A-i 
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(X,,  ijs),  de  façon  que  A-''".'/')  >  ^  ^^  A^^'s^Va)  <  0.  Considérons  une  ligne  continue,  telle  qu'un  arc 
de  cercle  ou  une  ligne  brisée  allant  Je  Ai  à  Ao, 

X  —  o{t), 

pour  /  =  II,  on  aura  le  point  A,  ;  pour  t  —  t,,  le  point  Aj;  f[o{t),  <|'(<j]  est  une  fonction  continue 
de  t,  positive  pour  t  —  t,,  négative  pour  t  = /»,  elle  s'annule  donc  pour  une  valeur  de  t  comprise 
entre  ti  et  t-2.  Et  comme  on  peut  choisir  la  ligne  de  façon  qu'elle  soit  contenue  dans  un  cercle  de  centre 
A  et  de  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  voit  qu'il  y  a  des  points  de  la  courbe  aussi  voisins  qu'on 
voudra  de  A. 

IV.  Exislence  des  fonctions  implicites. 

Les  mêmes  conditions  étant  toujours  supposées,  je  vais  démontrer  qu'il  existe  une  fonction  )/  de  x, 
tendant  vers  i/„  quand  r  tend  vers  .i-„,  et  satisfaisant  à  l'équation  f{x,  y)  —  0,  en  supposant  de  plus 
que  /"J    soit  différent  de  zéro. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  les  paramètres  directeurs  u  =  0,  v  =  l  ne  satisfont  pas  à  la  relation 
iif  -\-vf'  =0.  Donc  la  droite  x  —  x,  traverse  la  courbe  en  A.  Prenons  les  points  A,  et  A,  du 
théorème  précédent  sur  celte  droite,  à  une  distance  s  de  A  de  part  et  d'autre  ;  formons  un  petit  l'ectangle 
A1B1B5A2,  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  axes,  A,Bi  et  A2B2  étant  égaux  à  une  quantité  h  assez  petite 
pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  points  de  la  courbe  sur  eux,  ce  qui  est  possible  (Théorème  I)  ;  alors  en  B,  et 
en  B2  le  polynôme  /"  aura  des  signes  contraires,  BiBj  coupera  la  courbe.  Donc  sur  la  droite  BiB» 
{x  =  Xf^-\-h)  il  y  aura  un  point  dont  l'ordonnée  sera  comprise  entre  y^,  —  e  et  î/o-I-e  qui  appar- 
tiendra à  la  courbe.  Ce  qui  démontre  la  proposition. 

V.  La  fonction  y  dont  l'existence  vient  d'être  démonlrée  est  unique. 

En  effet /'(xo,»/)  est  divisible  par  7  —  )/o  et  non  par  iy—yo)'  parce  que  f;,^^^0.  Or,  suppo- 
sons que  quand  x  tend  vers  x„  p  valeurs  de  y  racines  de  l'équation  /"(x,  ?/)  =  0  tendent  vers  (/„. 
Soient  1/1,  j/;,  ■  ■  -,  y,,  ces  p  valeurs.  On  aurait 

/(■^^  y)  =  {y  —  yi){y-y-^---{y  -  yM^^  y)  ; 

quandaïtend  vers  0,  lepremier  membre  tend  vers  /{.r„,  y),  le  second  vers  (y  —  .'/o)'''î'(-'^o'?/)  !  doQc/"(Xo,;/) 
serait  divisible  par    (1/  —  y^Y,     ce  qui  n'est  pas. 

VI.  Existence  d'une  tangente  à  ta  courbe. 

D'après  le  théorème  lll,  il  y  a  des  points  de  la  courbe  aussi  voisins  de  A  qu'on  voudra  ;  on  peut 
donc  supposer  que  ÂA'  tende  vers  zéro.  Dans  ces  conditions,  je  dis  que  la  droite  AA'  tend  vers  une 
position  limite.  Je  désignerai  par  u  et  v  les  paramètres  directeurs  de  celte  droite. 

Soient    x„-+-up,     y^-\-vp     les  coordonnées  du  point  A':  /',     /"J    n'étant  pas  tous  les  deux  nuls, 

supposons    /■,).  -^  0. 

On  aura  f{x„  -h  uo,  y^  -h  up)  =  0, 

ou,  puisque  f{x^,,y^)  est  aussi  nul, 

«/'.'„ + ''/".;„ + ??î(".  i')  -t-  ?'<p3(«.  f  )  -t-  ■  •  ■  =•  0, 

d'où  l'on  lire 

"/".'„  —  ??2(m,  r)  —  p^03(w,  V)—  ■■■ 

°  = n. ■■ 

quand  i  tend  vers  0,    02,  ?.t  ■••  restent  évidemment  finies  quelle  que  soit  la  manière  dont  varient  ît  et  y, 


donc  —  tend  vers 

u  f 


(u  ne  peut  pas  tendre  vers  0,  car  la  formule  ci-dessus  montrerait  que  v  tend 
aussi  vers  0.  Ur.  cela  n'est  pas  possible,  car  u  et  r  sont  des  paramètres  directeurs.) 
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Aucune  des  démonslralions  précédentes  ne  suppose  connu  le  théorème  de  d'Alembert.  On  peut  se 
servir  au  contraire  do  ce  qui  préi'èile  pour  le  démontrer,  ce  que  je  ferai  voir  ultérieurement. 


NUTK  Sri{  LES COMÙUI-^S  DIX  RKSEAU 
par  M.  L   Bickart 


Je  me  propose  de  démontrer  très  rapidement  une  propriété  simple  des  coniques  d'un  réseau  qui  est 
la  suivante  : 

Les  cordes  commuiirs  avec  une  conique  fixe  des  coniques  d'un  réseau  linéaire  soitl  deu-v  à  deux  conjuguées 
par  rapport  aut  coniques  d'un  certain  faisceau  langentiel. 

Soient  /"=  0,     la  conique  lixe, 

et  >r/i  -+-  hfi  -f-  y^sfs  =  0,      une  conique  d'un  réseau  linéaire  ; 

pour  obtenir  les  cordes  communes,  il  faudra  écrire  les  équations  d'identification  impliquées  par 
^f-+-  hfi  -(-  ^-2/2  +  hf3  =  {ux  +  uy  -+-  wz)(u'x  +  v']i  -+■  uh). 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  0  :  éliminons  les  paramétres  '>■,  /i,À2,  Àj,  il  restera  deux  équations 

de  la  forme 

\uu'  -4-  k!oo'  -H  k"ww'  -+-  B(o«;'  -t-  w»')  -+-  B'(«'m'  -<-  mo')  ■+■  B'(uu'  -i-  vu')  =  0. 

Or,  une  équation  de  cette  forme  exprime  que  les  droites  (u,  v,  w),  {u,  v,  «•')  sont  conjuguées  par 

rapport  ;i  la  conique 

Au"  -h  A'u^  +  AV-  -^  2BoH'  +28  H'u  +  2B'«o  =  0  ; 

le  théorème  est  ainsi  démontré. 

♦ 
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Mathématiques. 

Solution  par  M.  Boudeville  ipiix  d'honneur). 


1116.  — ■•  1"  Soient  1",  r,  les  traces  d'un  ellipsoïde  E  et  de  son  cône  asymptote  sur  le  plan  II  qui  passe 
par  les  extrémités  A,  B,  G  de  trois  diamètres  conjugués  wA,  wB,  toC  de  cet  ellipsoïde.  —  On  sait  que  ces 
traces  sont  des  coniques  concentriques  et  homo  thé  tiques . 

Démontrer  que  le  rapport  de  similitude  des  coniques  r,  1",  ne  change  pas  quand  on  fait  varier  soit  les 
trois  diamètres  conjugués  -oA,  wB,  wC,  soit  l'ellipsoïde  K. 

2°  Cela  étant,  on  donne  trois  points  A,  B,  C  non  en  ligne  droite  et  l'on  considère  tous  les  ellipsoïdes  E 
dont  trois  diamètres  conjugués  ont  pour  extrémités  les  points  A,  B,  C. 

Démontrer  que  les  ellipsoïdes  E  et  leur  cône  asymptote  sont  coupés  par  le  plan  ABC  snivjnt  des  coni- 
ques fixes  r  et  T,.  —   On  désignera  par  2ï  et  par  2^  lei  longueurs  des  axes  de  la  conique  r. 

3°  On  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  symétrie  Ox,  Oy  de  la  conique  r  et  la  perpendiculaire 
Os  au  plan  ABC  ;  trouver  l'équation  de  celui  des  ellipsoïdes  E  qui  a  pour  centre  un  point  donné  10  de  coor- 
données X,,  y,,  :,. 

4"  Soient  P,  Q,  R  les  traces  sur  le  plan  ABC  des  axes  de  symétrie  de  cet  ellipsoïde  E  ayant  pour  centre  w; 
montrer  que  le  triangle  PQR  est  conjugué  par  rapport  à  la  conique  r,.  —  Déterminer  le  cercle  Ci  conjugué 
dumème  triangle  POR. 
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ri"  Montrer  qne  trs  points  P,  O,  R  peuvent,  dès  lors,  rire  obtenus  par  l'intersection  d'un  cercle  C,  et  d'une 
hyperbole  équilatcre  H  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  a.ies  de  symétrie  de  laconique  r. 

6°  Le  cercle  G»  coupe  l'hyperbole  équilatcre  H  aux  points  P,  Q,  R  et  en  un  quatrième  point  S  que  l'on 
construira. 

Déterminer  les  puissances,  par  rapport  au  cercle  C2,  de  l'origine  0  des  coordonnées  et  du  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  PQR.  —  Construire  le  cercle  C». 

7°  Examiner  le  cas  particulier  oii  la  conique  V  est  un  cercle. 

1.  Prenons  pour  axes  wA,  mB,  wC  ;  l'ellipsoïde  E  aura  une  équation  de  la  forme 

x^        y^        z- 
cr        b-         c- 

et  le  plan  ABC,  —  ^  J>  ^  Jl 1  —q. 

a  b         c 

Considérons  le  cylindre  parallèle  à     —  —  ^  =  —    et  projetant  lasection  r  de  E  par  le  plan  ABC. 

X  '/  z 

Il  coupe  encore  E  suivant  sa  section  par     - — h-~-^ f-l  =0;    doncsonéquationest  de  la  forme 

abc 


k 


'  •^■'  ,  y'  ,  "'     i\  ,  ( -^  ,  '■!  ,  '    Al  •'■  ^  y 


\a-         b-         c^  J        \a         b         c  /  \  a         b         c  I 


\  a-         b^         c'  J        \a         b         c  I 

L'origine  w  est  centre  de  cette  quadrique  ;  pour  écrire  que  c'est  le  cylindre  en  question,  il  suffit 
d'exprimer  que  le  point  (a,  b.  c)  est  centre  ;  or  les  équations  du  centre  sont 

,    a-         l  /  X        II        z  \       ^  ,  X        X        î/        : 

a'^         a\  0         b         c  J  a         a         b         c 

Il  .1-  Il  z 

//         n         b         c 
,  z         X        y         :        „ 
c         a         II         c 
Les  trois  conditions  donnent  simplement    A-f-3  =  0,     et  le  cylindre  a  pour  équation 

\  a        b         c  J  \a^         b"        c-         J 

De  même  le  cylindre  projetant  r,  est 

abc/  \  «2         ^-2         ^.-i  J 

:  =  0    donne  dans  ces  deux  cylindres 

lT-f)'-K5-|r)-.=«. 

Donc  le  rapport  d'homotliélie  de  r  h  Tj  est    ±//2. 

2.  Supposons  qu'on  se  donne  A,  B,  C  non  en  ligne  droite.  En  A  le  plan  tangent  est  parallèle  k  coBC, 
sa   trace  sur  ABC,  tangente  à  r,  est  parallèle  à  BC. 

r  est  donc  flxe  :  c'est  la  conique  circonscrite  à  ABC  pour  laquelle  la  droite  de  Pascal  est  rejetée  à 
l'inlini,  ou  encore  c'est  la  conique  circonscrite  à  ABC  qui  se  projette  suivant  un  cercle  quand  on  projette 
ABC  suivant  un  triangle  équilatéral  et  réciproquement. 
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r  étant  flxe,  ainsi  que  le  centre  et  le  rapport  d"homothétie  de  r  à    r,,  il  en  est  de  même  de  r,. 

a-        i/- 
3.  Avec  les  axes  indiqués,  r  a  pour  équation    —r-^^ 1  =  0.      «ofa;,,  ?/,,  :,,  étant  le  centre, 

le  sommet  du  cône  circonscrit  suivant  r  est  évidemment    (—2a-,,     — 2i/,,     —2:,).     Formons  l'équa- 
tion de  ce  cône. 

Une  génératrice  est 

x-h^x,   _  ?/  +  2)/,   _  :— 2:, 

Il  V  II' 

:  =  0     donne  x  =  —  ±r,  H , 

w 

2»3i 

y  =  —  2//,  + 


On  a  donc  la  condition 

2«:,  \»      /      _  2vz,\' 


{wx,  —  uz,y        {wy,  —  vzji        iv^   _ 
'^  ^2  4 

Remplaçant  u,  v,  iv  par  les  quantités  proportionnelles,  on  a  l'équation  du  cône 

[x.z  —  ZiXf        (;/,:  — :,!/)^        (:-)-2:,i- 


a^  f,-^  4 

L'ellipsoïde  est  alors  de  la  forme 

(a-,:  — s,.t)«        {y,z  —  z^yY        f:-h2:,)« 


=  0. 


H-  Â-:=  =  0. 


X  \l  z 

Pour  toutes  ces  quadriques  la  ligne  des  centres  est    —  z=  —  =  —  .      Pour  que  l'équation  représente 

a?i         y,  :, 

l'ellipsoïde  de  centre  w,  il  suffit  que  l'un  des  plans  du  centre  passe  par  w.  Ce  calcul  donne 

■J     ,,  =1  -I-  23i  /  3 


2    A=-^^^^+^=.  =  (^-^)=.  =0; 


3 

d'où     k  = —-,      z,  étant  supposé  évidemment  v^O. 

L'ellipsoïde  en  question  est  donc 


(Xtz  —  Zix:-    ^    (//, 2  — :,!/)-        {z-h±,]''    ^    3  _,  _ 


a-  a-  4  4 

Cette  équation  est  étfiblie  indépendamment  de  la  première  partie.  Elle  peut  servir  à  la  vérifier. 
Le  cône  asymptotique  de  sommet  0  est 

(a-,:  -  z^xy        (!/,;— z.y)-    ,£_  _f. 
y.-'  p  2    ~     ' 

cette  équation  est  celle  du  cône  asymptote  par  rapport  aux  axes  transportés  en  w.  Dans  le  système 
actuel,  le  cône  asymptote  est  donc 

{XiZ  —  z,xf        {y,z—z,y)-        [z  —  z,Y 

7^ ^ p5 ' 2 —  =  "• 

X-        y'^        1 
or    :  =  0    donne    — r  -H  -p  -f-  -^  =  0,    ce  qui  vérifie  la  première  partie. 

Si,  inversement,  on  veut,  pour  former  l'équation  de  E,  s'appuyer  sur  la  première  partie,  on  peut 

.1  =  0 

dire  :  Formons  le  cône  asymptote;  il  a  pour  sommet  w(x,,  î/i,  :,)  et  pour  base   Pi  i    x-       y-       1 

'    ^"^y^Y^O; 
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une  génératrice  est 


.'/  -  V' 


et 


0    donne 


w 


X  =  .T,  — 


V 


on  a  donc 


et  le  cône  est 


«:i)- 


?/t  - 


(wy, 


+ 


2 


=  0, 


=  0. 


a-  y-  2 

C'est  l'équation  déjà  trouvée;  de  là  on  passe  à  celle  de  E  en  ajoutant  A-  au  premier  membre  ;     -  =  0 

x'-        y'         ■[  k  ...,,,  3     , 

donne  alors     — ;-  -h-f^H \ — r  =  0,     et  pour  que  cette  conique  soit  r,  il  faut     k  = —  cj. 

œ  p-         2         :'î  - 

L'équation  de  E  est  donc 


L -2    _    fl 

^2  6:;  ■  2  2  "'  ~ 

Cette  équation  est  identique  à  l'équation  trouvée  par  l'autre  méthode,  car  toutes  deux  se  réduisent  à 

{x,z  —  Zixy-  (?/,:  — s, ?/)- 


r- 


--2,3-.T-0. 


4.  Le  triédre  des  axes,  (uFQR,  est  conjugué  par  rapport  au  cône  asymptote  de  Tellipsoïde  E.  Leurs 
sections  par  un  même  plan  sont  donc  un  triangle  PQR  et  une  conique  r,  conjuguée  à  ce  triangle. 

De  même  le  cône  isotrope  de  sommet  lo  est  conjugué  à  wPQR.  Sa  trace  sur  le  plan  ABC  est  donc 
le  cercle  conjugué  C,  au  triangle  PQR  :  c'est  le  cercle  imaginaire  de  centre  Afx,,  y,,  0),  projection  de  w 
et  orthocentre  de  PQR,  et  de  rayon  iz,. 

La  recherche  de  P,  Q,  R  est  donc  celle  du  triangle  conjugué  commun  à  la  conique  r,  et  au 
cercle  C,. 

5.  OP  est  le  diamètre  conjugué  de  QR  dans  r,    et  r  ;    /iP  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  /;  sur 

OR.  Donc  P,  et  de  même  Q 
et  lî,  sont  sur  le  lieu  des  in- 
tersections d'un  diamètre  avec 
la  perpendiculaire  menée  de  h 
à  ses  cordes  conjuguées,  c'est- 
à-dire  sur  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius H  du  point  k.  Cette 
hyperbole  est  facile  à  déter- 
miner, puisque  h,  projection 
de  10,  est  connu  et  que  l'on 
peut  remplacer  r,  par  toute 
conique  homothétique,  par 
exemple,  r  qui  est  réelle  si 
A,  B,  G  le  sont. 

Si  donc  on  peut  déter- 
miner le  cercle  PQR  ou  Co, 
les  points  P,  0,  R  seront  don- 
nés par  l'intersection  de  C,  et 
de  H.  Soit  S  le  quatrième 
point  d'intersection. 
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6.  On  sait  que  le  contre  Ode  l'iiypeibole  équilatère  H  circonscrite  à  POR  est  sur  le  cercle  d'Euler  de 
PQR.  Donc  le  symétrique  de  /(  par  rapport  à  0'  est  sur  le  cercle  circonscrit  :  or  il  est  sur  H,  c'est  donc 
le  point  S,  et  il  est  connu  d'avance.  C'est  un  point  de  Cj. 

De   plus,  Ci  étant  harmoniquement  circonscrit  à  r,  est  orthogonal  au  cercle  de  Monge  de  r,  ;  la 


puissance  de  0  par  rapport  k  Co  est  donc 
P 


Enfln  la  puissance  de  h  par  rapport  à  Ca  est  le 


double  carré  du  rayon  de  C,,  soil  — 2:î.  En  effet, 

hP.hli  =  2/(P.AL  =  2)--, 
r  étant  le   rayon   de  Ci,  imaginaire  ici.    Remarquons  que   C,  étant  sûrement 
imaginaire,  PQR  est  acutangle,  ce  qui  est  d'ailleurs  évideiu.  puisque  c'est  la 
trace  d'un  trièdre  Irirectanglo. 

On  connaît  donc  un  point  S  de  C»,  et  les  puissances  de  0  et  de  h.  Il  est 
donc  facile  de  construire  le  cercle  Co  qui  rencontrera  encore  H  en  P,  Q  et  R. 
Il  suffira  de  tracer  les  axes  radicaux  de  S,  du  cercle  de  Monge  de  r,  et  du  cercle  de  centre  h  ot  de 
rayon    yZ—'Àz-,  —  i'-ty/F;     lo  centre  radical  x  est  le  centre  de  C.,  et  on  sait  que  C,  passe  en  S. 

Pour  tracer  l'axe  radical  de  S  et  d'un  cercle  imaginaire  de  rayon  il;,  on  sait  qu'on  peut  augmenter 
d'une  même  quantité  les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles,  qui  actuellement  sont  0  et  —  I;-.  On 
tracera  donc  le  cercle  de  centre  S  et  de  rayon  k  et  on  prendra  l'axe  radical  de  ce  cercle  réel  et  du  centre 
du  cercle  imaginaire  donné.  Donc,  pour  avoir  PQR:  Prendre  h  projection  de  w,  S  diamétralement 
opposé  à   h    sur   son  hyperbole   d'Apollonius,  décrire  de   S   comme  centre  des  cercles   de   rayons 


V 


U'  -h  <^- 


et  :i\/"2;  prendre  l'axe  radical  de  0  et  du  premier  cercle,  celui  de  /*  et  du  deuxième  ;  ils 


se  coupent  en  a;;  de  a;  comme  centre  avec  aS  pour  rayon  décrire  un  cercle  qui  coupe  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius de  /(  en  S,  P,  Q,  R. 

On  peut  vérifier  par  le  calcul  que  P,  Q,  R  sont  sur  H  et 
que  Cs  jouit  des  propriétés  qui  ont  permis  de  le  construire. 
Pour  que  le  point  [x,  y,  0)  soit  sur  un  axe,  il  faut  que  la 
droite  qui  le  joint  ;\  w  soit  perpendiculaire  à  son  plan  polaire, 
d'où,    /"  =  0    étant  l'équation  de  E, 

3--  — ■Ti   _  y  —  yi   _  ___fj__ 

/■;(x,?/,0)  ~  fy{x,y.Q)  "      Ai",,V,0)' 
La  première  condition  est  l'équation  de  H.  En  la  combi- 
nant à  la  deuxième  on  peut  former  l'équation  de  Cj. 
X  —  x,  !/  —  yi  21 


On  a 


X 

a- 


.'/ 


?/.?/ 


,3-  j-  |3^ 

On  pourrait  aussi  écrire  que  (x,y)  a  même  polaire  dans   \\  et  dans  Ci,  d'où  les  conditions 

X  — X,         ?/  —  ?/!         z]  —  xi(x  —  xi)  —  yi(y  —  yi) 


X  y  1 

évidemment  équivalentes  aux  précédentes. 

Dans  les  deux  cas,  on  a  trois  coniques  passant  par  P,  0,  R,  par  exemple  : 

H  ^  y'-xy  -+-  P'-'i/iX  —  cn-x^y  =  0,  (avec     •;'  =;  a-  —  ^^), 

2 


P  =  (x  — X,) 
Q^(î/-y,)(^ 


--^x  =  0, 


r 


-)  -  -^v  =  0. 
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Ecrivons  que     H  -h  ÀP  -+-  ;j;Q  =  0     est  un  cercle  :  nous  avons 

),.r,  IJ.IJ, 


D'où  l  = 


Cl  a  donc  pour  équation 


ou,  en  réduisant  et  multipliant  par    — 


7- 

a-^ 

^?/i     , 

[xXt 

, 

r  ' 

a' 

1 

T" 

el 

l 

xi 

a* 

•-1- 

(4 

nar 

■-I- 

-■(■2 

-p- 

1^  = 


-f 


^p— t'-^^o  =  "i 


a-     /  v^  -■-  \  i-    /  Y^  y2  \  1-^f-  8- 


On  voit  de  suite  que  la  puissance  de  0  est    — 


2 
En  substituant  .r,,  y,  à  x,  y,  on  a  la  puissance  de  h  : 

a-  \  t  -J         \\  /       z-         1  \        a-  -h  &- 


"^-«(-f-^)-(l-l)-K-*-ï)- 


_   2îî  +  ' ^^  r      _  2;2_ 


Enfin  l'équalion  de  Co  est  vérifiée  par 


-t-S^ra^'i  — -ÏM  et  —V'  —  Vi, 

r  r 

ou  ^ — a'i  et 5 — ?/i.     coordonnées  de  S. 

•r  ï- 

On  peut  remarquer  que  OS  et  Oh  sont  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  r,  ce  qui  traduit  une 

propriété  connue  de  l'hyperbole  équilatère 

On  trouve  en  général  trois  points  P,  Q,  R  distincts,  car  le  cercle  Ci  et  la  conique  r,  ne  peuvent 
être  tangents  à  moins  d'être  bitangents,  auquel  cas  le  triangle  conjugué  commun  est  indéterminé  :  on 
trouve  la  corde  des  contacts  et  son  pôle  dans  G,  ou  r,  ;  c'est  le  cas  de  la  quadrique  de  révolution,  h  est 
sur  un  axe  de  r,  et  de  r,  comme  c'était  à  prévoir,  de  sorte  que  H  se  réduit  à  cet  axe  el  une  autre 
droite,  qui  est  sur  la  corde  des  contacts  en  question,  trace  de  l'équateur  de  E.  Son  piMe,  dans  Ci  ou  r,, 
également  sur  l'axe  de  r,  est  la  trace  de  l'axe  de  révolution.  On  pourrait  même  déduire  de  là  le  lieu  des 
centres  des  quadriques  de  révolution  dont  A,  B,  C  sont  3  extrémités  de  diamètres  conjugués  :  ce  sont 
des  courbes  dans    a:  =  0    et    y  =  0,     et  on  exprime  facilement  lui  en  fonction  de  Oh. 

7.  Si  r  est  un  cercle,  r^  est  aussi  un  cercle.  11  faut  prendre  ses  points  de  Poncelet  avec  Ci,  qui 
sont  les  traces  de  deux  axes  de  E.  De  plus,  on  trouve  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire 
à  O/i,  ce  qui  n'a  rien  d'étonnant,  puisque  tout  plan  cyclique  est  parallèle  à  un  axe,  et  que  Oh  est  la 
trace  du  plan  principal  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Nous  avons  reçu  diverses  solutions  très  étudiées  du  problème  du  concours  général  de  MM.  li.^nnÉ,  ;i  Arras  ;  M.  Rebei.x  ; 
M.  l.AiBENCE,  à  Bordeaux  ;  R.  Bcovaist  ;  .1.  Ffianceschini,  lycée  de  Marseille.  Mais,  pour  le  problème  du  concours  général,  il 
nous  parait  préférable  de  ne  publier  que  la  solution  qui  a  été  jugée  digne  du  premier  prix.  Nous  avons  cependant  fait 
exception  pour  l'addition  très  originale  qui  suit  et  qui  émane  d'un  des  correspondants  les  plus  distingués  de  la  Revue. 
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Sur  le  problème  du  Concours  général  de  Mathématiques  spéciales  (1902). 


Soit  E  un  espace  euclidien  à  »  -+- 1  dimensions,  et  dans  cet  espace  une  quaiiriquc  Q  à  centre 
unique,  de  discriminant  non  nul,  et  son  cône  asymptote  Oi. 

Soit  P  un  espace  linéaire  à  n  dimensions  contenu  dans  E,  et  T,  T,,  les  quadriques  à  n  dimen- 
sions, traces  de  Q  et  Qi  sur  I*.  T  et  Ti  sont  manifestement  concentriques  et  homothétiques.  Suppo- 
sons que  P  contienne  les  extrémités  de  »  h- 1  demi-diamèlros  conjugués  de  0,  soient  A,,  A.., ...,  A„+,. 
La  suite  des  A,  est  inscrite  à  T  et  conjuguée  à  Ti.  Réciproquement,  si  dans  P  on  prend  deux  qua- 
driques T  et  Ti  à  n  dimensions,  concentriques  et  homothétiques,  telles  qu'il  existe  une  suite 
Ai,  Ao.  .  ,  A„,|  inscrite  à  T  et  conjuguée  à  T,,  il  existera  une  quadrique  O,  de  centredonné  '•>,  et  de 
cône  asymptote  Qi,  telles  que  T  et  T,  soient  les  traces  de  Q  et  Q,  sur  1*,  et  telles  que  les  'uA;  for- 
ment  un   système  de    n-\-  \     demi  diamètres  conjugués  de   0  ;   et  d'ailleurs,  s'il   existe   une  suite 

A|,  Aj,  ...  satisfaisant  à  la  condition  donnée,  il  en  existera  d'autres  en  nombre  «     2     _ 

Ceci  posé,  je  dis  que  si  la  suite  des  A,  est  donnée,  les  quadriques  T  et  Ti  sont  déterminées.  En 
elfet,  prenons  dans  P  des  coordonnées  homogènes  X,,  ...  .X,,,,,  la  suite  de  référence  étant  précisément 
celle  des  A,.  L'équation  du  lieu  des  points  de  P  situés  à  l'infini  sera  par  exemple  ^p,\i  —  0.  Les 
étjuulions  de  T  et  T,  seront  respectivement  de  la  forme 

ï-,/;X,X,  =  0,  et  ïr,Xf  =  0. 

T  et  T,  étant  concentriques  et  homothétiques,  l'équation     (S/j,X,)^  =  0    est  une  combinaison  linéaire 
des  deux  précédentes,  de  sorte  que  l'on  a 

r,  =  ?pl  q.j  =  <!p.Pn 

p  et  c  étant  des  facteurs  d'homogénéité.  T  et  Ti  sont  donc  déterminées. 

Rapportons  T  et  Ti  à  leurs  axes  Oofi,  Oxo,  ...,0c„    leurs  équations  dans  P  sont  de  la  fonne 

et  puisqu'il  existe  une  suite  Ai,  A.,  ..,,A„^,  inscrite  à  T  cl  conjuguée  à    Ti,  on  a  immédiatement  la 
relation 

H p  =  0,  d  ou  /.•  =  — 

k  )i 

Le  rapport  d'homothétie  de  T  et  T,   a  donc  la  valeur  lixe     v^  —  ;i. 

Soit  Oy  la  perpendiculaire  à  P  menée  par  0,  de  sorte  que  x,,  Xy,  ■  . .,  x„  et  y  définissent  un  sys- 
tème de  coordonnées  rectangulaires  dans  E.  Soient  ri,  a-.',,  ...,.v'„,y'  les  coordonnées  de  w,  centre  de 
la  quadrique  Q  indiquée  plus  haut. 

L'équation  de  Q,  est  manifestement 

■^  aj  11  ' 

puisque  sa  trace  sur  P  est  T,.  On  en  déduit  l'équation  de  Q  en  ajoutant  un  terme  constant  déterminé 
do  fat^'on  que  Q  contienne  T,  et  l'on  trouve  ainsi 

y  {■'■•!/'  —  yx',Y  _^  (y  -  ?/')•'  _  »  + 1    ,2  ^  0. 

■*^  a-;  n  II 

Soient  R,,  R,,  ...,  It„+,  les  traces  des  »-i-i  axes  principaux  de  Q  et  Q,  sur  P.  La  suite  des 
R,  est  manifestement  conjuguée  par  rapport  à  T,,  et  aussi  par  rapport  à  la  trace  Ci  du  cône  isotrope  de 
sommet  oj  sur  P. 

L'équation  de  Ci  dans  P  est  donc 

c'est  une  sphère  à    n   dimensions   de   l'espace   P,    ayant  pour  centre   le    point    0'    de   coordonnées 
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x'i,x'^,  ...,a;„   et  pour  rayon     i/\/ — 1.     Le  point  0'   est  la  projection  de   w    sur   P,  et  la  suite  des 

R,  l'admet  comme  ortliocentre  puisqu'elle  est  conjuguée  par  rapport  à  Ci. 

Les  R,  sont  les  sommets  de  la  suite  conjuguée  commune  à  C,  et  Ti.  On  a  donc  pour  les  détermi- 

ctrix,  —  a'))  r   „       .-,   ,  ,1 

ner  les  équations  t  = =  »  \y   —  -■'■.(■i'.  —  ^z)    ' 

/  étant  un  paramètre  auxiliaire. 

Si  l'on  fait  abstraction  du  dernier  membre  de  ces  équations,  on  voit  que  l'on  déllnit  une  série  II 
unicursale,  simplement  infinie,  de  degré  n,  que  pour  des  raisons  évidentes  nous  pouvons  qualiûer  de 
série  d'Apollonius  relative  à  0'  et  à  T,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  sa  définition  géométrique. 

Les  quadriques  de  l'espace  P  qui  contiennent  la  suite  R,  ont  pour  équation  générale 

_2/ .La?  —  o,j)x,Xj  +  a»,  —  «r.T;r,l  -)-  V^;a,  r,r;  —  y"  -H  ^x^ixj  —  x'^)]  -+■  --  xf{x,  -  x)j  =  0, 

les  l,j,  a,  |ji,  étant  des  arbitraires. 

On  obtiendra  une  sphère  ii  n  dimensions,  C^,  en  prenant 

1 

— —1 

X, 


H.  — 


hi'^  —  '^)- 


X:  X, 

-f   +   -^ 

Xi  X, 


=  0. 


Les  puissances  de  C,  par  rapport  à  0  et  0'  se  lisent  alors  immédiatement  ;  elles  sont Va:;    et 

-mi'-.     C'est  ce  que  montre  aussi  le  théorème  de  Faure,  puisque    Co   est  la  sphère  circonscrite  à  la 
suite  des  R„  conjuguée  par  rapport  à  T,  et  C,,  décentres  0  et  0'. 

On  peut  obtenir  les  n -+- 1  points  R,  par  l'intersection  de  la  série  11  et  de  la  sphère  C^;  mais  ces 
deux  ensembles  ont  2n  points  communs,  et  par  suite,  n— 1  points  S|,  S.., .. .,  S„_,,  en  outre  des 
points  R,.  Pour  déterminer  les  S,,  remarquons  qu'en  vertu  des  équations  de  II,  les  coefTicients  des 
'/■,j  dans  l'équation  de  C^  disparaissent;  puis  dans  les  coeflicients  des  [i,,  remplaçons  les  derniers 
termes    «7(3;,  —  xi)    par  <.r,  ;  on  obtient  ainsi  l'équation 

^±-^y--^-x'Ax,~x:)^x'^^    =0. 

Le  premier  facteur  s'annule  pour  les  points  R„  d'après  les  équations  qui  les  définissent;  donc  pour 
les  points  S,  on  a  7j— r  =  0. 

On  définit  ainsi  un  espace  linéaire  à  »  —  1  dimensions  do  l'espace  P,  qui  a  manifestement  en 
commun  avec  H  l'origine  0  et  les     »  —  1     points  S,. 

La  sphère  Cj  peut  élre  considérée  comme  définie  par  les  n  —  1  points  S,  et  ses  puissances  par 
rapport  à  0  et  0'. 

D'après  les  équations  de  H,  on  peut  encore  dire  que  les  points  S    vérifient  la  condition 

y,  ajjx,  —  x',)    _ 

qui  définit  un  nouvel  espace  linéaire  an  —  1  dimensions  de  P,  ayant  en  commun  avec  II  le  point  0'  et 
les  S,.  Ce  serait  d'ailleurs  évident  géométriquement,  d'après  les  propriétés  de  H. 

L'élément  linéaire  à  n — 2  dimensions  qui  contient  les  n- — 1  points  S,  a  par  suite  pour  coor- 
données les  déterminants  tirés  de  la  matrice 

—    —  J- 
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et  par  suite  des  formes   — — —      et      — —,    au  signe  près- 
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1119.  —  On  donne,  ri'lativemcnt  à  un  siislême  de  trois  axes  reclangidnires  Onjz,  un  point  V,  de  coor- 
données, a.  II,  c,  el  un  cercle  [C]  défini  par  les  équations 

a,2  -i-  if  —  2R,r  =0,  :  =  0. 

1"  Former  l'équation  du  lieu  des  projections  orthogonalfs  du  point  P  sur  tes  droites  qui  rencontrent  à 
la  fois  le  cercle  [C]  et  l'axe  0:.  Reconnaître  que  ce  lieu  se  compose  d'une  sphère  '■!  d'une  surface  du  qua- 
trième degré  [SJ. 

2°  Trouver  les  sections  de  la  surface  [S|  par  les  plans  contenant  Oz,  el  le  lieu  des  centres  de  ces  sections. 

3°  Déterminer  les  limites  entre  lesquelles  sont  compris  les  plans  parallèles  à  xOg  qui  coupent  la  surface 
[S]  en  des  points  réels.  Trouver  les  sections  de  cette  surface  par  le  plan  xOy  et  et  par  le  plan,  parallèle  à  ce 
dernier,  qui  contient  le  point  P. 

N.  B.  —  //  sera  tenu  compte  aux  candidats  des  explications  géométriques  qu'ils  pourront  fournir  des 
résultats  trouvés  parle  calcul. 

\.  Les  équations  générales  des  droites  qui  s'appuient  sur  0:  sont 


z 


l'une  d'elles  coupe  le  plan  des  xg  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

—  ï>.  —  3), 

—  '  — T-'       0, 

et  nous  aurons  exprimé  que  c'est  l'une  des  droites  indiquées  en  écrivant  que  ce  point  est  sur  le  cercle 
donné  ;  ce  calcul  donne  la  condition 

(aS  -(-  32)X2   +  aRay).  =  0, 
qui  se  dédouble  en  deux  autres 

>>  =  0  et  (x^  -î-  ^^)).-H  2Rav  =  0. 

La  première  exprime  que  la  droite  passe  à  l'origine  ;  cette  solution  était  évidente  a  priori.  La  seconde 
est  la  véritable  condition. 

Or,  le  plan  mené  par  le  point  P  perpendiculairement  à  la  droite  variable  que  nous  venons  de  con- 
sidérer a  pour  équation 

a(.i-  -  a)  +  p((/  —  b)  --  ■({:.  —  c)  =  0  ; 

si  Ton  considère  d'abord  la  droite     —  =  -^  =  -1     qui  passe  à  l'origine,  le  lieu  demandé  s'obtient  en 

a  p  Y 

remplaçant  dans  l'équation  du  plan,  x,  (3,  y  par  des  quantités  proportionnelles  x,g,z\  on  trouve  ainsi  la 
sphère 

.v{x  —  (/)  +  yig  —b)-h  z{z  -  c)  =  0, 
décrite  sur  OP  comme  diamètre. 

Si  l'on  envisage  maintenant  l'autre  condition  et  que  l'on  remplace  dans  l'équation  du  plan  et  dans 
cette  condition  a,  ^,  y  par  les  quantités  proportionnelles  x,y,     :  —  X,     on  obtient  les  deux   équations 

x{x  -a) -h y(y  -b)-h(z  -  c)(: -  X)  =  0, 
(a-^  +  v/^)X-+-2Ra-(:-X)  =  0, 
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enire  lesquelles  il  faut  éliminer  )  ;  or  la  première  donne 

_    x^x  —  a)-hy{y  ~  h) 

"  ~  :  —  c 

x{x —a)-\-y{y  —  b)-\-z{z — c) 
puis  ^  = . ç  ' 

et,  en  portant  dans  la  seconde,  nous  obtenons 

S  =  [x{x-  a)  -+-  i/(y  —  b)]lx^  -+-  ;/'  -  2n.r)  -H  :(3  -  c){x'-  H-  y-)  =  0; 
c'est  la  surface  du  quatrième  degré  indiquée  dans  l'énoncé.  Cette  surface  passe  au  point  P  qu'elle  admet 
comme  point  simple  ;  elle  passe  aussi  par  le  cercle  donné  et  par  Oz  qu'elle  admet  pour  ligne  double. 
Nous  allons  rencontrer  bienlùt  d'autres  sections  remarquables  de  colle  surface.  Enlin,  elle  admet  pour 
directions  asymptotiques  {x- +  y^}{x~ -{-y- +  z-)  =  0;  elle  contient  donc  le  cercle  imaginaire  de  l'infini 
et  deux  droites  situées  à  l'infini  dans  les  plans  isotropes    x-H-y-  =  0. 

2.  Coupons-la  par  un  plan  quelconque  passant  par  0:,  j/  —  U  =  0  ;  pour  cela,  écrivons  d'abord 
ainsi  l'équation  de  S  : 

(a,.2  ^  y-')[x{x  —  a)  -f-  y{y  —b)-+-  z{z  -  c)]  —  î,Rx[x{x  —  a)-\-  1/(1/  —  h)]  =  0, 
et  remplaçons  y  par  Ix  seulement  dans  la  première  parenthèse  et  dans  la  dernière  ;  nous  trouverons 
d'abord  a.-^  en  facteur,  ce  qui  correspond  à  la  droite  double  0:,  puis  la  sphère 

(l-\-l^)[x[x—a)~hrj(y--b)-i-z{z-    c)]  —  'iR[x—a-hHy—b)]=0, 
qui,  avec  l'équation     y  —  kv  =  0,     définit  l'autre  partie  de  la  section  plane  ;  celte  autre  partie  est  donc 
un  cercle. 

Le  centre  de  ce  cercle  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le  plan 
y  —  Ix  =  0,     et  les  équations  de  cette  droite  sont 

(l-hX2)(2a-  — a)— 2R  +  ).(l+>>2){2;/_«,)  — 2R).=  =  0, 
2ï  —  c  =  0. 

La  seconde  montre  que  le  lieu  du  centre  est  dans  le  plan  ;  =  —  ,  équidistant  du  point  P  et  du 
plan  des  xy  Une  autre  équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  X  entre  la  première  et  ;/  —  >'•  =  0, 
c'est-à-dire  en  remplaçant  X  par   —    dans  la  première  équation  ;  on  trouve  ainsi     ar^-f-y^  =  0     et 

xi^x  -  a)  +  »/(2i/  —  b)~  mx  :=  0. 

f 

Le  vrai  lieu  du  cenire  est  donc  un  cercle  situé  dans  le  plan    z  =  —;    quant  au  facteur    .r^ -»-)/-  =  0, 

il  provient  de  ce  que  chacun  des  plans     r/  =  zh  ix     coupe  la  surface  suivant  deux  droites  confondues 
à  l'infini  et  que,  par  suite,  le  centre  de  cette  section  est  totalement  indéterminé. 

3.  Tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant  une  quarlique  bicirculaire  ayant  un 
point  double  sur  0:  ;  il  s'agit  de  trouver  entre  quelles  limites  cette  courbe  est  réelle.  Pour  cela,  suppo- 
sons que  z  soit  constant  et  considérons  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  xy, 

[x{x  -  a)  +  !y(;/  —  b)]  {x^  -h  y'  —  2R,r)  -+-  {:'-  —  e;) (.r'^  -h-  y')  =  0  ; 
nous  écrirons  que  cette  courbe  est  entièrement  imaginaire  en  la  coupant  par  la  droite     y  =  Ix    et  en 
écrivant  que  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre  a  toujours  ses  racines  imaginaires  ;  cetle 
équation  est 

(1  4-  l-fx-  —  (1  -+-  «■-)(«  H-  ht  -h  2[{j.r -+-  2R(«  -)-  bl)  -+-  {z"-  —  cz){i  -+■  l')  -  0, 

et  la  quantité  sous  le  radical, 

{a-i-bl  —  my  —  à{z'-—cz){\ -{-!-), 

ou  {a-^bl  —  my  -+-  c%l  +  t')  —  (2:  -  c)=(l  +  (') . 

Il  s'agit  de  déterminer  :  de  façon  que  cette  quantité  soit  toujours  négative  ;  il  suffit  évidemment 
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pour  cela  de  prendre  :  tel  que    (2;  —  c)-    soit  supérieur  au  maximum  de j — —  +  c-  ;     or 


ce  maximum  s'obtient  sans  peine  en  posant 


-V-C-    =   JJI, 


1  -ht 

et  délerminant  .u  de  faron  que  les  racines  de  celte  équation  en  i  soient  réelles;  celle  équation,  déve- 
loppée, s'écril  ^^^^  ^^,^_  ^^^^,_  ^  2^^^  _  ^^^^  _^  ^^^  __  2jj^3  ^.  c2  _  ,,  =  0, 

et  la  condition  de  réalité  est 

//-(«  —  2R)'^  —  (//- -i-  c'  —  ii)[(n  —  m)-  -h  C—  ix\  >  0, 
ou  (x'  —  [h^-  H-  2c^  -+-(«-  2R)-]iJi  -h  c-[b'  -+-  c-  -t-  («  —  2R)-  <  0. 

I^es  deux  racines  de  celle  équation  sont 

Ir  -+-  2c2  -f-  (a  —  2R)-  ±  h'  -t-  i  a  -  2R)=1 


la  plus  grande  est 

b'  -+-  f=  H-  (fl  —  2R)% 

et,  comme  <x  doit  être  compris  entre  les  deux  racines,  le  maximum  de  jx  est  justement  ce  nombre.  Dès 

lors,  il  sullil  d'écrire  que    (2:  -  c)-    est  plus  grand  que  ce  nombre,  c'est-à-dire  que  :  est  extérieur  à 

l'inlervallc  limité  par  les  deux  nombres. 

c        ,/!>'  -h  c«  -(-  (rt  —  mf  c       ^/b^-hc--h{a  —  'iRY 


2  2  2  2 

Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de    :    appartenant  à  cet  intervalle,  la  section  faite  par  le  plan  correspon- 
dant et  mené  parallèlement  au  plan  des  xij  est  réelle. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  de  la  surface  S,  on  voit  de  suite  que  les  sections  faites  dans  celte 
surface  par  les  deux  plans     :  =  0    et    z  =  c    sont  identiques  et  que  chacune  d'elles  se  compose  de 

deux  cercles,  le  cercle  donné 

x--hy'—mx  =  0, 

ou  ce  cercle  transporté  parallèlement  à  Oz  dans  le  plan    z  —  c.     et  le  cercle 

x{x  —  a)  -h  y(y  —  b)  —  0, 

décrit  sur  O'P    comme  diamètre  dans  le  plan     z  =  c,    ou  transporté  parallèlement  à   0:  dans  le  plan 

des  xy.  (Le  point  0'  étant  le  poinl  de  rencontre  de  Oz  avec  le  plan     :  =  c). 

Solution  géométrique.  —  Toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  0  satisfont  aux  conditions  exigées  ; 
le  lieu  des  projections  du  point  P  sur  cos  droites  est  la  sphère  décrite  sur  OP  comme  diamètre. 

Si  l'on  joint  le  poinl  P  à  un  point  quelcoïKiue  de  0;,  M,  et  qu'on  élève  en  M  un  plan  perpendiculaire 
sur  PM,  ce  plan  coupe  le  cercle  donné  en  deux  points  N  et  N',  les  deux  droites  iMN,  MN'  sont  acceptables  et 
le  point  M  est  fourni  par  chacune  d'elles,  c'est-à-dire  deux  fois;  donc  O3  est  une  ligne  double  de  la  surface. 
On  verrait  de  même  que  le  cercle  (C)  en  est  une  ligne  simple. 

Tout  plan  passant  par  Oz  rencontre  le  cercle  (C)  en  0  et  en  un  point  jx  et  toutes  les  droites  de  ce  plan  qui 
s'appuient  sur  Oz  et  sur  le  cercle  forment  le  faisceau  linéaire  ayant  pour  sommet  le  point  |x;  si  on  appelle  P' 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  ce  plan,  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les 
droites  du  plan  qui  passent  en  jx  donnent  les  projections  du  point  P  sur  ces  mêmes  droites;  le  lieu  correspon- 
dant est  donc  le  cercle  décrit  sur  P'jx  comme  diamètre.  Par  conséquent  tout  plan  passant  par  Oc  coupe  la 
surface  suivant  deux  droites  confondues  avec  0;  et  un  cercle;  la  surface  S  est  donc  du  quatrième  ordre  et  ses 
sections  par  les  plans  qui  tournent  autour  de  (U  sont  des  cercles. 

Quant  au  lieu  du  point  P',  c'est  évidemment  un  cercle  (C)  du  plan  z  =  c,  décrit  sur  O'P  comme  diamètre, 
0'  étant  le  poinl  de  rencontre  de  Oz  avec  le  plan  ;  =  c;  ce  cercle  est  sur  la  surface.  Si  l'on  considère  main- 
tenant le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  base  le  cercle  (C),  il  coupe  le  plan  z  =  c  suivant  un  cercle  égal  et 
ce  cercle  est  aussi  situé  toul  entier  sur  la  surface  ;  avec  le  précédent,  il  constitue  la  section  de  la  surface  S  par 
le  plan  z  —  c.  Dans  le  plan  des  ai/,  il  y  a  déjà  le  cercle  (C)  qui  appartient  à  la  surface,  il  y  a  aussi  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  OP",  P"  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  le  plan  des  xy;  ces  deux 
cercles,  égaux  aux  précédents,  constituent  la  section  de  la  surface  S  par  le  plan  des  xy . 
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lîevenons  maintenant  au  cercle  situé  dans  un  plan  passant  par  0;,  dans  le  plan  OjP'ij.;  ce  cercle  a  pour 
centre  le  milieu  de  P'ij;orla  droite  P'ij.  engendre  l'hypcrboloïde  défini  parles  deux  cercles  (C),    (C)  et  parOj, 

donc  le  lieu  du  milieu  de  PV  esl  la  section  de  cet  iiyperboloïde  par  le  plan     :•  =  —  ;     c'est  un  cercle  aussi. 

Toutes  ces  considérations  nous  donnent  une  idée  très  nette  de  la  façon  dont  la  surface  est  engendrée  par 
un  cercle  situé  dans  un  plan  qui  tourne  autour  de  0;.  Ce  cercle  a  toujours  pour  diamètre  PV,  et  nous  aurons 

les  plans  limites  en  cherchant  le  maximum  de  P'iJ.  et  en  ajoutant,  puis  retranchant  à  —  la  moitié  de  ce  maxi- 
mum. Cela  donne  lieu  àun  calcul  très  simple  que  nous  ne  ferons  pas  et  qu'il  nous  suffit  d'avoir  indiqué 

Nous  avons  reçu  une  solution  de  M.  Uiuré,  lieutenant  à  Airas,  très  détaillée,  dans  laquelle  l'iiuteur  étudie  complètement 
la  surface  du  quatrième  degré;  mais  cette  solution  est  trop  longue  pour  que  nous  puissions  la  puldier. 

lionnes  solutions  :  MM.  £.  Behthelot,  à  Nantes;  R.  .Iavelut,  lycée  Saint-Louis;  J.  FnANCEscHiM,  lycée  de  Marseille;  Saue  ; 
DoLiMUERT,  à  Grenoble. 
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1132.  —  Eliinl  lionnes  îin  cercle  (C)  de  centre  0  et  un  point  A,  fixes  tous  1rs  deux,  on  joint  un 
point  variable  M  au  pôle  de  AM  par  rapport  à  (C)  ;  on  obtient  ainsi  une  droite  A. 

1»  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  A  (juand  le  point  M  décrit  une  droite  D  ;  test  une  conique  (r)  ; 
dans  quel  cas  est-ce  une  parabole  ?  Quand  U  se  déplore  de  façon  qu'il  en  soit  ainsi,  quel  esl  le  lieu  du  foijer  '.' 

2°  On  fait  tourner  D  autour  d'un  point  fixe;  montrer  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  (r)  est  une 
droite  parallèle  à  OA. 

3°  On  suppose  que  le  centre  du  cercle  (C)  se  déplace  sur  une  parallèle  èi  la  droite  fixe  D,  de  façon  que 
la  polaire  P  du  point  A  reste  fixe  ;  on  demande  le  lieu  des  projections  du  point  de  rencontre  de  H  et  de  P 
sur  sa  polaire  par  rapport  ci  la  conique  variable  (r). 

Prenons  pour  origine  le  point  A,  pour  axe  des  x  la  droite  AO,  et  pour  axe  des  y  une  perpendi- 
culaire à  celte  droite.  En  désignant  par  a  l'abscisse  du  point  0  et  par  R  le  rayon  du  cercle,  l'équation 
de  cette  courbe  est    (.r  —  a)-  -+-  y-  —  R-  =  0. 

1.  Soit  »(,.r  +  y,j7/ H- ?()„  =  0  l'équation  de  la  droite  lixe  D  et  ujs -h  vy -\- n' =  0  celle  de  l'une 
des  droites  a.  L'équation  de  la  droite  AM  est 

(«iM(,  —  uw^)x  -t-  (wv„  —  vir„)y  =  0. 

Pour  que  la  droite  A  passe  par  le  pôle  de  AM,  il  faut  et  il  suflit  que  la  droite  joignant  le  point  0  au 
point  p,  intersection  de  a  et  do  la  polaire  P  du  point  A,  soit  perpendiculaire  à  AM. 

L'équation  de  la  droite  P  étant    ax  —  a-  -h  R-  =  0,    celle  de  Op  est  de  la  forme 

ux  -+-  vy  -+-  (V  -t-  l[ax  —  a'  -+-  R-)  =  0, 
avec  la  condition 

ua  4-  w  +  XR-  =  0. 
L'équation  de  0/3  e.st  donc 

{icx  -+-  vy  -+-  «')R2  —  {ua  -i-  u'){ax —  a-  -+-  R-)  =  0, 

et  pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  à  AM,  il  faut  qu'on  ait 

{imi„  —  ?(î('„)[(R'- —  à-)u  —  au>]  -+-  {wv„ —  uk',|)R-u  =  0 
ou 

(!')  (a- —  R-)mi„m-  —  R-«'„u-  +  «'(«[(R-  —  «-)«„  -t-  aw„\  -+-  R^y„yw  —  au„!v'-  =  0. 

Telle  est  l'équation  langenlielle  de  l'enveloppe  de  A.  On  voit  que  cette  enveloppe  est  «ne 
conique  (r). 

Pour  que  celle  conique  soit  une  parabole,  il  faut  que  î(„  soit  nul,  c'est-à-dire  que  la  droite  D  soit 
parallèle  à  AO. 
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Supposons  celle  condition  remplie,  l'équation  tangentielle  de  la  parabole  s'écrit 

(a-  —  lV)ii\u'  —  imv„v'^ -+■  aw„uiv -+-  K'Vf,vw  =  0. 
Le  foyer  de  cette  conique  est  le  même  que  celui  de  la  conique  homofocale 

a-(('„j(--i-  aw„uw  -+-  IVo^vir  —  0. 
Soient  x,  (/  les  coordonnées  de  ce  foyer.  L'équation  aux  coellicients  angulaires  des  tangentes  menées 
par  ce  point  à  la  courbe  est 

(i^ii\,m' -+- (nt\,m{y  —  mx)  —  ^'Vjy  —  mx)  =  0  ; 
écrivons  que  cette  équation  a  pour  racines  rt  i,  nous  avons 

flf/H'o  -h  ll''a-ti„  —  0, 
et  en  éliminant  v„  et  «•„   entre  ces  deux  équations  nous  avons 

X-  +  ij-  —  ax  —  0, 
qui  est  l'équation  du  lieu  demandé.  Elle  représente  le  cercle  décrit  sur  AO   comme  diamètre. 

2.  Soient   (a;,,,  j/„)  les  coordonnées  du  point  lixe  par  lequel  passe  la  droite  D.  nous  avons 
(1)  iVo  +  Mo -+- "'o  =  0. 

L'équation  tangentielle  du  centre  de  (T)  est 

ti[{  II-  —a-)uo  ■+■  aw„]  -+-  WVf,v  —  'iau.^tr  =  0, 
el  par  suite  les  coordonnées  x,  7  de  ce  point  vériflenl  les  équations 

(R-  —  '(-)(/,  +air^  4-  2(/H,,f  =  0, 
!!-!'„  + 2rtH„)/  =  (I. 
Eliminons    u^,  i\,  ii\,    entre  ces  deux  équations  et  l'équation  (1),  nous  obtenons  l'équation  du  lieu 
(|iii  est 

Ra  _  flS  _^.  ç>ax  0 


a'  -+-  liax 
2ay 


R- 
î/o 


=  0 


ou 


2a(K-x  4-  (iij„y)  4-  R-(Ri  —  a-  —  ax^)  =  0. 


Le  lieu  est  une  droite. 


3.  La  polaire  1'  du  point  A  par  rapport  au  cercle  (G)  étant  fixe,  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  est 

l'axe  des  r.  par  suite  la  droite  D  devant  être  parallèle  à  Ox,  son  équation  est  de  la  forme    »/  — a  =  0. 

Soit    .T  — ï  =  0     l'équation  de  la  droite  P  ;  a  et  R  sont  liés  par  la  relation 

a^  —  ÏP 

ï  =  ou  R-  =  a(a  —  a). 

a 

En  conservant  u  comme  paramètre  variable,  l'équation  tangentielle  de  la  conique  (P)  s'écrit 

—  4u'  +  {«  —  ï)py2  —  Si/zr  +  {n  -  ol)vw  =  0. 
Le  point  S,  intersection  des  droites  P  et  D,  a  pour  coordonnées  x  et  f-;  soient  .c,  et  ;/,  les  coor- 
données de  sa  projection  sur  sa  polaire  par  rapport  à  (r).  L'équation  de  cette  polaire  est  alors 

(.r  _  .,., ;,(ï  _  X,)  H-  (y  —  î/,)(?  —  î/i)  =  0, 
elle  a  pour  coorilonnées  tangenlielles 

»,  =  a  —  ,T, ,  r,  =  p  —  )/„  w,  =  a-7  -+-  yi  —  xr,  —  f,y,. 

Par  suite,  l'équation  tangentielle  de  son  pôle  est 

u[  —  2aSii/,  —  '(iwi]  H-  y[2(«  —  o()^t',  +  (a  —  «)«•,]  -h  «•[  —  ^w,  +  (a  —  a)v,]  —  û. 
Ecrivons  que  ce  point  a  pour  coordonnées  ponctuelles  «  et  p,  nous  avons 


OtpH,  —  pH',]  +  pM,  —  [(,  —  a)l<,    =   0. 

P(a  —  c<)?D,  +  (a  —  «)«■,]  +  P«,  —  (a  —  ^]i\  =  0, 
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ou,  on  remplaçant  u,  pI  h,  par  leurs  valeurs     a — ii     et     p  —  i/,. 

««(?  —  !/i)  +  ^'*yi  —  r^-l'i)  -»-  ?"'i  =  0, 

—  a[H',  +  P(f'  —  l/ij]  +  ?{'fix,  —  ai/i)  +  a»',   =  0. 

Eliminons  a  entre  ces  deux  équations,  no,us  obtenons 

irt[iri  —  axi  —  '^i/,  -+-  ï"  +  "]  =  0, 
OU  en  remplaçant  w,  par  sa  valeur    xj  -+-  y\  —  xx,  —  ',ii/, 

(,rf  +  y2  _  aa;.  -  py.)[(^i  "  '^'+  (^i  -  P)']  =  0. 
On  voit  ainsi  que  le  lieu  cherché  est  le  cercle  de  diamètre  AS. 

J.  HAAG,  lycée  de  Nancy. 
Bonnes  solutions  par  MM.   liorvAisT  el  Laihence. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


1172.  —  Etant  lionnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  deux  points  A  et  B  dont  les  coordonnées 
sont  a,  0  et  0,  b,  on  considère  les  coniques  S  inscrites  dans  le  triangle  ABO  et  qui  détachent  sur  la  droite 
X  =  — a    un  segment  vu  d'un  point  P  (3-„,  y„)  donné  sous  un  angle  di'oit. 

1"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S.  Ce  lieu  est  une  conique  S'  dont  on  discutera  la  nature  sui- 
vant les  différentes  positions  de  P. 

2°  Pour  que  laconique  S'  passe  par  im  point  donné  M,  il  faut  que  P  soit  sur  un  certain  cercle  T.  Montrer 
que  lorsque  P  se  déplace  sur  ce  cercle.  S'  passe  par  trois  autres  points  lixes  I,  J,  K.  Le  point  M  variant  d'une 
manière  quelconque,  les  droites  IJ,  IIv,  JIv  pivotent  autour  de  points  fixes. 

3°  Trouver  et  construire  la  courbe,  lieu  du  point  M,  tels  que  le  cercle  r  ait  un  rayon  donné  W. 

V.\s^■IER. 

1173.  —  Le  lieu  des  loyers  des  sections  faites  par  un  plan  donné  (P)  dans  les  cônes  de  révolution  (G) 
circonscrits  à  une  quadrique  donnée  (S)  se  compose  de  trois  coniques  qui  restent  sur  trois  qiiadriques  lorsque 
le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Vas.nier. 

1174.  —  Etant  données  deux  quadriques  homothétiques  et  concentriques,  les  cônes  qui  ont  leurs  sommets 
sur  l'une  et  qui  sont  circonscrits  à  l'autre  (les  bases  étant  les  coniques  de  contact),  ont  un  volume  constant. 

Vas.meh. 

1175.  —  Une  droite  est  normale  à  un  faisceau  de  surfaces  homofocales.  Démontrer  que  les  plans  tangents 
menés  par  cette  droite  à  l'une  de  ces  surfaces  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  tangents  menés 
par  la  même  droite  à  celle  de  ces  surfaces  qui  lui  est  normale.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

1176.  —  Par  les  extrémités  d'ime  corde  AB  inscrite  dans  un  cercle  donné  0  et  de  longueur  constante,  on 
mène  deux  droites  .\M,  BM,  respectivement  pai'allèles  à  deux  droites  fixes;  trouver  le  lieu  du  point  M  d'inter- 
section de  AM  et  B.\l. 

♦ 

DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


1142.  —  Calculer  les  côtés  de  l'anyle  droit  d'itn  triangle  rectangle  connaissant  son  hypoténuse  a  et  la 
Somme  des  volumes  engendrés  par  ce  triangle  tournant  successivement  autour  de  chacun  des  côtés  de  l'angle 

droit,   -—  -bK 
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Soient  .r  et  y  les  lontiiieurs  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  ;  nous  avons  d'abord 

x--hy-  =  a"-. 
C  D'autre  part,  le  volume  engendré  par  le  triangle  en  tournant  autour 

de  AB  a  pour  expression    —x-y  ;    de  même  celui  du  cône  engendré  par 

la  révolution  du  trianf?le  autour  de  AC  a  pour  expression    —  y'x.    Nous 

avons  donc 

±(xiy-i-y-x)  =^f>\ 

ou  xy{x-i-y)  =  Ir. 

Il  s'agit  de  résoudre  par  rapport  h  x  el  y  les  deux  équations  obtenues.  A  cet  elîet,  posons 

x-\-y  —  u,  xy  =  V, 

les  deux  équations  précédentes  s'écriront 

u-  —  2v  —  a-,  uv  =  6'  ; 

6' 
la  seconde  donne    v  =  — ,    et  la  première  devient  alors 

u 

(1)  u'  —  aHi-n'=0. 

Elle  n'admet  qu'une  racine  positive.  Voyons  si  cette  racine  est  acceptable  :  il  faut  pour  cela  que  les 

deux  valeurs  de   c  et  de  y,  qui  sont  fournies  par  l'équation 

soient  réelles  et  positives  ;  or  en  prenant  u  positif,  v  sera  positif  aussi,  donc  la  condition  de  réalité  sera 

suffisante.  Elle  donne 

u-  —  4i)  >  0, 
et,  comme    u^  —  2u  =  a-, 

a^  —  2y  >  0  ou  r  <  — ; 

2 

A"  h"         a-  26' 

mais    V  =  — ,     cette  inégalité  devient  donc    —  ■<  — r-^    ou  finalement    u  >■  — —  • 

u  ti  z  a^ 

Rappelons  maintenant  que  pour    h  =  0    le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  négatif  ;  donc 

2é' 
pour  que  le  nombre    — —  soit  au-dessous  de  Tunique  racine  positive  de  cette  équation,  il  faut  et  il 

suffit  que  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  ti  par  ce  nombre  soit  négatif.  Ce  résultat  est    — ^ 46'  ; 

la  condition  de  possibilité  est  n'^âô",  ou  a>.6$/2. 

Si  elle  est  remplie,  l'équation  (1)  admet  une  racine  positive  acceptable  et  l'on  peut  avoir  cette  racine 
avec  autant  d'approximation  que  l'on  veut;  cela  fait,  les  valeurs  de  a;  et  de  y  sont  fournies  par  une  équa- 
tion du  second  degré.  Si  elle  n'est  pas  remplie,  le  problème  n'a  pas  de  solution. 

26'  a- 

Dans  le  cas  limite,  où  l'on  a.    a  =  6^2,     on  a  aussi    u  =  — — j    v  =  — <    l'équation  du  second 

a'  2 

degré  qui  fournit  x  et  (/,  a  une  racine  double,  et  le  triangle  est  isocèle. 

♦ 

GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


won .— Une  droite  A  coupe  une  hyperbole  en  M  el  M'  et  les  asymptotes  OS  el  OS'  de  celle  hyperbole 

en   N  et  N'. 
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La  parallèle  menée  pnr  N  à  la  tangente  eii  M  et  In  parallèle  menée  par  M'  à  l'asymptote  OS'  se  coupent 
en  un  point  du  diamètre  conjugué  de  A. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  de  A  par  rapport  à  l'hyperbole  et  pour  axe  des    y 
une  parallèle  à  a.  L'équation  de  cette  droite  est  de  la  forme    .r  —  d  =  0,     et  comme  l'hyperbole  est 

.r^        y^ 


rapportée  à  deux  diamètres  conjugués,  son  équation  peut  s'écrire 
Les  points  M  et  M'  ont  pour  coordonnées 

X  =  d,        y  =  : 
celles  des  points  N  et  N'  sont 


b^ 


1 


0. 


^d'  —  a^  ; 


hd 


La  parallèle  menée  par  le  point  N  à  la  tangente  en  M  a  pour  équation 

M_       h        d 
a  a  ^/d^~Z 


y- 


[x  —  d)  =  0, 


et  la  parallèle  menée  par  le  point  M'  à  l'asymptote  OS'  est  représentée  par  l'équation 


y  H </d'~a2~i ix  —  d)=0. 


Ces  deux  droites  coupent  l'axe  des  x  au  même  point,    x  =  d  —  ^d^  —  a-,    y  =  0. 

R.  BOUVAIST. 


Solution  géométrique. 


par  le  pnini  1', 


Menons  jiar  le  poinl  M  une  parallèle  à  OS  qui  rencontre  OS'  au  point  A;  soit 

B  le  symétrique  du  point  0  par  rapport  au 
point  A.  La  tangente  au  point  M  est  la  droite 
MB  d'après  une  propriété  connue.  Soit  P  le 
point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  MB  menée 
par  N  et  de  la  parallèle  à  OS'  menée  par  M'.  Il 
s'agit  de  démontrer  que  le  point  P  est  situé  sur 
le  diamètre  conjugué  de  A. 

Les  deux  triangles  MBIS",  NPM'  sont  égaux, 
car  ils  ont  leurs  côtés  parallèles  et  les  côtés 
MN'  et  NM'  sont  égaux  ;  donc  MB  est  égal  à  NP 
et  la  figure  MNBP  est  un  parallélogrammo.  Me- 
nons MC  parallèle  à  OA,  les  deux  triangles  ABP 
et  MNC  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal 

(ABP  =  GMN)  compris  entre  côtés  égaux.  On  en 
conclut  BÂf  =  MON  £=  MA?;  par  suite  MA  passe 
•t  MP   est  parallèle  à  OS.  Il  en  résulte  aussilùtque  le  point  P  est  sur  la  droite  01. 

J.  HAAG,  lycée  de  Nancy. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Laurence     Lemovnr;  Sade,  lycée  de  Marseille;  J.  Mabchal  ;  L.  Onou. 


1141 .  —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  O.r,  0//  et  un  cercle  langent  à  O.r  en 
0,  de  rayon  R,   7)/?  rencontre  d  nouveau  l'axe  Oy  en  un  point  A. 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  osculatrices  au  cercle  en  0  et  le  rencontrant  en  outre  au 
point  A.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  avec  cette  conique  rariahle  de  la  tangente  commune  au  cercle  et 
à  la  conique,  autre  que  Qx . 
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2°  Trouver  les  parnholes  du  faisceau  et  le  lieu  de  leurs  foyers,  quand  R  varie. 

3°   7'rouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  du  point  A  sur  ces  coniques  et  construire  ce  lieu. 

1.  Soit  .f- H- !/2  —  2R,i/  =  0 

l'équation  du  cercle  donné.  L'une  des  coniques  qui  rencontre  celle-ci  en  trois  points  confondus  avec  le 

point  0  et  au  point  A,  se  compose  des  deux  axes  et  a  pour  équation    xij  —  0  ;     l'équation  générale  des 

coniques  osculatrines  au  cercle  à  l'orij^ine  et  passant  en  outre  au  point  A  est  donc 

x2  -+-  iy2  +  2Xji/  —  2R.I/  =  0. 

Soit    (r,  y)     lo  point  de  contact  avec  la  conique  (X)  de  la  tangente  commune  à  cette  conique  et  au 

cercle  ;  l'équation  de  cette  tangente  est 

X'x  -+-  Xi/j  -+-  Y(X.r  +  )/  -  R)  ^  Ri/  =  0, 

et,  en  exprimant  qu'elle  est  tangente  au  cercle,  nous  aurons  la  relation 

(j'-+-X;/)2  H- 27/(Xi -+-)/-  R)-)/2  =  0. 

D'autre  part  le  point  (x,  y)  vérifie  l'équation  de  la  conique  (X)  ;  nous  aurons  donc  le  lieu  de  ce  point  en 

éliminant  X  entre  les  deux  équations  ;  mais,  en  tenant  compte  de  la  première,  la  seconde  devient 

Ihf-  -+-  2Xa;t/  =  0. 

Celle-ci   se   décompose   en   trois:      ?/ =  0      qui   représente  l'axe  des    x  ;      X  =  0     qui   conduit    à 

2a- 
x'^  +  y-  —  2R)/  =  0  ;     et  enfin     X  = ,     qui  conduit  au  vrai  lieu 

,y^_:irJ_2Ry  =  0. 
L'axe  des  x  correspond  à  la  conique  impropre  formée  par  les  deux  axes;  en  tout  point  fie  Ox,  Ox 
lui-même  est  tangente  commune  ;i  la  conique  impropre  et  au  cercle  ;  tous  les  points  de  Or  conviennent 
donc.  Le  second  lieu  est  le  cercle  lui-même  :  il  correspond  à  la  conique  du  faisceau  qui  est  confondue 
avec  ce  cercle  et  qu'on  obtient  pour    X  =  0.     Quant  à  l'hyperbole,  c'est  le  véritable  lieu. 

2.  Pour  que  la  conique  du  faisceau  représente  une  parabole,  il  faut  que     X  =  ±  I  ;     il  v  a  donc  deux 
paraboles  dans  le  faisceau,  les  courbes  représentées  parles  équations 

(a;-H.V)-  — 2Ry  =  0, 
et  (x~yy-  —  2l\y  =  0. 

Pour  trouver  le  lieu  du  foyer  de  la  première,  quand  R  varie,  nous  nous  appuierons  sur  l'identité 

{x  -+-  yf  -^{x-  >iY  =  2(.r-  -+  y'-)  ; 
cette  identité  permet  de  transformer  l'équation  de  la  parabole  en 

2(x-'  +  y')  —  2Rv  —  (x  —  y  )-'  =  0  ; 
elle  met  en  évidence  un  cercle  doublement  tangent  iicette  parabole.  Nous  les  aurons  tous  en  introduisant 
X  sous  la  parenthèse  et  modifiant  l'équation  de  la  façon  suivante  : 

2(a;--l- y-)— 2R!/-+-2X(j;— y)H-X-  — (.i'  — ;/-f-X)-  =  0. 
L'équation  générale  des  cercles  doublement  tangents  à  la  parabole  est 

2(a'-  -h  !/-)  —  2R?/  +  2X(a:  —  y)  -|-  X'^  =  0  ; 

le  centre  de  l'un  de  ces  cercles  a  pour  coordonnées    x  =  —  — >    ;/  =  ,     et,  en  exprimant  que  le 

X^         (X  -j-  Rf         X^    " 
rayon  est  nul,  nous  avons  — — i —  =  0, 

i  i  '2 

ou  x^^y-  —  ^  =  0. 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  x'  -h  y-  —  2ir-  =  0 

ou  if  —  x-^  =  0. 

Ce  lieu  se  décompose  en  deux  :     ?/  —  a:  =  0,    qui  est  le  véritable  lieu,  et    y  -hx  —  0,     qui  cor- 
respond à  la  parabole  impropre    {x  -\- 1/)-'  =  0    qu'on  obtient  pour    R  =  0. 
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S'il  s'agit  delà  seconde  parabole,  le  lieu  total  est  encore    x- —  y- =  0.    Ici    x  —  y=0     est  un  lieu 
exceptionnel  et    x-ty  =  0,     le  véritable  lien. 

3.  L'équation  de  la  normale  à  une  courbe    f(x,  y)  =  0    en  un  point  {x,  y)  est 

X  — a;    _    Y  — )/  . 


dans  le  cas  actuel  cette  équation  est 


X  —  X 


/■', 


Xr- 


x-hïy  /.r  H-  1/  - 

en  exprimant  que  la  normale  passe  au  point  A  dont  les  coordonnées  sont  0  et  2R,  nous  obtenons  la 
nouvelle  relation 

x{lx  +  ?/  _  R)  -+-  (2R  —y){x-h  h/)  =:  0 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  )-  entre  cette  équation  et  celle  de  la  conique.  Ce  calcul,  qui  s'effectue  immé- 
diatement puisque  les  deux  équations  sont  linéaires 
en  À,  nous  conduit  à  l'équation 

y'-  —  a;*  —  ARif  h-  2Rxhj  -+-  AR'y'  =  G. 
Reste  à  construire  la  courbe  représentée  par  cette 
équation. 

Nous  pouvons  remarquer  déjà  que  l'équation  ne 
change  pas  quand  on  change  a;  en   — x  ;   par  con- 
séquent la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  0;/. 
Elle  admet  un  point  double  à  l'origine  et  les  deux 
tangentes  en  ce  point  sont  confondues  avec  l'axe 
des  x.  D'autre  part,  l'équation  est  bicarrée  en  x 
et,  ordonnée  par  rapport  à  x,  elle  s'écrit 
.r^  —  mxhj  —  y\y-  2R)^  =  0; 
elle  donne  toujours  pour  x-  une  valeur  positive  et 
une  valeur  négative;  par  suite,  pour  x,  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires. 
X—  y  —  0  et  x  +  y  =  Q: 

y  =  ±x-^—, 
et  nous  avons  à  voir  maintenant  si  ces  droites  rencontrent  ou  non  la  courbe  proposée.  Il  sutfit  évidemment 

à  cause  de  la  symétrie,  de  faire  le  calcul  pour  la  première  droite  ;  or  l'équation    x  —  y  +  —  —  0    nous 

.  R 

aonne     .t  —  y —    et,  en  portant  cette  valeur  dans  1  équation  de  la  courbe,  nous  obtenons 

y^  +  2Ry  -  -|1  =  0, 

équation  qui  admet  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires. 
La  courbe  admet  dès  lors  la  forme  ci-dessus. 


Les  directions  asymptoliques  réelles  sont 
les  asymptotes  correspondantes  ont  pour  équation 


J.  FRANCESCHINI. 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Haag  ;  M.  Laliienof:,  lycée  de  Bordeaux;  R.  Bouvaist  ;  L.  Odou. 


Solution  géométrique.  —  Les  coniques  forment  évidemment  un  faisceau  linéaire  dont  les  coniques  de 
base  sont  le  cercle  proposé  et  le  couple  des  axes.  Toutes  ces  coniques  tracent  .sur  une  droite  quelconque  une 
involution    dont  les  points  doubles  sont  les  points  de  contact  avec  la  droite  de  deux  coniques  du  faisceau.  Si 
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nous  considérons  une  tangente  au  cercle,  NM,  l'un  ilesi)oirits  dou- 
illes est  le  point  de  contact  avec  le  cercle,  .N,  l'autre,  M,  est  le 
point  de  contact  avec  la  conique  du  faisceau  qui  touche  cette  droite , 
le  couple  MN  divise  harmoniquement  tous  les  couples  de  l'involu- 
tion  et,  en  particulier,  le  couple  formé  par  les  deux  points  de  ren- 
contre de  MN  avec  les  axes;  les  droites  OM  et  ON  sont  donc  con- 
juguées liarnioiiiquL's  par  rapport  aux  axes  Oo;  et  ()y.  et,  comme 
ceux-ci  sont  rectangulaires,  cesonlles  i)isseclrices  de  l'angle  l'orme 
par  OM  et  ON.  Nous  déduisons  de  là  une  construction  très  simple 
et  très  élégante  du  lieu  cherché  par  points  :  on  mène  au  cercle 
une  tangente  quelconque  NM,  on  joint  au  point  0  le  point  de  con- 
tact N  et  on  prend  le  rayon  symétrique  de  ON  par  rapport  aux 
axes;  ce  rayon  rencontre  la  tangente  en  un  point  M  ([ui  est  un 
point  du  lieu. 

Quand  la  tangente  MN  roule  sur  le  cercle  elle  engendre  un 
faisceau  du  second  ordre  qui  est  rapporté  honiographiquement  au 
faisceau  linéaire  lie  ia\ (MIS  ayant  pour  sommet  le  point  0;  par  conséquent  le  lieu  du  point  M  est  une  ligne 
du  ti'oisième  ordre,  évidemment  symiHrique  par  rapporta  Oi/ ;  d'ailleurs,  quand  ON  tend  vers  Ox.  la  tangente 
MN  y  tend  aussi,  les  deux  faisceaux  ont  donc  un  rayon  commun,  le  rayon  Ox;  ce  rayon  fait  partie  du  lieu  et 
l'autre  partie  esL  une  conique  ayant  Oy  pour  axe.  Cette  conique  passe  aux  points  0  et  A,  car  il  est  évident 
que  le  point  M  vient  une  fois  en  chacun  de  ces  points  ;  ce  sont  les  sommets  situés  sur  l'axe  Oy. 

I.e  point  M  va  à  linlini  (juaiul  OM  et  N.M  sont  parallèles;  comme  AO.M  =  NOA,  ceci  arrive  quand  le 
triangle  formé  par  ON,  NM  et  l'un  des  axes  est  isocèle,  c'est-à-dire  quand  l'arc  ON  est  le  double  de  l'arc  .NA  : 
l'angle  NOA  vaut  alors  SO"  et.  celui  de  la  direction  asymptotique  OM  avec  Ox  est  de  60°.  Le  lieu  du  point  M 
est  donc  une  hyperbole  ayant  poiii-  axe  transverse  0//,  pour  sommets  0  et  A  et  ses  asymptotes  inclinées  à  60° 
l'une  sur  l'autre. 

Sur  la  droite  de  riiilini  l'invohilion  tracée  par  les  coniques  du  faisceau  renferme  comme  couple  particulier 
le  couple  des  points  cycliques  et  le  couple  des  points  de  rencontre  avec  les  axes  Oj-  et  Oy;  donc  les  droites  qui 
joignent  l'origine  aux  points  doubles  sont  les  bissectrices  de  l'angle  xOy;  les  deux  paraboles  du  faisceau  ont 
donc  leurs  axes  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes.  La  droite  qui  joint  le  point  0  au  foyer  de  l'une 
d'elles  fait  avec  l'axe  des  .r  le  même  angle  en  sens  contraire  ijue  celui  que  fait  avec  Ox  la  direction  de  l'axe  de 
la  parabole;  il  en  résulte  que  le  lieu  des  foyers  de  la  parabole  du  faisceau  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'une  des 
bissectrices  de  l'angle  xOy  est  l'autre  bissectrice.  Le  lieu  total  des  foyers  se  compose  donc  des  deux  bissectrices 
de  l'angle  des  axes. 

Quant  au  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  du  point  A  sur  toutes  ces  coniques,  il  peut  s'apercevoir  en 
considérant  toutes  les  coniques  d'un  faisceau  linéaire  et  menant  les  normales  à  ces  coniques  par  un  point  quel- 
conque A.  Le  lieu  se  présente  ainsi  comme  étant  fourni  par  les  intersections  des  coniques  d'un  faisceau  linéaire 
avec  celles  d'un  autre  faisceau  linéaire  homographique  au  premier;  le  second  faisceau  est  formé  parles 
hyperboles  d'Apollonius  du  point  A  relatives  aux  coniques  du  premier.  C'est  donc  un  lieu  du  quatrième  degré 
qui  passe  aux  points  de  base  des  deux  faisceaux.  Les  points  à  l'infini  de  ce  lieu  sont  les  points  de  contact  des 
deux  paraboles  du  faisceau  avec  la  droite  de  l'infini;  ce  sont  aussi  les  deux  points  cycliques,  car  par  chacun 
d'eux  il  passe  une  conique  du  faisceau  et  la  droite  Al  ou  AJ  est  normale  à  celte  conique. 

Nous  laisserons  aux  lecteurs  de  la  première  partie,  qui  peuvent  seuls  s'intéresser  à  cette  solution,  le  soin 
d'appliquer  ces  résultats  au  cas  actuel,  et  de  voir  ce  qu'on  peut  dire  alors  de  la  courbe  du  quatrième  degré  ainsi 
obtenue.  R.  BOUVAIST. 


1146.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  normales  à  deux  droites  données  en  un  point  donné  de  cha- 
cune de  ces  droites  est  une  droite. 

Les  coniques  normales  à  deu.\  droites  données  D  et  D'  en  des  points  donnés  de  chacune  d'elles,  A 
et  B,  sont  tangentes  à  deux  droites  respectivement  perpendiculaires  à  celles-ci  en  A  et  B.  Soient  0.\  et 
OB  ces  deux  droites;  prenons-les  pour  ase  des  x  et  pour  axe  des  y  et  appelons  a  l'abscisse  du  point 

X  IJ 


A,   b   rordonnée  du  point  B;   l'équation  de  la  droite  AB  est 


1  =  0    et  celle  de  l'une  des 


coniques  indiquées, 


a         b 


2Xa'î/  =  0. 
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GÉOMÉTRIE   AiXALVflUUt: 


Nous  aurons  le  lieu  du  centre  de  cette  conique,  quand  A  varie,  en  éliminant  ce  paramètre  entre  les 
deux  équations  /  ',  =  0,  fl  =  0, 

ou  —(- -^^—\)-j-Mj  =  0,         —i--^~—i]+lx=zO: 

a  \  a         II  I  0  \  a 


nous  trouvons  ainsi 


[a         b)[a 


b 


—  1 


U. 


Celte  équation  se  décompose  en  deux 


=  0 


et 


X  II 

-  +  -f-l  =  0; 
a         b 


X 

'^.~  b 

la  première  est  le  véritable  lieu,  c'est  la  droite  qui  joint  Torigine  au  milieu  de  AB;   la  seconde  est  un 
lieu  exceptionnel,  c'est  le  lieu  des  centres  de  la  conique  impropre  du  faisceau  qui  correspond  à     X  =  0. 

J.-G.  NICOLESGO,  à  Bucarest. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Lemoyne.  à  Troyes;  J  -B.  Mabtiv,  éi  Saint-Ètienne;  P.  Ca.net,  lycée  de  Nancy;  L.  Onoo. 

Solution  géométrique.  —  On  sait  que  le  diamètre  conjugué  de  AB  est  la  droite  tixe  qui  joint  le  pôle  de 
Al!  au  milieu  de  AB.  C'est  le  lieu  des  centres. 

L.  SADE. 
Solutions  analogues:  MM.  Lemoïne,  iiTroyes;  K.  Bouvaist;  I".  Canet,  lycée  de  Nancy  ;  L.  Ouou. 


1147.  —  Le  lieu  des  foyers  tirs  coniques  normales  à  dei(x  droites  parallèles  en  un  point  donné  de  eha- 
cune  de  ces  droites  est  une  hyperbole  équilalère. 

La  conique  étant  normale  à  deux  droites  D  et  D'  en  des  points  donnés  A  et  B  est  tangente  en  ces 
mêmes  points  aux  droites  respectivement  perpendiculaires  Di  et  \)\  ;  or  les  deux  droites  D  et  D'  sont 
parallèles,  donc  les  droites  Di  et  Di  le  sont  aussi. 

Prenons  alors  pour  origine  le  milieu  de  AB,  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  D,  et  pour  axe  des  y 

une  perpendiculaire,  puis  désignons  par  a  et  6  les 
coordonnées  du  point  A.  Les  équations  de  Di  et  de 
D|  sont  y  —  b  =  {),  1/4-6  =  0  et  celle  de  OA  est 
bx  —  ay  —  d;  donc  l'équation  générale  des  coniques 
de  l'énoncé  est  X(i/'^  —  b-)  +  \i[bx  —  ay'f  =  0. 
Nous  aurons  le  lieu  des  foyers  en  identifiant  cette 
équation  avec  l'équation  focale 

(,-r  — ï)-  -I-  {y  —  fi)-  —  (wx  H- yj/ -t-  wf  =  0. 
-  Eliminons  u,  v,  îi\  1  et  {j-  entre  les  équations  d'iden- 

tification, qui  sont 

i  W-    =:    llb^,  3t +  ?(!('    =^   0. 

1  —  y-  =  /  -I-  jjia-,  i-hviv  =  0, 

MU  =  |Ji.rt6,  a-  -h  P"  —  w-  =  —  Ib- 

la  quatrième  et  la  cinquième   donnent     u  — 

^  w 

V  = )    et,  on  portant  ces  valeurs  dans  la  première  et  la  troisième,  celles-ci  deviennent 

ic 

1 =:  |Jio-,  — -  =  \xab  . 

«'-  ic- 


de  là  nous  tirons  linéairement  iv-  et 


b'p) 


a  '  b{ax+b^)   ' 

la  sixième  équation  nous  donne  alors  X  et,  en  portant  v,  X  et  |Jt  dans  la  seconde,  nous  avons  l'équation 


du  lieu  ;  nous  trouvons  ainsi 


ab- 
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puis,  toutes  réductions  faites,  «^  =  ab. 

Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  équilalère  ayant  pour  asymptotes  Ox  et  Oy  et  passant  aux  points  A  et  B. 
Au  cours  des  calculs,  il  a  été  supprimé  les  solutions    0% —  ai  =  0    et    a»  -t-  6p  =  0    qui  corres- 
pondent toutes  deux  à  X  =  0  ou  à   [x  =  x,  c'est-à-dire  à  la  conique  impropre  du  faisceau  {bx  —  aijj-  =  0, 
pour  laquelle  le  foyer  est  indéterminé. 

Bonnos  solutions  :  MM.  .1.  G.  Nicoi.esco,  àttucarest;  T.  Lemovnk,  ,i  Troyes:  M.  I.auhkxok,  lycée  ilc  Hoiileiiux  ;  J.  B.  JIakti.n, 
pcnsionniit  île  V.iltjenoitp,  à  Si\int-Ktienne  ;  H.  Boovaist;  P.  Canet,  lycée  de  Nancy  ;  L.  Odou. 

Solution  géométrique.  —  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers.  Les  quatre  angles  luriiics  p;ii-  AF,  XV'  avec 
Di  et  par  BF,  BF'  avec  D',  sont  égaux  ;  donc  les  rayons  AF  et  BF  décrivent  deux  faisceaux  homographiques 
égaux  et  opposés;  par  conséqiK^nt  le  lieu  du  point  F  est  une  hyperbole  équilalère  ayant  XK  pour  diamètre.  Il 
est  visible  que  ces  droites  AF  et  BF  ne  devieiuient  parallèles  que  lorsque  lune  d'elles  est  parallèle  ou  peipen- 
diculairc  à  Di  ;  donc  les  asymptotes  sont  Oa;  et  (Jy.  T.  I.K.MOYNE,  à  Troyes. 

Bonnes  solutions  :  MM.  M.  LAonENCE,  ù  Bordeaux;  P.  Ca.nkt,  lycée  de  Nancy. 


CONCOURS  DE  1902  ^SuUe). 


I. 


ECOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ETIENNE 

Physique  et  Chimie. 
Vérification  des  lois  de  la  pesanteur  à  l'aide  de  la  machine  d'Atwood. 


1177.  II.  —  Dans  un  tlai'on  A,  renfermant  de  l'eau  distillée,  on  verse  d'abord  2:i"""  d'une  solution  d'iode 

renfermant   f>-'%27  de  cet  élément  par  litre,   puis   (juelqnes  gouttes   d'empois 
d'amidon. 

A  l'aide  d'un  aspirateur  à  eau  B,  on  fait  ensuite  passer,  bulle  à  bulle,  dans 
le  flacon  X  le  mélange  gazeux  provenant  du  grillage  à  l'air  de  pyrite  de  fer, 
jusqu'à  ce  que  le  liquide  contenu  dans  le  llaeon  .^  soit  décoloré. 

X  ce  moment,  on  ferme  le  robinet  H  et  on  mesure  le  volume  de  l'eau  qui  a 
coulé  de  l'aspirateur  dans  l'éprouvette  C.  Ce  volume  est  égal  à  2">0''""=. 

On  s'arrange  d'ailleurs  de  telle  sorte  qu'au  moment  où  l'expérience  com- 
mence, de  même  qu'à  celui  oii  elle  prend  lin,  le  gaz  arrive  exactement  à  l'ex- 
trémité T'  du  tube  TT'  ;  la  distance  de  cette  extrémité  au  niveau  du  liquide  est 
suftisamment  faible  pour  qu'on  puisse,  dans  le  calcul,  négliger  la  différence 
de  pression  qui  en  résulte. 

On  a  mesuré  au  moment  de  l'expérience  : 
La  pression  barométrique:  7.30°"°.  —  La  température:  IS". 
On  demande  : 

1"  Quelle  est,  en  volume,  la  proportion  de  gaz  sulfureux  contenu  dans  le 
mélange  gazeux. 
20  Quel  poids  de  pyrite  de  fer  il  faut  griller  pour  obtenir  10°"^  de  ce  mélange  gazeux,  ce  volume  étant  me- 
suré à  la  pression  de  730™"  et  à  la  température  de  15°. 

Renieirjiiements  nu-niriques  :  Poids  atomique  du  fer  :  56.  —  Force  élastique  maxima  de    la  vapeur  d'eau 
à  15°  :   12°"°, 7.  —  On  négligera  la  variation  de  densité  de  l'eau  entre  4»  et  15°.  {Durée  ■•  3  h.  1/2.) 

Mathématiques. 

1178.  —  1°  a;  étant  un  nombre  positif  et  À  un  nombre  quelconque,  énumérer  très  brièvement  et  sans 
démonstrations  la  série  des  définitions  et  conventions  nécessaires  pour  donner  une  signification  à  l'expression 


(C) 


y  =  —. 


2°  Représentation  géométrique,  x  et  ;/  étant  coordonnées.  Allures  de  la  courbe,  suivant  que  À  est  >1, 
compris  entre  0  et  1,     <  0.  —  Nous  appellerons  ces  courbes  les  courbes  (C). 

3°  Exprimer  que  la  droite  y  =  ux  +  ic  est  tangente  à  une  des  courbes  (G). 

4°  Soient  C  et  C  deux  des  courbes  correspondant  aux  valeurs  X  et  //  du  paramètre. 


lOi 


CONCOURS  DE  1902 


Montrer  qu'on  peut  leur  mener  une  tangente  commune  si  l  et  X'  sont  simultanément  compris  entre  0  et  1, 
ou  simultanément  en  dehors  de  cet  intervalle.  Figurer,  suivant  les  cas,  les  positions  de  cette  tangente  commune. 
5»  Si  dans  l'équation  (C)  on  considère  x  et  y  comme  données,  x  étant  toujours  positif,  l'équation  (C) 
définit  X  comme  fonction  à'x  et  d'y.  t.c,  y)  étant  un  point  du  plan,  montrer  que  du  côté  des  x  positifs, 
X  n'existe  pas  pour  tout  point,  que  suivant  les  cas  X  a  0,  )  ou  2  valeurs.  Montrer  que  ces  régions  sont  limitées 
par  l'axe  x,  la  droite    x  =  1     et  une  certaine  courbe  r  à  laquelle  toutes  les  courbes  (C)  sont  tangentes. 

{Durée  :  4  heures.) 
Calcul  li-Kjonoméli'iqw'. 

On  connaît  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  deux  : 

o  =  364;i°',73l,  6  =  8117%540,  B  =  59''3n'28"  88. 

On  propose  de  calculer  le  côté  c  et  les  angles  A  et  C,  ainsi  que  la  surface  du  triangle,  exprimée  en  hectares, 

ares  et  centiares.  .  ,     ^  .      ,        .     .  («"'■«'«  •  ^  '«««'''•' 

tpure  de  GéomiHrtc  aescriplive. 

4^79    _  Sectio.n  l'LAXE  d'une  sLiiiAcE  DE  RÉVOLUTION.  —  L'axc  dc  révolution  wZZ'  est  vertical  et  k  100"""  en 

avant  de  la  ligne  de  terre  XY. 

La  courbe  trénératrice  de  la  surface  est  une  ellipse  de  centre  oo'  située  dans  un  plan  parallèle  au  bissecteur 

du  1""  dièdre  et  dont  les  projections  sont  deux  cercles  de  même  rayon  : 

om  =  o'm'  =  50""". 
Le  point  oo'  est  à  150°'™  en  avant  de  la  ligne  de  terre,  à  îo™"  au-dessus 
de  la  même  ligne,  et  à  7^"°™  à  gauche  de  l'axe  wZZ'.    Il  en   résulte  que   le 
plan  de  front  de  l'axe  touche  l'ellipse  en  un  point  mm',  situé  dans  le  plan 
de  profil  de  oo',  et  qui  est  le  point  le  plus  bas  de  l'ellipse. 

Le  plan  sécant  passe  par  le  point  mo'  et  est  déterminé  par  une  hori- 
zontale mb,  o'b'  et  une  ligne  de  front  ma,  o'a!  de  ce  point,  chacune  de  ces 
lignes  faisant  un  angle  de  00°  avec  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  représenter  à  l'encre  noire,  en  faisant  la  distinction  des 
parties  vues  et  cachées,  ce  qui  reste  du  solide  de  révolution  lorsque  l'on 
enlève  la  partie  située  en  avant  du  plaa  sécant. 

Reproduire  à  l'encre    (traits  discontinus   noirs  ou  traits  continus  de 
couleur)  les  constructions  d'un  point  courant  tant  pour  le  contour  apparent 
que  pour  l'intersection,  et  celles  des  points  et  tangentes  remarquables  ({u'il 
est  possible  d'obtenir  exactement. 
Toutes  les  courbes  (autres  que  les  circonférences)  seront   tracées  à  la  main  (avec  le  tire-ligne  ou  à  la 
plume)  sans  faire  usage  de  pistolet. 

Feuille  quart  grand  aigle.  On  pourra  placer  ZZ'  suivant  le  grand  axe  de  la  feuille  et  la  ligne  de  terre  à  îiO"'"» 
au-dessus  du  petit  axe.  —  Titre  :  Surface  dc  révolution.  Cadre  inutile.  {Durée  :  3  heures.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1180.  —  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  ii  une  ellipse  en  un  point  variable  et  de  l'hyperbole 

d'Apollonius  relative  ii  ce  jioint. 

E.-N.  Barisien. 

1181.  —  Soit  M  un  point  variable  d'une  parabole,  0  le  sommet  et  F  le  foyer  de  la  parabole.  La  perpen- 
diculaire menée  en  G  à  OM  rencontre  la  tangente  et  la  normale  en  M  aux  points  T  et  N  ;  la  perpendiculaire 
menée  en  F  à  FM  rencontre  la  tangente  et  la  normale  en  M  aux  points  T'  et  X.  Construire  les  quatre  courbes, 

lieux  des  points  T,  IV,  T',  N'. 

E.-N.  Barisien. 


1182.  —  Développer 


Ld 


1   -f-iC 


par  la  lornuile  de  Maclaurin. 


1183.  —  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  la  longueur  de  la  bissectrice 
de  l'angle  droit  elle  volume  engendré  par  le  triangle  en  tournant  autour  de  l'hypoténuse. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  LA  METHODE  DÉLIiMlNATION  D'EULER 

par  M.  Vogt,  professeur  à  l'Université  de  Nancy 


1.  Le  résultant  de  deux  polynômes  entiers  de  dcirrés  m  et  p,  obtenu  par  la  méthode  d'Enler,  se 
met  sous  la  forme  d'un  déterminant  d'ordre  m  -h  p,  celui  que  fournit  aussi  la  méthode  de  Sylvester. 
Je  me  propose  dans  cet  article  d'indiquer  d'une  manière  simple  et  directe  comment  on  déduit  du  résul- 
tant le  degré  du  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  et  comment  on  détermine  ce  plus 
grand  commun  diviseur  lui-même  ;  cette  méthode  n'est  pas  nouvelle  et  a  déjà  été  indiquée  par  M.  Hellter 
[Malhemalische  Annalen,  tome  54);  je  pense  qu'elle  pourra  cependant  intéresser  les  candidats  à  l'agré- 
gation ;  j'appliquerai  aussi  ces  considérations  au  discriminant  d'une  équation. 

Je  rappelle  que  la  méthode  d'Euler  est  fondée  sur  le  théorème  suivant,  dont  je  suppose  connue  la 
démonstration  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  polynômes  entiers  de  degrés  m  et  p 

f{x)  =  a^x'"'  -+-  «,a;"-'  h h  a„, 


o{x)  ^  boX''  -\-  biX''' 


l>., 


aient  un  diviseur  corumun  est  qu'il  existe  deux  polynômes  fi[x)  et  <pi(a;)  de  degrés  respectivement  au  plus 
égaux  à     m  —  1     et     p —  I,     tels  que  l'on  ail  identiquement 

f(x)o,(x)  -+-  ?(a;)^(,x•)  =  0  ; 


si  l'on  pos 

je  alors 

A(^) 

=  a,x"'- 

'  -+-  oi^x"'-- 

+ 

■■  -+- 

«m, 

?iW 

=  ?>,x>- 

'  -H  hx'^'- 

-(-■ 

■■  -+- 

?;o 

il  faut  et 

1  suiïit  que 

les 

relations  d'identification 

«oP. 

■+- 

'A)«i 

=  0, 

aiPi-HûoPi 

+  /',» 

-h 

A„î, 

-=o, 

soient  satisfaites  par  des  valeurs  non  toutes  nulles  des  coefficients  a  et  p  ;  comme  ce  sont  m-i-p 
équations  homogènes  à  m-^p  inconnues,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  des  coefficients  des 
inconnues  soit  nul.  Ce  déterminant,  que  nous  désignerons  par  R,  est 
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il  est  d'ordre  wi-h/j:  il  renferme  les  éléments  a  dans  les  p  premières  colonnes,  elles  éléments  b 
dans  les  m  derniùres;  ces  éléments  sont  disposés  suivant  deux  parallélogrammes,  et  les  autres  élé- 
ments sont  tous  des  zéros. 

R  s'appelle  le  résultant  des  deux  polynômes  ;  d'après  ce  qui  précède,  R  =  0  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  f  el  o  aient  un  diviseur  commmi. 

2.  Nous  allons  indiquer  maintenant  comment  on  reconnaît  le  degré  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  /■  et  ç;  nous  désignerons  par  d(x)  ce  plus  grand  commun  diviseur,  par  q  son  degré,  par  f'{x)  et 
<f'{x)  les  quotients  de  /*  et  o  par  rf(x),  et  nous  poserons 

d{x)  =  X''  -t-  dix'i-'  -h h  rfç, 

f'{x)  =  a;a;"'-s  +  a;^'"-''-'  +  •■•-)-  a;„_,„ 
ç'(x)  =  b'^x'^'i  -+-  b'^xP-i-^  + 

Les  identités  j-,,  ^  i,  s  /  >         ./  \^/ 

fix)  =  f'{x)d{x),  t?(x)  =  o'{x)d{x 

fournissent  entre  les  coeflicients  les  relations  suivantes  : 


*;-,• 


a,,  =  «01 

a,  =  a^d,  -+-  a[, 

a,  =  a'^d,  -t-  a[di 


a.,. 


6s   =    ^0^2 


b'idi  - 


«m  = 


^ra— «"'/> 


Remplaçons  alors  dans  R  les  coefficients  n  et  b  par  les  valeurs  précédentes,  puis  effectuons  les  opéra- 
tions suivantes  : 

1°  multiplions  les  éléments  de  la  première  ligne  par  rf,  et  retranchons-les  de  ceux  de  la  seconde, 
2°  multiplions  les  éléments  delà  première  ligne  par  di,  ceux  de  la  deuxième  ligne  transformée  par 
d    et  retranchons  les  résultats  des  éléments  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite  ;  le  déterminant  que  nous 
obtiendrons  de  cette  façon  sera 


R'  = 


U 


0 


6ô 

h: 


0 

b:, 


■  (im-n 


bL 


0 


il  renferme  les  éléments  a'  dans  les  ji — q  premières  colonnes,  ces  éléments  étant  disposés  suivant 
un  parallélogramme,  il  renferme  ensuite  q  colonnes  de  zéros,  puis  les  éléments  //  dans  les  m  —q 
colonnes  suivantes,  suivant  un  parallélogramme,  enfui  q  colonnes  de  zéros  ;  en  outre  les  éléments  des 
2}  dernières  lignes  sont  tous  nuls. 

Le  déterminant  R'  est  égal  à  R,  et  de  plus,  un  mineur  de  R'  obtenu  par  suppression  des  k  der- 
nières lignes  et  de  /.■  colonnes  quelconques  est  égal,  quel  que  soit  A-,  au  mineur  analogue  de  R,  car  le 
procédé  que  nous  avons  employé  ne  fait  pas  intervenir  dans  les  transformations  d'une  ligne  les  éléments 
des  lignes  suivantes  et  ne  modifie  pas  la  valeur  d'un  des  mineurs  dont  nous  venons  de  parler  ;  cette 
remarque  est  essentielle  dans  la  méthode  artuelle. 

Cela  posé,  appelons  Rr  le  mineur  de  R  obtenu  par  suppression  des  2r  dernières  lignes,  des  r  der- 
nières colonnes  renfermant  les  éléments  a,  et  des  r  dernières  colonnes  renfermant  les  éléments  b; 
tous  ces  mineurs  sont  nuls  pour  r  inférieur  à  q,  car  les  mineurs  correspondants  de  R'  qui  leur  sont 
égaux  ont  au  moins  une  colonne  d'éléments  nuls.  Au  contraire  lorsque    r  =  q,     le  mineur  R^  n'est  pas 


I 
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nul,  car  le  mineur  correspondant  de  R'  est  identique  an  résultant  des  deux  polynômes  f'{x)  et  ç'(^)  J 
ce  résultant,  que  nous  désignerons  par  p',  n'est  pas  nul  puisque  /"'  et  <?'  sont  premiers  entre  eux. 

Nous  voyons  ainsi  que  l'ordre  r  du  premier  des  mineurs  R,,  R,,  ...  qui  n'est  pas  nul  est  égal  au 
degré  q  du  plus  grand  commun  diviseur.  La  réciproque  est  évidente,  d'après  cette  remarque  que  IV  est, 
quel  que  soit  r  inférieur  ou  égal  k  rj,  le  résultant  dos  deux  polynômes  obtenus  en  divisant  /"  et  ç  par  un 
de  leurs  diviseurs  communs  de  degré  r  ;  nous  pouvons  donc  énoncer  ce  résultat  : 

ThéORKme.  —  Soit  R  le  résultant  de  deux  polynômes  /'  et  o,  écrit  sous  forme  de  déterminant  comme 
nous  l'avons  dit  ;  soit  R^  le  mineur  obtenu  en  supprimant  dans  R  les  2r  dernières  lignes,  les  v  dernières 
colonnes  renfermant  les  coefficients  a  de  f  et  les  r  dernières  colonnes  renfermant  les  coefficients  b  de  o  ;  les 
conditions  nécessaires  et  su /fixantes  pour  que  les  deux  pohjnomes  aient  un  plus  ç/rand  commun  diviseur  de 
degré  q  sont 


R  =  0, 


Ri  =  0, 


R, 


,,-1 


0, 


R,  ^  0  ; 


de  plus  l{,i  est  le  résultant  des  quotients  de  f  et  o  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

3.  Nous  allons  maintenant  détormiut^r  le  plus  grand  commun  diviseur  d(x)  des  deux  polynômes; 
nous  commencerons  par  exprimer  d(x)  en  fonction  linéaire  de  f(x)  et  de   ç(ar). 

Considérons  le  résultant  p'  de  f'{x)  et  o'{x)  et  multiplions  les  éléments  des  lignes  successives  à 
partir  de  la  dernière  par  i,  x,  x-,  . . .,  a;"'"^/'~-«~',  puis  ajoutons  les  éléments  ainsi  transformés  à  ceux  de 
la  dernière  ligne  ;  nous  ne  changeons  pas  la  valeur  du  déterminant,  et  nous  trouvons  ainsi 

K 


cto 
«1 


ai 


-V'W 


--f'{x) 


multiplions  les  deux  membres  par  d(x 


K 


n^) 


-.■(x) 


--^■(x) 


?  '  ■'') 


c)  ;  le  résultat  de  la  multiplication  du  second  membre  s'obtient 
en  remplaçant  dans  la  dernière  ligne  f'{x)  et  ^'{x)  par  f(x)  et  <a(x)  ;  nous  avons  donc 

bi 


p'rf(x)  = 


6; 


<r{^) 


x"-i-'f(x)  .  .  f{x)  x""^-'o(x) 

Remarquons  que  p'  est  égal  à  R,  ;  d'autre  part  les  coefQcionts  du  développement  du  second  membre 
suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne  sont  des  mineurs  du  déterminant  R'  respectivement  égaux  aux 
mineurs  de  même  forme  de  R,  d'après  la  remarque  faite  ;  nous  pouvons  donc  remplacer  l'identité  pré- 
cédente par  la  suivante 

On  ...  6„ 


Rqd{x)  ; 


a, 


bt 


fi^) 


X 


,m—q~i 


<fix) 


f{x) 


x''-^-'  f{x) 
et  nous  pouvons  l'écrire  sous  la  forme 

Rgd(x)  =  f(x)ot{x)  -H  <^(x)fi{x), 
<fi{x)  et  fi{x)  étant  des  polynômes  entiers,  de  degrés  respectivement  égaux  à    // —  7  —  ^    et  wi 
à  coellicienls  entiers  par  rapport  aux  coetiicients  a  el  b. 


-7-1, 


i08 
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Cette  identité,  bien  qu'intéressante,  n'est  pas  immédiatement  propre  à  fournir  la  valeur  du  plus 
grand  commun  diviseur  ci(a;)  ;  pour  en  trouver  une  plus  simple,  on  part  de  l'avant-derniére  relation, 
qui  donne  la  valeur  de  \\gd{x)  sous  forme  de  déterminant,  si  l'on  met  le  second  membre  sous  la  forme 
d'une  somme  de  déterminants  partiels  dont  chacun  contient  en  dernière  ligne  des  termes  de  même 


degré  en  a;,  ceux  de  ces  déterminants  qui  renferment  x  aux  puissances  m  -i-p- 


\,  m^p  —  q 


q-\-i  sont  tous  nuls  comme  ayant  les  éléments  de  la  dernière  ligne  proportionnels  à  ceux 
d'une  des  premières.  Celui  qui  renferme  x«  en  facteur  est  égal  au  produit  de  ««  par  R,  lui-même  ;  enfin 
en  général,  dans  celui  qui  renferme  en  facteur  xi-'',  r  étant  égal  ou  supérieur  à  1,  le  coefficient  de  a"'-' 
est  un  déterminant  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  R,  les  éléments  de  la  dernière  ligne  par  ceux 
de  même  rang  dans  la  r«  ligne  qui  la  suit  dans  R.  Si  nous  désignons  ce  déterminant  par  R.^.,  nous  avons 
finalement  pour  déterminer  d{x)  la  relation 

Rgd{x)  =  R,x«  +  R.jiX'!-'  +  . . .  -h  R,,. 

Nous  pourrions  laisser  R,rf(a')  sous  forme  d'un  déterminant  ;  il  suffirait  de  conserver  dans  les 
éléments  de  la  dernière  ligne  du  déterminant  écrit  précédemment,  c'est-à-dire  dans  les  éléments 

x'^^-'f{x),  ...,  f(x),  x"-''-^^{x),  ...,  ^{x), 
les  termes  de  degré  égal  ou  inférieur  à  (/. 

4.  Nous  allons  appliquer  les  considérations  qui  précèdent  au  discriminant  du  polynôme  /(x)  de 
degré  m,  c'est-à-dire  au  résultant  de  ce  polynôme  et  de  sa  dérivée;  ce  discriminant  écrit  comme  R 
sous  forme  de  déterminant,  a  pour  valeur 


a,         «0 


{m  —  l)Oj 


«1  «m--l  2a,„_.2 

o,  .  a,„_, 


ma,) 
{■m  —  l)a, 


,      .       f/,„  .  ....  f^m—i 

les    m  —  i     premières  colonnes  renferment  les  coellicients  du  polynôme  donné  elles  vi  suivantes  ceux 
de  sa  dérivée. 

Nous  allons  remplacer  ce  déterminant  par  un  autre  plus  simple,  formé  au  moyen  des  sommes  des 
puissances  semblables  des  racines 

s„  =  Sx"  =  m,    S|  =  Sx,,     So  —  Sxr,  ...  ; 
nous  utiliserons  pour  cela  les  relations  fondamentales 


1 


*7»— 1 

0 


^m-l^Ot 


«n,«u 


qui  interviennent  dans  la  démonstration  des  formules  de  Newton.  Remplaçons  dans  les  m  dernières 
colonnes  de  D  les  coenicients  de  la  dérivée  par  ces  valeurs  ;  multiplions  ensuite  les  éléments  de  la 
première  colonne  par  «„,  ceux  de  la  seconde  par  .s,,  etc.,  et  retranchons  les  produits  des  éléments  de  la 
m«  colonne  ;  opérons  de  même  à  partir  de  la  2°  colonne  pour  simplifier  la    m  +  1%     et  ainsi  de  suite  ; 
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nous  aui  ons  ainsi  réduit  à  zéro  les  éléments  contenus  à  la  fois  dans  les  m  —  1  premières  lignes  et  les 
m  dernières  colonnes,  et  D  se  réduira  au  produit  de  a/'-'  par  un  déterminant  d'ordre  m,  sous  la 
forme 


D  =  (—  l)"V/„" 


Hm-tCi  -+-  «mfln 


fOm-l  -+- 


«0«1  -t-J'lOg 


So"»!-!  H H  Sm-iflo 


Nous  pouvons  simplifier  encore  ce  dernier  déterminant  en  retranchant  des  éléments  de  la  seconde 
ligne  ceux  de  la  première  multipliés  par    —  ;    et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  nous  avons  finalement 


D:=(-1)"V 


Sm — 2 
Sni~t 


Ce  résultat  est  bien  connu,  et  on  l'obtient,  comme  on  le  sait,  en  formant  le  carré  du  déterminant  de 
Vandermondo  relatif  aux  racines  de  Téqualion  fix)  =  0  ;  notre  but  est  de  compléter  ce  résultat  par  la 
recherche  des  conditions  nécessaires  et  siiflisanles  pour  que  celte  équation  ait  m  —  q  racines  dis- 
tinctes. 11  faut  et  il  suffit   que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f^x)  et  de  sa  dérivée  soit  de  degré  q, 

ou  bien  que  l'on  ait 

D  =  0.         D,  =  0,         D,  -3  0,     ...     D,,,  =0,         D,  9^  0, 

Dr  désignant  le  déterminant  déduit  de  I)  comme  It,  était  déduit  du  résultant  R  dans  la  théorie  générale 
précédente. 

Nous  allons  transformer  ces  déterminants  comme  nous  avons  déjà  transformé  D  ;  considérons  en 
général  le  mineur  D,.  d'ordre  'im—i—'ir  déduit  de  D  par  suppression  des  2r  dernières  lignes,  des 
r  dernières  colonnes  renfermant  les  coefficients  de  f{x),  et  des  r  dernières  colonnes  renfermant  les 
coefficients  de  la  dérivée,  et  opérons  sur  D,  comme  nous  l'avons  fait  sur  D;  nous  trouvons 


D,  =  (-l)"-'a„' 


Sut — r  "'" — r — I 


*Sm-Jr— 2        Ssm— 2r-l 

le  déterminant  qui  entre  au  second  membre  se  déduit  du  déterminant  analogue  au  moyen  duquel  s'ex- 
prime D  par  suppression  des  r  premières  colonnes  et  des  r  dernières  lignes. 

Pour  énoncer  ces  résultats  d'une  manière  plus  commode,  nous   intervertirons  l'ordre  des  colonnes 
des  déterminants  que  nous  avons  formés  ;  nous  aurons  alors  l'énoncé  suivant  : 

Thkoréme.  —  Soit  f[x)  —  0  une  équation  de  degré  m  dont  le  coefflnient  </■;  la  plus  haute  puissance  de  x 
n'est  pas  nul,  et  soient  «„,  s,,  .  . .  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racitus  de  cette  équation.  For- 
mons le  dét''rminant 

s,,  5i  ...        Sin—i 


et  désiynons  en  général  par  \  le  mineur  de  ^  obtenu  par  suppression  des  r  dernières  lignes  et  des    r  der- 
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nières  colonnes.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisaiiles  pour  que  l'équation  ait     m  —  q     racines  distinctes 

sont 

A  =  0,     A,  =  0,      . .  . ,     \i^i  ■-=  0,     A,  :pt  0. 

Ce  résultat  a  été  démontré  d'une  autre  manière  à  l'aide  de  théorèmes  sur  les  produits  de  détermi- 
nants, (voir,  par  exemple,  r.4/^è/«-e  sM/jeneure  de  Weber,  traduction  Griess,  page  179),  mais  j'ai  pensé  qu'il 
était  intéressant  de  le  déduire  de  la  méthode  d'élimination  d'Euler. 
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Mathématiques  spéciales. 

1128.  —  Etant  donnée  la  surface  du  second  ordre  S  qui,  rapportée  d  un  système  de  trois  axes  rec- 
tanrjulaires,  a  pour  équation 

a  0  c 

on  considère  les  deux  coniques  C  et  C  d'intersection  de  cette  surface  par  les  plans  XOY  et  XOZ  et  une 
droite  D  située  dans  le  plan  YOZ  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 

1"  Trouver  l'équation  de  tout  plan  P  tel  que,  si  M  est  l'un  de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  G, 
M'  l'un  de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  C  et  N  son  point  d'intersection  avec  la  droite  D,  les  trois 
points  M,  M'  et  N  soient  en  ligne  droite. 

2»  Trouver  l'enveloppe  des  plans  P. 

3°  Trouver  le  lieu  S  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  A  de  l'espace  sur  les  plans  P. 

Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  plans  0,  passant  par  A,  qui  coupent  cette  surface  S  suivant  deux 
cercles. 

Trouver  l'enveloppe  de  ces  plans  0  et  le  lieu  de  la  corde  commune  aux  deux  cercles. 

4°  Que  deviennent  les  résultats  précédents  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  du  second  ordre  S  est 
un  paraboloïde  ? 

1.  Les  équations  des  coniques  (G)  et  (C)  sont  : 

(C)  z=0,  — +^  — 2.r  =  0, 

a  0 

(G')  y^O,  :!!  +  il  _  2a;  =  0. 

a  c 

Nous  prendrons  les  équations  de  la  droite  (D)  sous  la  forme 

(D)  x  =  Q,  i=-- 

Soient  s  =  0,  y  =  Ix,  les  équations  de  la  droite  OM  joignant  l'origine  à  un  point  M  de  la  coni- 
que G,  et  y  =  0,  z  =  ixx  celles  de  la  droite  OM'  joignant  l'origine  à  un  point  M'  de  la  conique  C.  Si 
la  droite  MM'  coupe  le  plan  yOz  en  un  point  N  appartenant  à  la  droite  D,  les  droites  D,  OM,  OM',  sont 
dans  un  même  plan,  ce  qui  entraine  la  relation 

ou,  en  égalant  à  p  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports. 
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Les  équations  des  droites  OM,  OM'  s'écrivent  alors  respectivement  : 

:  =z  0,  j  ;/  =  0 

1/  =  p^x  (  2  =  —  ?'\^- 

On  en  déduit  facilement  les  expressions  des  coordonnées  des  points  M,  M'en  fonction  du  para- 
mètre p 

a         b  a  b 

oc  ne 

Soit  maintenant  (1)  i/.r  +  l'j/  +  w:  -h  ?•  =  0 

l'équation  d'un  plan  P  passant  par  la  droite  MM'N,  on  aura  en  écrivant  successivement  que  les  points 
M  et  M'  appartiennent  à  ce  plan 

(2)  2«-i-2p?i;  +  r(  — 


(3)  2m  — 2pxw 


)• 


i  +  iV 


=  0. 


Pour  obtenir  l'équation  des  plans  P  en  fonction  de  deux  paramtMres  indépendante,  il  suffît  alors 
d'éliniintM'  r  et  iv  entre  les  relations  (2)  et  (3)  el  l'équation  (1);  on  a  ainsi  l'équalion 

/  1        ='?-  \         „           /  1         P'ï'  \ 
2«  -4-  »■ h  -4^  2u  H-  r 1 1 

"^ 2pP y^ W^ «  +  '-0, 

qui  peut  encore  s'écrire  ^  ..    n 

(4)  2m(pPt^  _  .^y  _^  P:)  +  ,.[2pSv  -  Yv(-^  -^  4"  )  "^  ^' ("^  "^  ^  )  J  "  ^  ■ 

2.  L'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  plans  P  s'obtient  en  éliminant  p  entre  les  relations 
(2)  et  (,3)  qui  contiennent  ce  paramètre  au  second  degré;  l'élimination  est  immédiate  et  donne 

L'enveloppe  se  compose  donc  des  points 

r  =  0  et  2aM4-»'  =  0, 

c'est-à-dire  de  l'origine  et  du  deuxième  point  I  commun  aux  coniques  C  et  C,  et  de  la  surface  du 
second  ordre  (H)  dont  l'équation  est 

(5)  (^  ~  ^y  r(2a«  +  r)  -  ka^-l^-^  -h  ^)(p«  +  y"')  =  0. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  surface  est  aussi  le  lieu  géométrique  des  diverses  positions  de  la 

droite  MM'N;  or  les  équations  de  cette  droite  s'obtiinnent  en  annulant  les  coefOcients  de  u  et  r  dans 

l'équation  (4) 

9h^  —  Y?/  -h  ^:  =  0, 


.,^_„(l.i|l).,(i^f^).o. 


En  éliminant  p  entre  ces  équations,  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 
a  b  c  Py 


(6)  4  +  ^-  +  i-f(^-4)-^'  =  »- 
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C'est  l'équation  ponctuelle  de  (H).  Sous  cette  forme  on  voit  que  (H)  est  une  quadrique  passant  par 
les  coniques  (G)  et  (C)  ;  on  vérifie  facilement  qu'elle  coiilient  également  la  droite  U. 

Les  résultats  précédents  pouvaient  être  prévus  géométriquement.  D'abord,  lorsque  les  trois  points 
M,  M',  N  viennent  se  confondre  à  l'origine,  les  plans  P  sont  tous  les  plans  passant  par  0,  de  même 
lorsque  les  points  M,  M'  viennent  coïncider  avec  le  deuxième  point  commun  I  aux  coniques  (G)  et  (C), 
les  plans  P  sont  tous  les  plans  passant  par  I:  ainsi  se  trouvent  justifiées  les  solutions  singulières 
obtenues  par  le  calcul.  D'autre  part,  comme  la  droite  D  passe  à  l'origine  et  est  contenue  dans  le  plan 
déterminé  par  les  tangentes  en  ce  point  aux  coniques  (C)  et  (G'),  il  existe  une  quadrique  (H)  (générale- 
ment un  hyperboloïde  à  une  nappe)  passant  à  la  fois  par  les  coniques  (C),  (G')  et  la  droite  D.  Toutes  les 
droites  MM'N,  rencontrant  en  des  points  différents  (G),  (C)  et  D  sont  alors  des  génératrices  de  cette 
quadrique  et  les  plans  P  passant  par  ces  droites  sont  les  plans  tangents  à  la  même  quadrique. 

3.  Soient  x„,  ?/„,  :„  les  coordonnées  d'un  point  lixe  A  de  l'espace.  La  perpendiculaire  l'i  l'un  des 
plans  P  issue  de  ce  point  a  pour  équation 

/n\  ■^'      ^'o  y  —  Vo   _    ^       ^0 

u  V  w 

Pour  obtenir  le  lieu  géométrique  de  la  projection  du  point  A  sur  les  plans  P,  il  faut  éliminer  u,  v,  w,  r, 
entre  les  équations  (1),  (5)  et  (7).  En  éliminant  d'abord  ;•  entre  (1)  et  (3),  on  a 

(^y  —  y)  (ux  -h  vy  +  irz)[u{x—  2a)  -i-  vy  -+-  wz\  ~  AuiiJ^  -^JLy^v^fw)  =  0, 

relation  homogène  en  u,  v,  w  dans  laquelle  il  suHit  de  remplacer  ces  paramètres  par  les  quantités 
proportionnelles    x  — x„,     ;/  —  ?/„,     :  —Zo.     Ou  obtient  alors  l'équation  du  lieu  demandé 

^^^  (t  ^-^y^^i''-'''^  H-2/(?y-2/o)  ^=(=  -  -'n)][{x  -oc,){x  -  2a)^y(y  -  y^) -^z{z -z,)] 

Cette  équation  représente  une  surface  S  du  4=  ordre  ;  elle  admet  comme  conique  double  le  cercle 
imaginaire  de  l'inûni  et  le  point  A  en  est  un  point  double  :  on  vérifierait  facilement,  en  transportant 
l'origine  des  coordonnées  en  A,  que  le  cône  des  tangentes  en  ce  point  est  supplémentaire  du  cône  de 
même  sommet  circonscrit  à  la  quadrique  (H).  D'ailleurs,  S  étant  la  surface  podaire  de  la  quadrique  (H) 
par  rapport  au  point  A,  ces  résultats  ne  sont  que  la  vérification  de  propriétés  connues. 

Soient  G  une  génératrice  quelconque  de  la  quadrique  (H),  Q  le  plan  mené  par  A  perpendicu- 
lairement à  cette  génératrice,  a  le  point  de  rencontre  de  G  et  de  Q  :  le  lieu  des  projections  du  point  A 
sur  les  plans  tangents  à  la  quadrique  (H)  aux  différents  points  de  la  génératrice  G  est  le  cercle  r  décrit 
sur  Aa  comme  diamètre,  dans  le  plan  Q.  La  surface  (H)  étant  généralement  un  hyperboloïde,  il  existe 
une  génératrice  G'  de  cette  surface  parallèle  à  G:  si  a  est  le  point  où  elle  perce  le  plan  Q,  le  lieu  des 
projections  de  A  sur  les  plans  tangents  à  (H)  le  long  de  cette  deuxième  génératrice  est  le  cercle  l^'  dé- 
crit sur  Aa'  comme  diamètre  dans  le  plan  Q.  Les  cercles  I'  et  r'  appartiennent  évidemment  à  la  sur- 
face S  et  comme  leur  plan,  Q,  est  aussi  perpendiculaire  à  la  génératrice  g  du  cône  asymptote  de  (H), 
parallèle  à  G  et  G',  on  en  conclut  que  tous  les  plans  menés  par  A  perpendiculairement  aux  géné- 
ratrices de  ce  cône  coupent  la  surface  ï  suivant  deux  cercles. 

La  corde  commune  aux  cercles  r  et  r'  est  la  perpendiculaire  menée  par  A  à  la  droite  joignant  les 
centres  <o  et  w'  de  ces  deux  cercles,  ou  encore  la  perpendiculaire  à  la  droite  aa',  puisque  o>  et  w'  étant 
les  milieux  des  segments  Aa,  Aa',  <oto'  est  parallèle  à  aa'  :  il  en  résulte  que  cette  corde  commune  est 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  génératrices  parallèles  G,  G'  de  la  quadrique  (H),  c'est-à-dire  au  plan 
tangent  à  son  cône  asymptote  le  long  de  y.  Ces  remarques  montrent  que  l'enveloppe  du  plan  Q  est  le 
cône  de  sommet  A  parallèle  au  cône  supplémentaire  du  cône  asymptote  de  (Hj,  la  génératrice  de  contact 
étant  la  corde  comumne  aux  deux  cercles  1"  et  r'  de  ce  plan. 
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4.  Pour  quo  la  surface  S  devienne  un  paraboloïde.  il  faut  nue  le  produit  —  —  •  —  s'annule  ;  or  on 
ne  peut  pas  supposer  que  le  produit  -7 — -  s'annule,  car  la  surface  S  serait  un  cylindre  ;  la  seule 
iiypotlièse  possible  est  donc     —  =0.     L'enveloppe  des  plans  P  est  alors  la  surface  dont  l'équation  est 


h  C  ;iY  \  b  V    ' 


C'est  un  paraboloïde  II   dont  le  sommet  est  l'origine  et  l'axe,  Oc.  Les  plans  directeurs  p  et  p'  do  ce 
paraboloïde  ont  pour  écjuation 

Le  premier  est,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  le  plan  déterminé  par  Oj'  ol  la  droite  D. 
Quanta  la  surface  1\  enveloppe  des  plans  P,  son  équation  se  réduit  à 

C'est  une  surface  du  3'  degré  n'adnieltanl  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  que  comme  conique  simple. 

Soit  U  une  génératrice  du  paraboloïde  11,  parallèle  au  plan  directeur  (^1,  par  exemple.  Le  plan  Q 
mené  par  A  perpendiculairejnent  à  cette  génératrice  coupe  la  surface  :S  suivant  un  cercle  unique,  car 
il  n'existe  pas  sur  un  paraboloïde  de  couples  de  génératrices  parallèles.  Tous  les  plans  Q  perpendicu- 
laires aux  génératrices  de  même  système  que  (1  passent  par  une  même  droite  A,  la  perpendiculaire  au 
plan  (p),  issue  de  A,  et  cette  droite  a  appartient  d'ailleurs  à  la  surface  ï,  car  elle  est  le  lieu  des  pro- 
jections du  point  A  sur  les  plans  parallèles  à  p,  qui  sont  des  plans  tangents  au  paraboloïde.  De  même 
les  plans  Q'  menés  par  A  perpendiculairement  aux  génératrices  du  2"  système  du  paraboloïde  II  coupent 
la  surface  S  suivant  un  cercle  et  contiennent  tous  la  i)erpendiculaire  a'  menée  de  A  au  deuxième  plan 
directeur  (p'),  qui  est  aussi  une  droite  de  la  surface. 

Ce  résultat  s'explique  aisément,  si  on  remarque  que  le  cône  asymptote  du  paraboloïde  n  se  rédui- 
sant à  ses  plans  directeurs,  le  cône  de  sommet  .\  parallèle  au  cône  supplémentaire  de  ce  cône  asymptote 
se  réduit  aux  droites  a  et  a'. 

T.  CHOLLET,  professeur  agrégé  au  lycée  d'Orléans. 

Très  bonne  solution  de  M.  Bfiu.veau,  professeur  au  lyciîe  de  Reims. 

Bonnes  solulions  de  iMM,  Haau,  lycée  de  Nancy  ;  R.  Bouv.ust  ;  J.  Fha.vcescuim,  lycée  de  Marseille. 

Assez  bonnes  solutions  de  .M.  Dulimbert  et  de  M.  GoonnEL,  lycée  de  .Marseille. 
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Mathématiques. 

1129.  —  1°  Combien,  par  un  point  du  plan,  peut-on  mener  de  tangentes  réelles  à  la  courbe  (G)  dont 
l'équation  est  y  =  a'  ? 

On  examinera  le  cas  particulier  où  le  point  d'où,  l'on  mène  les  tangentes  est  situé  sur  la  courbe  (G). 

2°  Soit  A  un  point  d'abscisse  a,  situé  sur  la  courbe  (G);  par  ce  point,  on  mène  une  sécante,  de  coeffi- 
cient angulaire  m,  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  P,  Q  autres  que  A.  On  mène  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  P,Q;  soit  M  leur  point  d'intersection.  Du  point  M,  on  peut  mener  à  lu  courbe  (C)  unf 
tangente  autre  que  les  tangentes  MP,  MQ  ;  soit  R  son  point  de  contact. 

On  demande  d'exprimer  au  moyen  de  a  et  de  tn   les  coordonnées  des  points  M,  R. 


lU 
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'.i"  Lorsque  m  varie,  le  poitit  M  décrit  une  parabole  (H).  Sur  quelle  partie  de  cette  parabole  le  point  M. 
se  trouve-t-il  lorsque  les  ^Joints  P,  Q  sont  réels  ?  Lorsque  te  point  A  est  entre  P  et  Q  ? 

Quelles  sont  les  abscisses  des  points  communs  à  la  courbe  (G)  et  à  ta  parabole  (H)  ? 

4°  Quels  sont  les  lieux  décrits,  lorsque  a  varie,  par  les  points  d'intersection  de  la  parabole  (H)  et  des 

droites  qui  joignent  le  point  A  aux  points  com- 
muns à  cette  parabole  et  à  la  courbe  (C)  ? 

1.  La  courbe  ;/  =  a-'-'  a  l'ori^ino  pour 
centre,  ello  passe  en  ce  point  et  y  admet 
comme  tangente  l'axe  des  x,  elle  a  deux  bran- 
ches paraboliques,  opposées,  dans  la  direc- 
tion Oj/  ;  enfin  elle  possède  un  point  double  à 
rinflni  surO;/  et  en  lequel  les  deux  tangentes 
sont  confondues  avec  la  droite  de  l'infini. 

Soit  (ï,  fi)  unpoint  quelconque  du  plan  ; 
la  première  polaire  de  ce  point  a  pour  équa- 
tion 

Sxx-  —  2)/  —  p  =  0  ; 

c'est  une  parabole  qui  touche  la  courbe  don- 
née en  son  point  de  rebroussement,  à  l'infini 
sur  Oy,  et  qui  rencontre  la  courbe  proposée 
en  trois  points  à  distance  finie  et  dont  les 
abscisses  sont  données  par  l'équalion 
2a;^  —  Sxx^  -h  ^  =  0. 

1 

La  transformée  en  —  a  la  forme  réduite, 

X 

Pj"^  — 3ïXH-2  =0, 
et  la  condition  de  réalité  s'écrit  immédiate- 
ment ;  c'est 


4.27x' 


27.4 


<0 


ou 


?(^ 


<0. 


La  séparative  se  décompose  en  deux  :  l'axe 
des  X,  ?/=0,  etla  courbe  proposée,  y— .i-'=0  ; 
il  n'y  a  qu'à  placer  ces  deux  lignes  et  à  chercher 
le  signe  de  fiC^  —  a^)  en  un  point  particulier 
de  l'une  des  quatre  régions,  en  un  point  de  0?/, 
par  exemple,  pour  apercevoir  que  l'inégalité 
n'est  vérifiée  que  pour  les  points  des  régions  ha- 
churées; de  chacun  des  points  de  ces  deux  ré- 
gions on  peut  mener  trois  tangentes  réelles  h  la 
courbe  proposée,  de  chacun  des  points  des 
deux  autres  régions  on  n'en  peut  mener  qu'une. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  point 
(a,[i)  soit  sur  la  courbe  donnée,  on  a  ^  =  a' 
et  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  contact 
devient  2a?^  —  S^x-  -+-  a»  =  0  ; 

elleadmet  la  racine  double    .r  =  a    etlaracine  simple 


La  première  racine  correspond  à 
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la  tangente  au  point  (a,  P),  qui  compte  pour  deux,  et  la  seconde  racine  à  l'autre  tangente  issue  de  ce 
point.  Cette  seconde  tangente  touche  donc  la  courbe  sur  la  branche  où  n'est  pas  le  point  (x,  ^)  et  en  un 
point  dont  l'abscisse  est  la  moitié  en  valeur  absolue  de  celle  du  point  donné. 

Si  le  point  (»,  |î)  est  sur  Ox,  on  a  S  =  0  et  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  contact  admet 
la  racine  double  .r  =  0,  qui  correspond  à  la  tangente  Oc;  cette  tangente  compte  pour  deux,  c'est  une 
tangente  double,  ce  qui  était  évident  a  priori  puisque  c'est  une  tangente  d'inilexion. 

2.  La  sécante  menée  par  le  point  A  a  pour  équation 

y —  a^  =  m{x  —  a)  ; 

elle  rencontre  la  courbe  en  trois  points  dont  les  abscisses  sont  racines  de  l'équalion 

x"*  —  a^  —  m(x  —  a)  =  0  ; 

en  enlevant  la  racine  a  qui  est  évidente  et  qui  correspond  au  point  A,  il  reste   une  équation  du  second 

degré, 

x^  -+-  ax  -+■  a-  —  m  —  0, 

qui  admet  pour  racines  les  abscisses  des  points  P  et  Q.  Soient  alors  a   et   ^   les  coordonnées  du 

point  M  ;  les  abscisses  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  sont  racines  de  l'équation 

2x'  —  Sm-  -h  P  =  0  ; 

si  donc  on  appelle  >>  l'abscisse  du  point  de  contact  R  de  la  troisième  tangente  issue  de  ce  point,  on 

aura 

:2a;'  —  3^x-  -|-  fl  =  %r  —  l)(x-  -r-  ax  -+-  a-  —  vi), 

et  l'idenlilicalion  fournira  les  trois  relations 

i(a  —  X)  =  —  3ï,  a-  —  m  —  Mt  =  0, 

^K«— '")  =  -?; 

la  seconde  donne 


et  les  deux  autres 

(1)  .^-4^        ?=    -(«^-"'^' 


3a  a 

Les  deux  équations  (1)  donnent  les  coordonnées  du  point  M  ;  c<^lli'S  du  point  R  sont 

o-  —  m                            (a-  —  mY 
X  =  ,  1/  = 

3.  Lorsque  m  varie,  le  lieu  du  point  M  est  une  conique  dont  les  duux  équations  paramétriques  sont 

les  équations  (1).  L'équation  cartésienne,  qui  s'obtient  immédiatement  par  l'élimination  de  m,  est 

2;/  +  a{-2a  -+-  3a;)'  =  0  ; 

cette  conique  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oij  et  ([ui  touche  l'axe  des  x  au  point 

•2(1 
d'abscisse —  ;      ce  point  est  le  sommet  de  la  parabole  ;  si  on  remarque  en  outre  qu'elle  tourne 

sa  concavité  vers  les  y  négatifs  et  qu'elle  rencontre  l'axe  des  y  en  un  point  d'ordonnée     —  2a',     on  a 

tous  les  éléments  qu'il  faut  pour  la  placer  (on  a  supposé    a  >  0). 

La  condition  de  réalité  des  points  P  et  Q  s'obtient  en  e.xprimaat  que  l'équation 

X-  +  ax  -\-  a-  —  m  —  0 
a  ses  racines  réelles  ;  c'est 

«2  —  4(a'-  —  m)  >  0, 

3a- 
ou  m  >  — —  ; 

3a2  „  a'  .     . 

or,  pour    m  =-- — :  les  formules  (t)  donnent    a  =  —  — ,  3  =  —  —  '         on  trouve  amsi  un 

■^  4  '■'8 

point    C   de   la  parabole  qui  est  aussi  sur  la  courbe  (C).  Les  valeurs   de    m  plus  grandes  que  -— 
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correspondent  aux  points  de  l'arc  CBMD. . .  ;  ce  sont  donc  les  positions  de  M  quand  P  et  0  sont  réels. 

Le  point  limite  C  correspond  au  cas  où  les  points  P  et  Q  sont  confondus  ;  c'est  le  point  de  contact  de 

la  tangente  issue  du  point  A  à  la  courbe  (C).  Ce  résultat  découle  aussi  de  la  remarque  que  nous  avons 

a 
faite  dans  la  première  partie,  puisque  l'abscisse  de  C  est  égale  a ;^- 

Pour  que  le  point  A  soit  entre  P  et  Q,  il  faut  que  le  trinôme 

x'-  +  ux  -\-  o}  —  m 

soit  négatif  pour  x  =  a,  c'est-à-dire  que  m  soit  plus  grand  que  3a^;  or  pour  m  =  3a^  on  a 
a  =  —  2a,  p  =  — 8a^  ;  on  trouve  donc  encore  ainsi  un  point  D  de  la  parabole  qui  est  aussi  sur  la 
courbe  (C).  Les  points  de  l'arc  BMD...,  qui  sont  au-delà  de  D,  sont  les  positions  de  M  qui  correspon- 
dent aux  sécantes  pour  lesquelles  le  point  A  est  compris  entre  P  et  Q-  Le  point  limite  D  correspond 
au  cas  où  l'un  des  points  P  et  Q  se  confond  avec  le  point  A;  c'est  le  point  de  rencontre  de  la  courbe  (C) 
avec  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  A.  Il  est  facile  de  vérifier  analytiquement  que  la  parabole  est 
tangente  à  la  courbe  (C)  au  point  D  ;  mais  cela  est  évident,  car  le  point  M  ne  peut  jamais  pénétrer 
dans  la  région  comprise  entre  l'axe  des  y  et  la  courbe  proposée  :  la  parabole  ne  peut  donc  pas  traverser 
la  courbe  au  point  D. 

Les  abscisses   des  points  communs  à  la  courbe  (C)  et  à  la  parabole   (H)   sont    les  racines    de 

l'équalion 

2.r'  -(-  a{3x  -1-  2ay  =  0. 

Cette  équation  admet  pour   racine   double   —2a  et   pour  racine   simple —^    ce   qui  conlirme  bien 

ce  que  nous  avons  dit  de  la  position  des  points  D  et  G. 

4.  Nous  avons  vu  que  la  droite  AG  a  pour  coefficient  angulaire  -—  et  la  droite  AD  pour  coeffi- 
cient angulaire  3a-.  Cherchons  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  la  parabole.  La  première  a 
pour  équation. 

(/  —  a' '■ — (.r  —  n)  =  0  ; 

elle  coupe  la  parabole  au  point  dont  les  paramètres  sont  racines  de  l'équation 
cette  équation  développée  est 


2K-'«)^     ,   „3_   3aV_2m  ^^.^i^p. 


9nhn         9a'' 
! —  0, 


et  ses  racines  sont et——;   la  première  correspond  au  point  C  dont  le   lieu  est  évidemment  la 

4  ^ 

a'  . 
courbe  (C)  ;  lu  seconde  donne  un  point  dont  les  coordonnées  sont    x  =  — o,     y  = ^  '    parconse- 

a,-3 
quent  le  lieu  de  ce  point  a  pour  équation    y  =  —^-      C'est  la  courbe   qu'on  obtient  en   réduisant   de 

moitié  les  ordonnées  de  la  courbe  (C). 

La  seconde  droite,  la  droite  AD,  a  pour  équation 

7/  — «'— 3rt2(,r  -  ff)  =  0; 

elle  rencontre  la  parabole  en  des  points  dont  les  paramètres  sont  racines  de  l'équation 


cette  équation  se  réduit  k 


^  -l-a'  — 3a=(— ha)=U; 


Oa'nî  =  0  ; 
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elle  admet  pour  racine    m  =  3a',     qui  correspond  au  point  D,  et    ??î  =  0,     qui  donne  le  point  de  la 
parabole  (H)  situé  sur  l'axe  des  y.  Le  lieu  de  ce  dernier  point  est  donc  l'axe  des  y. 

J.  HAAG  elJ.  FRANCESCHINI. 


Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Boivaist;  M.  Ladrenoe,  à  Bordeaux;  H.  Lefebviie. 

♦ 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  (1902,  fin). 


Physique. 


1117.—  On  a  constaté  que,  dans  les  limites  où  on  veut  l'employer,  un  certain  ressort  à  boudin  s'allon<jc 
proportionnellement  à  la  force  qui  agit  sur  lui,  l'allongement  étant  de  Icm  pour  U7ie  force  de  W  dynes. 
L'une  des  extrémités  du  ressort  est  invariablement  attachée  à  un  point  0;  à  l'autre  extrémité  B  on  peut  sus- 
pendre une  masse. 

Dans  un  endroit  où  l'accélération  de  la  pesanteur  est  981  unités  C.  G.  S.,  l'air  sec,  la  température  0<>, 
la  pression  mesurée  par  une  colonne  de  mercure  à  0"  de  TGcm  de  hauteur,  on  suspend  au  ressort  un  cube  de 
500<-<:  et  déniasse  spécifique  2.  Avec  un  système  optique  formant  un  microscope  à  axe  vertical,  et  dont 
l'objectif  est  â  une  distance  invariable  du  point  0,  un  observateur  vise  un  micromètre  porté  par  la  face 
horizontale  supérieure  du  cube  et  mesure  le  grandissement  linéaire  y  donné  par  l'objectif .  On  a,  d'autre 
part,  mesuré  la  dislance  du  micrcmèlrc  à  l'objectif,  laquelle  est  de  0<='n,70,  et  on  sait  que  la  convergence  de 
l'objectif  est  de  230  dioptries. 

On  transporte  le  système  clans  un  autre  endroit,  l'air  étant  toujours sec,la  température  0"  et  la  pression 
encore  mesurée  par  une  colonne  de  mercure  de  76<=™.  On  ne  trouve  plus  l'image  au  point;  il  faut  agir  sur  le 
tirage  de  l'oculaire  et  on  trouve  que  le  nouveau  grandissement  est  le  triple  du  premier.  On  demande  quelle 
est,  dans  le  second  lieu,  la  valeur  de  l'accélération  due  à  la  pesanteur. 

.Ayant  exprimé  cette  accélération  en  unités  C.  G.  S.,  on  cherchera  quelle  serait  sa  nouvelle  expression  si 
on  prenait  pour  unité  de  temps  In  cent-millième  partie  du  jour  solaire  moyen  et  comme  unité  de  longueur 
la  longueur  du  pendule  simple  qui,  dans  ce  second  lieu,  ejfectuerait  dans  le  vide  une  oscillation  complète 
pendant  la  nouvelle  unité  de  temps. 

On  établira  l'équation  exacte  qui  donnerait  la  valeur  de  l'accélération,  mais,  dans  le  calcul  numérique,  on 
s'arrêtera  au  chi/fi-e  des  unités  dans  le  système  C.  G.   S. 

Calculons  d'abord  le  déplacement  du  micromètre.  Le  grossissement  produit  par  une  lentille  peut 
s'exprimer  par  la  formule 

dans  laquelle  q  représente  la  distance  de  l'objet  au  premier  foyer  ;  si  donc  on  désigne  par  x  la  quan- 
tité dont  le  micromètre  s'est  déplacé  et,  par  conséquent,  rapproché  du  foyer  de  l'objectif,  on  doit  avoir, 
en  écrivant  que  le  second  grossissement  est  triple  du  premier, 

If  2 

—  3  — j  d  où  a-  =  —  <;. 


q  —  T  q  3 

D'autre  part,  la  distance  focale  vaut  — — -  de  mètre  ou  0<^™,4  :  donc  la  distance  q  est  égale  à 

250 

0,7-0,4  =  0,3  et  a;  =  0,-2. 

Une  variation  de  longueur  de  i""  correspondant  à  une  variation  de  la  force  appliquée  au  ressort  de 
10*  dynes,  un  raccourcissement  de  0'^'°,2  correspond  à  une  diminution  de  2000  dynes;  c'est  la  diminu- 
tion du  poids  apparent  de  la  masse  considérée. 
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D'une  manière  générale,  le  poids  apparent  d'un  corps  est  l'excès  de  son  poids  réel  sur  le  poids  de 
l'air  qu'il  déplace,  soit 

en  désignant  par  V  son  volume,  par  |jl  sa  niasse  spécifique  et  par  a  la  masse  spécifique  de  l'air  am- 
biant. D'autre  part,  si  a„  désigne  la  masse  spécifique  de  l'air  normal,  c'est-à-dire  soumis  en  particulier 
à  la  pression  normale  p„,  on  a,  la  température  restant  constante, 

a         }> 

f'o    ~    Pa 

Enfin  si  les  pressions  p  et  p„  sont  mesurées  par  des  colonnes  de  mercure  de  même  hauteur,  elles 
sont  entre  elles  comme  les  accélérations  de  la  pesanteur 

«    _  J7_ 

L'expression  générale  du  poids  apparent  devient 

et  la  diminution  qu'éprouve  ce  poids  en  passant  d'un  lieu  d'indice  i  en  un  lieu  d'indice  2  est 

V(x(?.-  g,)  -  Va„  ^i^^^  =  V(,./,  -  9,)(ix  -  a,  ^l±^^ 

Dans  une  première  approximation,  négligeon-^  le  terme  en  a^„  remplaçons  les  quantités  par  leurs 
valeurs  numériques  et  écrivons  que  la  diminution  est  égale  à  2000;  on  a 

500x(981  — «7„)x-2  =  2000  ou  g,  =  919. 

Dans  une  seconde  approximation,  on  pourrait  remplacer  le  rapport     — — —    par  2  et  l'on  Irou- 

.'7o 
verait  environ    g^  —  978,997. 

Pour  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  écrivons  la  formule  du  pendule, 

-Vf 

Si  /  vaut  une  unité  de  (einps  du  nouveau  système,  /  vaudra,  par  définition,  une  unité  de  longueur; 
on  aura  donc,  dans  le  nouveau  système, 

c'est-k-dire  .  g'  =  tt^. 

On  peut  encore  procéder  par  une  autre  méthode  plus  générale.  Les  valeurs  numériques  d'une 
même  grandeur  dans  deux  systèmes  diiïérents  sont  dans  un  rapport  inverse  de  celui  des  unités. 
Désignons  par  les  lettres  non  accentuées  les  quantités  relatives  au  système  G.  G.  S.  et  par  les  lettres 
accentuées  les  quantités  relatives  au  nouveau  système  ;  nous  aurons  d'abord 

_^  ^   G_ 
9         G' 
et,  par  suite,  à  cause  des  dimensions  de  l'accélération 

9       "Ar, 

Or  l'énoncé  nous  fait  connaître  la  mesure  des  nouvelles  unités  en  unités  G.  G.  S.,  c'est-à-dire  les  rapports 

L'         T' 
-j-  et  —  :  on  a 


T'         86400  T' 

et 


100  000 


T'  /L'      1 

1  'La 
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En  portant  dans  l'expression  de  g'  les  valeurs  de  ces  rapports,  on  retrouve 

T' 
La  valeur  numérique  du  rapport  —  est  d'ailleurs  inutile  et,  contrairement  à  ce  que  pourrait  faire  croire 

l'énoncé,  g'  est  indépendant  de  la  nouvelle  unité  de  temps. 
(Cette  dernière  partie  de  M.  M.  Laurence.) 


Chimie. 
(Solution  par  M.  R.  Hecker  (premier  prix). 

1118.  —  Un  certain  poids  de  bioxyde  de  baryum  pur  et  anhydre  est  chauffé  modérément  dans  un 
courant  d'oxyde  azotique  jusqu'à  réaction  complète.  On  ajoute  ou  produit  obtenu  dissous  dans  l'eau  et  addi- 
tionné d'acide  sulfnrique  une  liqueur  titrée  de  permanganate  de  potassium  jusqu'au  moment  où  la  liqueur 
prend  une  coloration  persistante. 

D'autre  piirt  un  même  poids  de  Itioxyde  de  baryum  mis  sous  la  forme  de  bouillie  est  décomposé  par  une 
quantité  convenable  d'une  solution  chlorhydriquc  et  la  liqueur,  après  précipitation  par  le  sulfate  d'argent , 
l'sl  titrée  par  le  permanganate  de  potassium  en  présence  d'acide  sulfurique.  Un  litre  et  demi  de  liqueur  titrée 
contenant  5'', 27  de  perman(ianate  par  litre  sont  décolorés  dans  ce  dernier  cas. 

On  demande  : 

1°  Le  poids  de  chacune  des  fractions  de  bioxyde  de  baryum. 

2°  La  quantité  de  sulfure  de  plomb  qui  aurait  pu  être  oxydée  dans  le  second  cas  par  la  liqueur  avant  te 
traitement  par  le  permanganate; 

3"  /,e  volume  d'oxyde  azotique  absorbé  par  le  bioxyde  de  baryum  ; 

4°  Le  volume  de  la  liqueur  titrée  de  permanganate  utilisé  dajis  le  premier  cas; 

Masses  atomiques  :     K  =  39,     Mn  =  55,     Ba  =  137,     Pb  =  207. 

1.  Considérons  d'abord  le  second  groupe  de  réactions.  L'action  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le 
bioxyde  de  baryum  donne  de  l'eau  oxygénée  et  du  chlorure  de  baryum;  le  sulfate  d'argent  donne  dans 
la  liqueur  un  précipité  de  sulfate  de  baryum  et  de  chlorure  d'argent  ;  après  décantation,  il  ne  reste  que 
de  l'eau  oxygénée.  Ces  réactions  s'expriment  par  les  équations 

BaO^  -r-  2HCI  =  BaCl^  +  H^Q-, 
SO'Ag^  -h  BaCF  z=:  SO'Ba  +  2AgCl. 
Le  permanganate  de  potassium  et  l'eau  oxygénée,  mis  au  contact,  se  décomposent  tous  deux  en 
dégageant  des  quantités  égales  d'oxj'géne  ;  l'acide  sulfurique  ne  sert  qu'à  faciliter  cette  réaction  en  trans- 
formant en  sels  les  oxydes  formés.  On  retrouve  facilement  l'équation  de  la  réaction  en  écrivant  succes- 
sivement 

2MnO'K  =  2MnO  -i-  K^O  -h  50  et  5H^0^  =  oW-0  -+-  30, 

d'où  l'on  déduit       2Mn0'K  -h  SH^O^  -h  -iSO'H^  -  2S0\\In -+- 2S0'KH -h  SH^O  -+- 50 ^ 

3 

Le  poids  de  permanganate  utilisé  est  -^X  5,27  grammes  ;  d'après  la  dernière  réaction,  le  poids  p 

d'eau  oxygénée  nécessaire  pour  décomposer  ce  permanganate  est 

p  =  7rXo,2,  x^x- 


2  2        158 

et,  d'après  la  première  réaction,  le  poids  cherché  de  bioxyde  de  baryum  est 

*69  3        „^„        5        169        ^,     ,^^ 
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2.  L'action  de  l'eau  oxygénée  sur  le  sulfure  de  plomb  s'exprime  par  la  formule 

PbS-+-4H^0-  -  S0'Pb  +  4H2O. 
On  déduit  de  là  le  poids  y  de  sulfure  de  plomb  cberché 

3.  Revenons  au  premier  groupe  de  réactions.  L'action  du  bioxyde  d'azote  sur  le  bioxyde  de  baryum 
donne  de  l'azotite  de  baryum  :  2AzO  +  BaO-  =  (AzO^j^Ra. 

D'après  cette  équation,  169^'  de  bioxyde  de  baryum  absorbent  deux  molécules,  c'est-à-dire  44''', 6  de 

bioxyde  d'azote.  On  a  donc,  en  appelant  u  le  volume  cherché,  a,-  désignant  le  poids  initial  de  bioxyde 

de  baryum, 

u  X 


44,6         169 

d'où  l'on  déduit  m  =  5'".57. 

4.  L'acide  sulfurique  transforme  l'azotite  en  acide  azoteux.  Sous  l'action  du  permanganate,  l'acide 
azoteux  se  transforme  en  acide  azotique;  on  retrouve  facilement  la  réaction  en  écrivant  successivement 

;2MnO*K  =  2.MnO  -)-  K^O  +  50  et  SAzO^H  -h  SO  =  SAzO'H, 

d'où  l'on  déduit 

5Az02H+2MnO*lv-i-4SO'IP  =  oAzO^H -t- 2S0*Mn -+- 2S0*KH -+-3H20. 

Comparons  celle  dernière  équation  à  l'équation 

2Az0  +  Ba0^=  (Az0^)2Ba; 
elles  montrent  qu'un  poids  de  bioxyde  de  baryum  représenté  par  SBaQ-  fournit  la  quantité  d'acide 
azoteux  nécessaire  pour  décomposer  un  poids  de  permanganate  représenté  par  4MnO'K.  Le  poids  y  de 
permanganate  utilisé  est  donc  déterminé  par  la  proportion 

ç   ^   4x158 
'x  ^  5X169' 
et  le  volume  v  cherché  s'en  déduit  immédiatement: 

(/      _         4x158 


_  X  =  3''' 

5,27         5X169X5,27  --^k 


SoluUon  exacte  de  M.  Lemoïne,  à  Troyes  : 

Solution  partielle  de  M. Laurence,  lyci5e  de  Fiordeaux. 
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Discuter  Véqualion.  ./•'' +  5aar4- lOéa;' 4- 1  =0. 

Cette  équation  présente  une  lacune  et  l'équalion  binôme  correspondatite,  iObx^  -\-i  —  Q,  a  deux 
racines  imaginaires;  donc  l'équation  proposée  admet  aussi  au  moins  deux  racines  imaginaires.  Il  ne 
peut  donc  se  présenter  que  deux  cas  généraux  :  ou  bien  l'équation  proposée  admet  trois  racines  réelles 
et  distinctes,  ou  bien  elle  n'en  admet  qu'une.  Cherchons  les  conditions  pour  qu'elle  ait  trois  racines 
réelles  et  distinctes.  A  cet  effet,  formons  l'équation  dérivée 

x'-  -^  iax''  -\-Ux-  =  0; 
cette  équation  admet  la  racine  double    «  =  0,    qui  n'appartient  pas  à  l'équation  donnée  ;  donc  la  suite 
de  Rolle  ne  comprendra  que     — x,     -i- oc     et  les  racines  de    a;'^ -+- 4aaf -i- 6i  —  0. 

II  faut  donc  d'abord  que  celle-ci  ail  ses  racines  réelles,  ce  qui  donne  la  condition    4a-  —66  >>0 

ou     b  <i  — 77— •    Soient  alors  a  et  ^  les  deux  racines  de  l'équation  dérivée,  autres  que  0;  la  suite  de 
o 

Rolle  est  —  x  ,    «,    ^,     -t-  <*  , 

et  elle  doit  donner  les  signes  —       h-   —      -+-. 
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En  appelant  f{x)  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  nous  avons  donc  les  deux  nouvelles 
conditions    /"(a)  >  0,    f{^)  <  0.     Ces  deux  dernières  conditions  se  réduisent  à  une  seule, 

mm  <  0, 

car,  si  cette  condition  est  remplie  elle  exprime  qu'il  y  a  une  racine  dans  le  seconJ  intervalle  ;  il  y  en  a 
donc  une  dans  le  premier  et  une  dans  le  dernier  et  les  trois  racines  sont  réelles  et  distinctes. 

Mais  cette  condition  entraîne  aussi  la  condition  de  réalité  de  a  et  de  ^  ;  car  si  elle  est  vérifiée,  ii  est 
impossible  que  a  et  p  soient  imaginaires  conjugués,  il  est  impossible  aussi  qu'ils  soient  réels  et  con- 
fondus. 

Donc  toutes  les  inégalités  écrites  se  réduisent  à  l'inégalité  unique    /"(«)/"(?)   <  0. 

Le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique  de  a  et  de  p  qui  se  calcule  sans  peine,  comme 
nous  allons  le  montrer.  En  effet  divisons  f{x)  par 

g{x)  ^  X-  -+-  4ax  -+-  66, 
et  appelons  R(x)  l'un  des  restes,  Q(a)  le  quotient  correspondant;  nous  aurons 

/•(x)  =  3(aî)Q(x)-+-R(x), 

par  suite  /-(a)  =  R(a),  /"(P)  :=  R(P)  ; 

nous  pouvons  donc  remplacer  f{x)  par  R(i).   Si  nous  descendons  jusqu'au  reste  du  premier  degré, 
nous  avons    R(i)  ^  Ax-  -+-  B,    et,  par  suite, 

R(ï)R(p)  =r  A^ap-l-AB(a-^-^)^-B- 
et  le  calcul  est  immédiat.  Mais  cette  simplification  n'est  qu'apparente,  car,  à  mesure  que  la  division 
algébrique  se  développe,  les  coeHicients  des  restes  se  compliquent  et  ce  qu'on  gagne  d'un  côté  on  le  perd 
de  l'autre.  Il  arrive  donc  souvent  que  l'on  n'ait  pas  avantage  à  aller  jusqu'au  bout  et  qu'il  soit  préférable 
de  s'arrêter  à  un  reste  intermédiaire  :  on  choisit  celui  qui  est  le  plus  simple  de  forme,  tant  par  le  nombre 
des  termes  que  par  les  coeflicients  de  ces  termes.  Ici  le  plus  avantageux  est  le  premier 

flx*  -H  4ftx'  -t- 1  ; 

ce  n'est  pas  autre  chose  que   -^f[,    et  on  eût  pu  déduire  la  conséquence  actuelle  de  l'identité  d'Euler 

of\x)  =  xf',^  f',,. 
L'inégalité  à  calculer  est  donc 

(aa*  +  4èa^ -(- l)(ap* +46?^ -I- 1)<  0, 

ou  a-a*p*  +  4r(6a'i>(a  +0)  -l-a(«*  -h  <?')  +  46(a3  _^p3)  ^  leé^a^p^  -+-  1<  0. 

Or  les  formules  de  Newton  relatives  à  l'équation    g{x)  —  0    sont 

S,  -(-  4a  =  0, 

So4-4aS,-Hl2i!'  =  0, 

Ss -H  4aSj  T- 66S,  =0, 

Sj  -H  4aS3  -f-  6iS.  =  0  ; 
elles  donnent  successivement 

S,  =  -  4fl,  S»  =  i6a2— 1-26, 

S3  =  72a6  —  6ia% 

et  Si  =  4a(6ia^  —  72a6)  +66(126  —  ISa^) 

St  =  256a*  — 384a^6-l- 726'=. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'inégalité  trouvée  pour  obtenir 

celle  que  nous  cherchons. 

Si  cette  inégalité  n'a  pas  lieu,  l'équation  proposée  n'a  qu'une  racine  réelle. 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


1184.  —  On  considère  n  quantités  ai,  a^,  . . .,  c»  ;  puis,  les  n  quantités  61,  ft>,  . .  .,b„  que  l'on  en  déduit 
par  les  relations 

,  «1-1-02  a^-ha-i  ,  "H-f-ai    . 

t>i  =   5 >  02  — ,  .  .  .  ,  bn=    ^ . 

de  même,  les  n  quantités  Ci,  c^,  . . .  c„  que  l'on  en  déduit  par  les  relations 

61  -f-  bj  b,  -(-  b.  bn  +  bi    . 

c,  =  2 '  ''-  =  2        '  •  ■  •  '  ""^  2 ' 

et  ainsi  de  suite. 
Soit  alors 

M,  =  (a,  —  Oi)^  -\-  {a,  —  flj)-  -(-...  4-  {ii„  —  a,)2, 

U,  =  (&i  ^  62)^  4-  (*:■  -  63)^  -h  . . .  +  {&«  -  b^Y, 

II,  =  (C|  —  c2?-f-  (<-î  —  p,i)-  -f-  . . .  -t-  {c„  —  c,y-, 

montrer  que  la  série 

«■-(-«2  -(-...  -h^^n-h  .  .  . 

4 
est  convergente  et  a  poiirsomme     — S(a,  —  a,)^.  Weill. 

n 

1185.  — Étant  données  une  quadrique  S  et  denx  droites  D,,  D^  quelconques,  on  considère  les  deux  droites 
0,  S'  s'appuyant  sur  D,,  D2  et  sur  leurs  conjuguées  i,,  A2  par  rapport  à  S. 

t°  Trouver  le  lieu  des  droites  0,  5'  lorsque,  D,  étant  fixe,  D2  reste  dans  un  plan  P  et  tourne  autour  d'nn 
point  fixe  n  de  ce  plan.  Ce  lieu  est  une  surface  S  dont  on  indiquera  les  droites  remarquables  et  les  .systèmes  de 
droites  s'appuyantsur  Dj,  Ai-  Pour  quelles  positions  du  point  r.  dans  le  pian  P  la  surface  S  se  décompose-t-elle? 

2"  On  suppose  les  droites  D,,  l>2  choisies  de  telle  sorte  que  les  quatre  droites  D,,  Do,  ip  Ao  soient  sur  une 
même  quadrique  Q.  Dans  ces  conditions,  le  lieu  des  conjuguées  A,  par  rapport  aux  quadriques  Q,  d'une  droite 
donnée  D  est  une  quadrique.  Comment  doit  être  située  la  droite  D  pour  que  cette  quadrique  se  confonde  avec 
la  surface  S  ? 

,.2  „-2 

1186.  —  Etant  donnés  dans  le  plan  des   xy   l'ellipse    (E)  ^  -+-  ~ 1  =  0    et  dans  le  plan  variable 

;  =  mx    le  cercle  (G)  décrit  sur  l'axe  de  l'ellipse  comme  diamètre  : 

1°  Discuter  la  nature  de  la  quadrique  de  révolution  (S)  qui  passe  par  les  coniques  (G)  et  (E). 
2»  Trouver  les  lieux  des  foyers  et  des  sommets  des  méridiennes  du  plan  des  zx  des  quadriques  (S). 
3°  Trouver  le  lieu  des  génératrices  des  surfaces  (S)  qui  passent  par  un  point  donné  de  l'ellipse  (E). 
4"  En  supposant  que  b  varie  en  même  temps  que  m  et   que  la  quadrique  (S)  soit  un  cylindre,  trouver 
l'enveloppe  des  génératrices  de  ce  cylindre  contenues  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  plan  des  ;a:. 

Th.  Leconte. 
♦ 
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Géométrie  analytique  et  Cinématique. 

.._,         .    ^         ,  ,       ,    .  sin^9-l-cos6  I,  •  •    I 

1134.  —  1°  niant  donnée  la  relation     0  :=  .     on  pronose  a  examiner  comment  varie  la 

2  sine  '^    ' 

fonction  p  quand  la  variable  0  cr-oit  de  Q  à  2-it. 

2°  Considérant  la  ligne  S  représentée  en  coordonnées  polaires  par  Péjjuùiion  proposée,  déterminer  la 
position  de  la  tanfjenlr  en  vn  point  arlnlraire.  En  particulier,  construire  les  tangentes  aux  points  situés  sur 
la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  à  l'axe  polaire. 
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3°  Cunsiruire  les  asymptotes  de  la  ligne  S,  ainsi  que  les  tangentes  parallèles  à  ces  droites  el  tracer  la 
ligne  S. 

4°  Un  point  parcourt  la  ligne  S  de  sorte  que  le  rayon  vecteur  tourne  uniformément  autour  du  pôle 

avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  l'unité;  on  prend  comme  origine  du  temps  l'instant  oii  l'angle  0  égale  —  - 

Vu  second  mobile,  occupant  la  position  M     (  p  =  v^â,     0  ^  • —  là    l'instant —  parcourt,  dans  le  plan 

de  S,  une  ligne  S'  d'un  mouvement  tel  que   S    soit  son  hodographe.    Représenter  les  vecteurs  vitesse  et 
accélération  dans  ce  mouvement  au  temps — • 

1.  On  constate  que  si  on  remplace  0  par  9-i-27r,  p  reprend  la  même  valeur;  on  aura  donc  la 
courbe  tout  entière  en  faisant  varier  6  dans  un  intervalle  d'amplitude  2-,  soit  de  0  à  2t:  (comme 
l'indique  l'énoncé),  soit  de  — r  à  h-tc.  D'autre  part,  si  on  remplace  0  par  — 0,  p  se  change  en  — p: 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  menée  par  le  pôle  [Oy)-  H 
suffira  de  faire  varier  0  do  0  à  it  ;  on  obtiendra  ainsi  une  première  branche  de  courbe.  Aux  valeurs 
de  0  comprises  entre  0  et  — -k,  correspond  une  autre  branche  symétrique  de  la  précédente  par  rapport 
à  Oi/.  L'ensemble  de  ces  deux  branches  donnera  la  courbe  demandée. 

Pour  suivre  les  variations  de  p,  lorsque  0  varie  de  0  à  -,  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  0.  On  a 

1 

f  =   2-(s>nf^-t-cotgO), 


2  \  sm^  6  y         2 


1      cos  6  sin-  1 —  I 


sin-0 

Ouel  que  soit  0,  le  produit   cosOsin^O   est  toujours  plus  petit  que  I;   la  dérivée  p'  est  constamment 

négative;  0  variant  de  0   à  tt,  p  décroît  de  +  oo  à  —  x   et  par  suite  s'annule  une  fois  dans  l'intervalle. 

La  valeur  correspondante  de  ')  est  donnée  par  l'équation 

sin'O  +  cosO  =  0, 
ou  eu  remplaçant  sia-0  par    i  —  cos'-O, 

cos'  0  —  cos  0  —  1  =0. 
L'équation    x^  —  x  — 1  =  0    a  ses  deux  racines  réelles,   l'une  comprise  entre  — 1  et  0,   l'autre 
plus  grande  que  1.  La  première  racine  seule  peut  convenir  puisqu'il  s'agit  d'un  cosinus  ;  soit  0,,  la  valeur 
de  0  pour  laquelle  p  s'annule  ;  on  aura 

1  ./~l        7       l-v/5  v/5-1 

cos  0„  = V h  1  =  = 

2  4  2  2 

Pour    0  =  9„    la  courbe  viendra  passer  par  le  pôle  et  sera  tangente  au  rayon  vecteur  (voir  sur  la  figure 
la  construction  de  la  tangente). 

Notons  en  passant  le  point  de  rencontre  A  avec  Oy  ;  pour    0  =  —,    on  trouve     p  =  — -■ 

2.  Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point,  calculons 

P  sin-0 -H  cos 9  2sin^0  sin  9(sin^0  +  cos  0) 


"  p'  2sinO  cos9sin^9— 1  cos0sin^9  — 1 

Pour    9  =  — ,    tgV  =  — 1  ;     la  tangente,  dirigée  dans  le  sens  des  angles  9  croissants,  fait  un  angle 

égal  à avec  la  direction  positive  du  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  avec  Oy. 

3.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  asymptotes  aux  deux  branches  infinies  de  la  courbe,  obtenues 
l'une  en  faisant  tendre  0  vers  0  par  valeurs  supérieures,  l'autre  en  faisant  tendre  9  vers  ■k  par  valeurs 
inférieures. 
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1°     0  =r  0.     La  distance  de  l'asymptote  au  pôle  comptée  sur  la  direction     6  = -f- —    est   donnée 

par  la  formule 

h  —  lim  [p  sin  0]. 


Or  on  a 


p  sin  8  =  • — fsin-0  --cos6); 


1 


d'où     /(  =  — ■     r/asymptote  est  la  parallèle  à  l'axe  polaire   menée  par  le  point  A.    Pour  étudier   la 
disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote,  éludions  le  signe  de  la  différence 


S  =  psinO  — A  =  —.(sin-O  +  cosO)  • — —  =  — cos  0(1  — cos  6). 
Cette  différence  a  le  signe  de  cosO;  donc  pour     0  <  0  <  -^,    S  est  positif,  la  courbe  est  au-dessus  de 

l'asymptote,    et  pour    -5-  <  ''  <  ~i 

S  est  négatif,  la  courbe  est  au-des- 
sous. On  obtiendra  les  points  oîi 
la  tangente  est  parallèle  à  l'asymp- 
tote en  cherchant  le  maximum  ou 
le  minimum  de  0  qui  représente  la 
distance  du  point  qui  décrit  la 
courbe  à  l'asymptote .  Le  maximum 

a  lieu  pour  cos  8  =  — -,  c  est-a- 
dire  pour    6  =  —  ;    pour  cette  va- 

o 

leur,  on  ao  =  ^    (autrement  dit 
1 


y  =  -^ 


2°      6  =:  -n.      La    distance    de 
l'asymptote  au  pôle  comptée  sur  la 

direction    0  -  -^-    est  donnée  par 


h  =  lim  ipsin(f)  — t)1  =  psin(0  — -)  =  —  psinO  = 


1 


(sin-O-t-cosO)  ;        d'où  encore 


la  formule 

{ 

h  =  -— ■     L'asymptote  est  la  parallèle  à  l'axe  polaire  menée  par  le  point  A'.  Etudions  le  signe  de   la 

différence 


I  1 

.  sin  (0  —  -)  —  A  =  • r  (sin^  6  -1-  cos  0) 


\ 


sin'-  0  -t-cosS  -hI). 


2  '  '       t  i 

ô  est  constamment  négatif:  par  suite  la  courbe  est  tout  entière  du  même  côté  que  le  pôle  par  rapport 
à  cette  seconde  asymptote. 

La  courbe  complète  Sala  disposition  ci-dessus. 

4.  Soit  p  un  point  mobile  sur  cette  courbe.  Si  on  suppose  que  le  rayon  vecteur  0|ji  tourne  unifor- 


mément autour  du  pôle  avec  une  vitesse  angulaire     w  =  i,     0  ayant  la  valeur  —  à  l'origine  du  temps, 
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on  aura 


i\  —  t 


— 1     on  a    '>  —  ^ 77  =  -7-'    la  position  du  point  n  sur  la  courbe  S  n'est  autre 

U  ^  O  O 


A  l'instant    /  =  — 

que  la  position  du  point  déterminé  plus  haut  par  la  coiulilioa   que   la   tangente  y  soit  parallèle  aux 


asymptotes     /  0 


La  vitesse  du  point  [jl  sur  sa  trajectoire  est  un  vecteur 
(dirig-é  suivant  la  tangente)  et  dont  les  projections  sur 
le  rayon  vecteur  0^  et  sur  la  direction  perpendicu- 
laire sont  respectivement  [pour    "  =  -7- 


1    cosOsin^O  — I 


et 


?(l'  =  p  = 


2  sin*  0 

1    sin'0-i-cosO 


sin6 
La  longueur  de  ce  vecteur  est    [xy 


12 
_    S 

^   6" 


Considérons  maintenant  la  courbe  S  comme 
l'hodograplie  du  mouvement  d'un  point  M  sur  une 
trajectoire  S'.  Les  vecteurs  0|x  et  ^ly  font  connaître 
le  vecteur  vitesse  elle  vecteur  accélération  du  point  M 

à  1  instant  /  =  —  — ••  Construisons  la  position  cor- 
respondante du  point  M  (p=^i>,  H  =  ~\.  Le  vecteur  MV  équipollent  à  0(ji  représente  la  vitesse 
et  le  vecteur  MJ  équipollent  à  {xy  représente  l'accélération. 

Remaroi^e.  —  Désignons  par  X,  V  les  coordonnées  du  point  M  et  par  x,  xj  celles  du  point  [i.  On  a 

a;  =  X;,  y  —  Y;. 

D'autre  part, 

sin2  0  -1-  cos  0  cos2  <    -  sin  < 


X  —  'i  cos  0  = 


1/  =  psmH  = 


t  sin  0 
sin^  0  -4-  cos  0 


cosO  = 


2  cos  l 


sm  l 


cos^  i  —  sin< 


en  tenant  compte  de  ce  que    0  =  r 


On  en  déduit 


x;  = 


sin- 1 
2cos« 
1 


-sinicos^, 


y;  =  -—cos- 1  - 

5 


1 


-sin  ^ 


En  intégrant,  on  aura  les  expressions  de  X  et  Y  en  fonction  de  l 

I  .1  -I-  sin  <         1     .  1 

X  ^  — L- -^—-  ---sin<4--3-cos2<-HX„, 

4       1  — sm  <         2  8  " 

t         1  1 

Y  =  — +  — sin2/  — y  cos/-+-Y(,. 


F.   L. 
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Mécanique. 


1135.  —  1°  Démontrer  qu'un  systcnie  de  forces  guclconques  appliquées  à  un  corps  solide  est  équivalent 
à  une  force  unique  égale  à  leur  somme  géométrique,  appliquée  en  un  point  arbitraire  et  à  un  couple  unique 
dont  l'axe  est  le  moment  résultant  par  rapport  à  ce  même  point. 

2°  On  suppose  un  cube  OABC  O'A'B'C,  dont  les  milieux  des  arêtes  OA  et  A'B'  sont  D  et  E. 

Ce  solide  étant  sollicité  par  trois  forces,  représentées  en  mégadynes  par  les  vecteurs  O'E,  CD,  C'B,  on 
réduit  ces  forces  à  une  force  F  passant  par  le  point  0,  et  à  un  couple  dont  l'axe  passe  par  ce  point  0. 
Calculer  rinlcnsité  de  F  et  le  moment  du  couple. 

3"  Le  cube  étant  figuré  par  un  croquis  en  perspective,  tracer  la  force  F  et  l'axe  du  couple. 

i.  Question  de  cours. 

2.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  arêtes  du  cube  issues  du  sommet  0.  La  longueur  de 
l'arête  étant  prise  pour  unité  de  longueur,  nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


a; 

y 

: 

X 

Y 

Z 

L 

M 

N 

O'E 

U 

0 

1 

1 

1 
"2" 

0 

1 

2 

1 

0 

CD 

0 

1 

0 

1 

—  1 

0 

0 

0 

1 

2 

C'B 

0 

1 

1 

1 

0 

—  1 

—  1 

1 

—  1 

On  en  déduit  pour  les  composantes  de  la  résultante  générale  F 

0'  «L 


îl 


y' 

-■-.^    y\ 

y^ 

Rf 

^^ 

\ 

\ 

ol ., 

.■••■  >-^ 

.?.....] 

^^=^-l+'  =  T 


1 


I 

I. 

I 

I 


/ 

B' 

0 

TT- 

-•-:.•;•. 

P,^ 


/ 


/ 


/ 


Y  =  --1-H0  =  --, 

Z  =  O-hO-1  =  -1, 

0 

(a^  ■      0,         25         1        .         30 
d'où    F2=— -4-— -h1=-— 
\                        4          4                  4 

v/3Ô\ 
et    F  = 1 1  et  pour  les  pro- 

—^ 

jections  de  l'axe  du  couple 

F 

L=-i+o-i=-|,          : 

/■ 


/ 


i    ./ 


M  =  1  -h  0  -^  1  =  2, 
N  =  0-—  -I  =  - 


3 


/  9  9         34  „         v/34  \ 

(d'où     G==_-^4-+--  =  —    et    G  =  -^). 


3.  La  ligure  (1)  représente  le  cube  avec  les  forces  données  (en  trait  mixte)  ;  la  ligure  (2)  représente 
à  la  même  échelle  le  cube  après  la  réduction  à  une  force  unique  OF  et  à  un  couple  OG. 
Le   vecteur  OF  est  la  somme  géométrique  des  vecteurs 


OP  = 


5 


PQ  =  --i, 

2 


QF  =  —  1. 
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L'axe  du  couple,  OG,  est  la  somme  géométrique  des  vecteurs 

OH  =  -  —,  HK  =  2,  KG  =  —  — . 

Solution  exacte  de  M.  Laurence,  lycée  de  Bordeaux.  P.  L. 

♦ 
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•  1151.  -  On  donne  un  Iriangle  AjAoAa  et  l'on  désigne  par  H,,  IL,  llj  les  pieds  des  hauteurs  issues  de 
points  Al,  Ao,  A3  ;  on  drcrit  sur  \,U,  comme  diamètre  un  cercle  (G,)  et  on  considère  le  cercle  (r,)  ayant 
pour  centre  le  point  A,  et  passartt  aux  points  de  i-enconlrc  du  cercle  (€,)  avec  la  parallèle  au  côté  AjAs 
menée  par  l'orthocentre  II  du  triangle;  on  considère  de  même  les  deux  cercles  analogues  (rj)  et  (r^)  relatifs 
aux  deux  autres  sommets  A»  et  A3.  Montrer  que  ces  cercles  sont  deux  à  deux  orthogonaux  et  se  coupent 
deux  à  deux  sur  les  hauteurs  du  triangle  A1A.JA3. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  cùlé  AjA,  et  pour  axe  des  y  la  hauteur  abaissée  du  point  A3  ;  désignons 

par  a,  a'  les  abscisses  des  points  A,,  As  et  par  ô  l'ordonnée  du  point  A^.  La  droite  A, A3  aura  pour 

X        y 

équation  1-  -^ 1  =0 

a        b 

X        y 

et  la  droite  AjA,,  1--4 1  =0. 

a'        0 

La  hauteur  abaissée  du  point  A2  a  donc  pour  équation  y  =  —{x  —  a'), 

et  les  coordonnées  du  point  H  sont  0, —  ;     celles  du  point  H.  sont 

0 

aiaa'  +  b-)  b(a^  —  aa') 

X  =    — -,  V   z=i    — . 

a^  -H  6-  ^  a'  -h  b'- 

Le  cercle  décrit  sur  AjH,  comme  diamètre  a  donc  pour  équation 

.  ,^  /  aa'  -{-b^  \  (         ,  a^  —  aa'  \ 

d'autre  part,  la  parallèle  à  A, A3  menée  par  le  point  H  a  pour  équation 

au' 

0,  ou  bH-  -h  aby  ■+■  a'a'  =  0. 


X         •'         b 


a 


Le  cercle  r.,,  qui  fait  partie  du  faisceau  linéaire  délini  par  ce  cercle  et  cette  droite,  a  dès  lors  pour 
équation 

,  ,,  /  aa'  -h  6-  \  /         ,  a^  —aa'  \ 

{a:-a)l^x-a—^-^--^j-i-y^j-b^^^—-^J^A{b'x-\-aby^a'a')  =0, 

et,  en  exprimant  que  le  centre  est  au  point  Aj,  on  a  de  suite     >.  =  — et,  en  définitive,  l'équation 

a-  -hb'' 
X-  -\-  y-  —  2a'j;  -+-  aa'  =  0. 

Le  cercle  l'i  se  déduit  de  celui-ci  par  l'échange  de  a  et  de  a'  et  a  pour  équation 

x^-hy^  —  lax  +  ad  =  0. 

Il  est  visible  que  ces  deux  cercles  sont  orthogonaux  et  ont  pour  axe  radical  l'axe  des  y,  c'est-à-dire 

la  hauteur  abaissée  du  point  A3  sur  le  côté  AiA».  Tout  découle  immédiatement  de  ce  résultat. 

Nous  .lYons  reçu  de  M.  Victor  Jonas,  à  Amiens,  une   solution  très   détaillée  pour  les  coordonnées  barycentriques,  mais 
qui  n'est  pas  à  la  portée  des  lecteurs  de  la  deuxième  partie. 
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Solution  géométrique.  —  Sdit  B  un  des  deux  points  de  rencontre  du  cercle  (Ci)  et  de  la  parallèle  à 

A2A3  menée  par  H.  Dans  le  triangle  rectangle  AiBHi,  dont  HB  est 
une  hauteur,  on  a 

,\Tb-  =  A, H. A, H). 
Or,  dans  le  quadrilatère  inscriptible  AoHiHH^  on  a 

A, H. A, H,  =  A, H:.. A, A,. 
A,B  est  le  rayon  R,  du  cercle  (r,).    En  appelant  de  même  Rj  le 
rayon  du  cercle  (Fa),  on  a 

Rf  =  A,Hn.A,Ao, 
R|  =  A2H.VA2A,. 
Si  on  décrit  le  cercle  de  diamètre  A, A3,  on  a,  E3  étant  le  point  de 
rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  hauteur  AsH;,, 
XËa-  =  AiHa.A.A., 
AaEj'''  =  A2H3.A2A,, 
OU  A.E,  =  R„  A2E3  =  R2. 

E3  est  donc  un  des  points  d'intersection  des  cercles  (r,)  et  (l'i)  ; 
ce  point  est  bien  situé  sur  la  hauteur  A3H3.  Il  en  est  de  même  de 
leur  second  point  d'intersection,  symétrique  de  E3  par  rapport  k 
AiA2.  L'angle  des  rayons  AiE3,A2E3  étant  droit,  les  deux  cercles  sont 
bien  orthogonaux. 

VASMER. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.-G.  Nicolesco,  à  Bucarest  ;  R.  Ma.nen,  à  Toulouse  ;  J.-D.  Ultait,  n  loitjpis;  T.  Lemoïne,  à 
Troyes;  E.  Salvet  ;  J.  Haag,  à  Pont  h-Mousson  ;  Treillou  ;  Monfreis,  h  Toulouse  ;  Blaachet,  lycée  d'Aurilliic  ;  Kaddôor  ben 
Tahar  ;  Laurence,  n  Bordeaux;  F.  Pégorier,  à  Carcassonne. 

Assez  bonnes  solutions:  MM.  L.  Sade,  à  Marseille;  J.-B.  Martin  ;  H.  Janois,  à  Cbàlons-sur-Maine. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1187.  —  Une  fonction  y  de  la  variable  x  a  pour  dérivée 

,  _    2a;  —  1 

et  se  réduit  à  0  pour    x  =  0.    Déterminer  cette  fonction  et  étudier  ses  variations  quand   a;   reçoit  toutes  les 
valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  y  est  définie.  —  Courbe  tignrative. 

1188.  —  Une  fonction  y  de  la  variable  x  est  définie  par  l'équation  : 

e^  —  e'J[a:  —  y)"-  =  0. 

Calculer  sa  dérivée  y'  et  expliquer  le  résultat  obtenu. 

1189.  —  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

a  :=  x!i, 

a  désignant  une  constante  positive  (qu'on  supposera  plus  grande  que  \,  pour  fixer  les  idées).  Déterminer  le 
point  d'inflexion  et  la  tangente  en  ce  point. 

1190.  —  On  donne  une  droite  A  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC.  Un  point  M  est  mobile  sur  la  droite  A. 
Etudier  comment  varie  la  somme 

Wk^  -t-  MB"  +  MC- 
des  carrés  des  distances  du  point  M  aux  trois  sommets  du   triangle.  Cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 


BAii-LE-buc.  —  IMI'.  comte-;aouuet. 


Le  liédacleur-Géraitl  :  H.  VUIBERT. 


13*  Année.  N"  6  Mars  1903. 

REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


NOÏli:   SUR    L'HOMOLOGIE 
p.ir  M.  Pierre  SICARD,  ancien  élève  (le  l'F.coIc  Polytechnique. 


Problème.  —  Trouver  ta  transformulion  la  plus  générale  qui  fasse  correspondre  à  un  point  m  au  plan 
un  autre  point  m,,  tel  que  les  tangentes  aux  points  m  et  m,,  aux  trajectoires  correspondantes  décrites  par 
ces  points  se  coupent  suivant  une  droite  fixe. 

Ce  problème  est  en  quelque  sorlc  le  problème  inverse  de  l'homologie. 
Prenons  la  droite  (ixe  pour  axe  des  y,  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  à  cette  droite. 
Soient  (x,j/)  les  coordonnées  de  m,  ($,»))  les  coordonnées  de  w,  ;   les  équations  des  tangentes  aux 
points  m  et  »/i,  aux  trajectoires  de  ces  points  sont 

v-.,=  |<x-y. 

En  exprimant  que  ces  tangentes  se  coupent  sur  Taxe  des  y,  nous  obtenons  la  condition 

dii  ,  dr, 

ou,  en  remplaçant  dr^    par    —^  dx-h--^  du  et  </;    par    —dx-i -dv. 

ax  ay    "^  '^        àx  di/    " 

^dx      —  d 

^         •'    rfx     -  ''         '   J'  d-  ■ 

-r-  ax  -(-  — -  dî/ 
ox  ày 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  dx  et  dy,  conduit  aux  trois  relations 

<"  §[  =  "■ 

(3,  ('-»'S  =  4- 

La  relation  (1)  montre  que  ?  est  fonction  de  a;  seule.  La  relation  (3),  qui  peut  aussi  s'écrire 

il  Ê^ 

Ox  dx 

est  immédiatement  intégrable  par  rapport  à  .r,  car  ses  deux  membres  sont  tous  les  deux  des  dérivées 
logarithmiques. 

En  intégrant,  nous  obtenons  :     LÇ  —  L(t|  —  y)  —  Lcp()/), 
9  étant  une  fonction  d'y,  que  nous  déterminerons  ultérieurement. 
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On  déduit  de  là 

(a)  »■,—?/  =  --(V)- 

En  tirant  de  cette  relation  -y-  par  l'équation 

ày  dij 

et  en  portant  dans  l'équation  (2),  nous  obtenons  la  condition 

âx  rf<p 


i'-  dy 

La  fonction  i  étant  fonction  de  a;  seule,  la  fonction  ç  de  y  seule,  cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  ses  deux  membres  sont  égaux  à  une  constante  —  t'„  : 

W  ^, =  —  c„, 

Ces  équations   (4)  et  (5),   sont  immédiatement  intégrables.  (Le  1"  membre  de  l'équation    (4)  est 

X 

visiblement  la  dérivée  de —  ■  )   Les  deux  intégrations  conduisent  aux  deux  relations  : 

X 

—  ^  C(|.r  -\-  c'i, 

?  =  '"s  — Coj/. 
La  relation  {a)  trouvée  précédemment  donne  o,  lorsqu'on  y  remplace  o  et  ?  par  leurs  valeurs. 
Dès  lors,  la  transformation  cherchée  est  la  suivante  : 

,  _        X  _  c.2X-hc,y 

CqX  —H  Cl  CqX  —\-  i"i 

Nous  allons  démontrer  que  cette  transformation  n'est  autre  que  la  transformation  homologique. 
A  cet  effet,  nous  allons  faire  voir  que  les  points  9?i(x,;/),  nii(;,Ti)  sont  constamment  en  ligne  droite  avec  un 
point  fixe  {(i,b),  et  qu'en  outre  le  rapport  anharmonique  des  3  points  {a,h),{x,y],  (;,tj),  et  du  point  t  où 
la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  rencontre  Oy,  est  fixe. 

1°  La  droite  mm,  passe  par  un  point  fixe,  —  Cherchons  à  déterminer  les  coordonnées  (a, 6)  d'un 
point,  tel  que  7?im,  passe  toujours  par  ce  point.  Ces  coordonnées  doivent  vérifier  quels  que  soient 
X  et  y,    l'équation  de  la  droite  mmi.  Nous  devons  donc  avoir 

a  —  X         b  —  y 


i-x 
en  remplaçant    i  et  -r,   par  leurs  valeurs, 

a  —  X 

■0  —  y 

b-y 

1  —  (c^x  -+-  c 
Nous  sommes  conduits  aux  trois  relations  : 

aCi  = 

)         C2  —  CoV 

i(l-c,), 

fl-c,), 

I 


C.2    =    tiCn. 

Ces  trois  conditions  sont  visiblement  compatibles.  Elles  donnent  les  coordonnées  du  point  fixe. 

2°  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  {a,b),  {x,y),  (?,t,),  ;  est  fixe.  —  Si  nous  faisons  passer 
l'axe  des  x  par  le  point  fixe,  les  formules  de  transformations  se  simplifient,  car    Cs  =  0. 

Elles  s'écrivent  Ç  = ,  r,  =  — ^-^ —  . 

CoX  -t-  c,  c^x  -+■  c, 


I 
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Lp  rapport  anharmoiiiqiie  des  i  points    [a,h),  {x,y),  t,  {i/r,)    est  ôiial  à 

;— X ' 


c'est  à-dire,  en  remplaçant   ;  et  «  par  leurs  valeurs 

X  1  C'i 


C„X  +  Cl  '^o         ,  , 

— — (Cox  +  Ci)  ou,  après  simplification,  c, 

X 


Le  rapport  anharmonique  est  donc  constant. 

La  transformation  la  plus  générale  qui   réponde  à  la  question,  est  donc  la  transformation  homo- 

logique. 

♦ 

ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  (Concours  de  1902). 

Mathématiques. 

1122.  —  On  considère  la  courbe  (C)  décrite,  lorsque  »  varie,  par  le  point  M,  dont  les   coordonnées 

rectangulaires  sont 

cos  4a  sin  'i 

cos- a  cos"  a 

on  montrera  que  x,  y  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  <  =  tga;  on  formera  l'équation  en 
coordonnées  polaires  de  la  courbe  (C)  et  on  construira  cette  courbe. 

Soit  A  le  point  double  réel  de  la  courbe  (C)  ;  le  lieu  du  poi7it  d'intersection  P  de  la  droite  AM  et  de 
la  droite  dont  l'équation  est     y  =  a;tga,     lorsque  a  varie,  est  un  cercle  (K). 

A  chaque  point  M  de  la  courbe  (C)  correspond  par  la  construction  précédente  un  point  P  du  ceixle  (K)  ; 
la  droite  OM,  qui  joint  l'origine  des  coordonnées  0  au  point  M,  rencontre  la  courbe  (C)  en  trois  points 
Ml,  Ms,  Mg,  autres  que  le  point  M;  soient  P,,  Pj,  Pj  les  points  du  cercle  (K)  qui  correspondent  respective- 
ment aux  points  M,,  Mo,  M3  comme  le  point  P  correspond  au  point  M. 

On  montrera  que  les  coordonnées  des  points  Mi,  Mj,  M,  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  tg  a, 
et  que  les  points  P,  Pi,  P.,,  P3  sont  les  sommets  d'un  carré,  dont  la  grandeur  est  indépendante  de  a. 

Quels  sont  les  lieux  décrits,  lorsque  a  varie,  par  les  points  d'intersection  de  OM  avec  les  diagonales  du 
carré,  de  la  droite  dont  l'équation  est     y  =  x  Ig  ol     avec  les  côtés  du  carré  ? 

Soit  Ml  celui  des  points  M,,  M,,,  M3  qui  est  du  même  côté  que  le  point  M  par  rapport  au  point  0  ;  quels 
sont,  lorsque  a  varie,  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  point  0  par  rapport  aux  points  M,  Mi  et  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  OM  du  point  d'intersection  des  tangentes  en  M,  Mi  à  la 
courbe  (C)  ? 

De  la  formule  de  Moivre  cos  4ï  -+-  i  sin  4a  =  (cos  a  +  i  sin  a)* 

on  déduit  cos  4a  =  cos*  a  —  6  cos"^  a  sin-  a  -1-  sin*  a,  sin  4a  =  4  cos^  a  sin  a  —  4  cos  a  sin^  a, 

et  par  suite  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M  sont  données  par  les  formules 

cos*  a  —  6  cos-  a  sin^  a  -+-  sin*  a  4  cos^  a  sin  a  —  4  cos  a  sin^a 

X  = ,  y  =    , 

COS^a  ^  COS^a 

1  t 

et  en  y  remplaçant  cos  a  par    zh —  1     sin  a  par    ±  .     les  signes  se  correspondant , 

1  —  6/^4-/*  ftt—'-tl' 


y 


i  +  f^  •^       1  +  ^2 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  (C)  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré. 

COS  4ot 
Pour  avoir  son  équation  en    coordonnées  polaires,  remplaçons  dans  les  formules    x—  —: 
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sinia  .....  ,  , 

y  = ^— 1     a- par  p  cos  (u,  y  par  p  sin  (o  et  éliminons  2  entre  les  relations  obtenues. 

•^         cos-  a  ^       '  '  J   1       r 

Nous  avons 

,,  cos  4ï  .  sin  4a 

(1)  p  cos  M  =  ,  0  sin  <o  = ;—  • 

COS^a  '  cos- a 

En  les  divisant  membre  à  membre,  nous  en  déduisons  tg4ï  =  tg'o,  ou  4»  =  10  + A-,  A-  dési- 
gnant un  nombre  entier  quelconque,  et  en  remplaçant  a  par  cette  valeur  dans  l'une  quelconque  des 
équations  (1),  nous  obtenons 

_        i-i)' 

(2)  ^ 


cos-  ■ 


kr. 


Si  l'on  donne  à  A  deux  valeurs  entières  consécutives  quelconques,    X   et    ).-t-l,     on  obtient  les 
deux  équations  ( —  !)'•  —  ( —  !)'■ 


P  = 


cos' 


■  Xtt 


COS'' 


■  jr-H^Tt' 


or  la  seconde  équation  se  déduit  de  la  première  en  changeant  p  en  —  p  et  w  en  w  +  t:.  On  en  con- 
clut que  ces  deux  équations  représentent  la  même  courbe.  Et  par  conséquent  la  courbe  (C)  sera  repré- 
sentée en  coordonnées  polaires  par  l'équation  (2)  où  l'on  donnera  à  k  une  valeur  entière  absolument 
arbitraire.  Donnons  à  A  la  valeur  0,  nous  aurons  1 


COS'' 


Construisons  la  courbe  définie  par  cette  équation.  En  changeant  w  en    (0  +  4-,     0  ne  change  pas; 
donc  il  suffit  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  est  égale  k  4-.   Mais  en  changeant   10 
,    p  ne  change  pas  non  plus,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire.  Nous 


en 


ferons  varier  <-•'  de  0  à  2r,  nous  construirons  la  portion  de  courbe  correspondante,  et  nous  prendrons 

la  symétrique  de  cette  portion  par  rapport  k  l'axe  polaire. 

Quand    w    croit  do  0   k  zr.,   —  croît  de  0  k  — »  cos  -7- 

4  2  4 


décroît  de  1  à  0,  il  en  est  de  même  de  cos^ 


et  par  suite 


p  croît  de  1  k  -1-  ».  En  particulier 

1 


pour 


=  2(2-/2); 


COS'' 


pour 

W    —  T., 

pour 

3r 

cos' 


-^  =2(2-t-»/2). 


8 


Pour  avoir  la  tangente  en  un  point,  calculons  la  dérivée  de 


p  par  rapport  à  to  ;  nous  avons  p'  = 
et  par  suite 


sin  -— 
4 


2cos^  — 
4 


tgV 


'gx 


Il  en  résulte  qu'au  point    B(oj  =  0,     p  =  1)     la  tangente 
est   perpendiculaire  à  Ox.   Pour     <o  =  ir,      tgV  =  2;     par  conséquent  au    point   double     A(w  =  r. 
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p  =  2),     les  tangentes  passent  par  les  points  T  et  T'  situés  sur  0?/  à  une  dislance  du  point  G  égale  à  4. 
Enfin,  il  est  facile  de  voir  que  les  branches  infinies  sont  paraboliques.  Cherchons  en  effet  la  limite 
de    psin(w  — 2it)     pour    to='ir..     Nous  avons 

si  n  (tu— 2-)  . 


?  sin  ((u  —  2it) 


cos" 


posons    (0  =  2Tt+  0,     0  tendant  vers  zéro;  le  second  membre  devient  égal  à  ;    il  a  même  limite 

sin-  — 
4 
0 
que    ■  .     et  on  voil  que  cette  quantité  est  infinie  pour     0  =  0, 


& 


Prenons  les  coordonnées  du  point  M  sous  la  forme 

l—HP-hf-  4/— 4«' 


i  -hl'      '            ^  " 

\-^t' 

L'équation  de  la  droite  AM  est  alors 

y                          At-kP 

4^(1— <■-) 

a? +  2         1  _  6r^ +«'-+- 2(1 -H /n 

a-C-)(A-i:^) 

y       _      4/ 

ou  _ 

x-^2        3  — <■•! 

Pour  avoir  le  lieu  du  point   F,    il  faut  éliminer  /  entre  cette  équation  et     y  =  tx,    ce  qui  donne 
immédiatement 

(K)  x--ht/^8x  =  0; 

c'est  l'équation  du  cercle  (K). 

Dans  l'élimination  s'introduit  la  solution  singulière     j/  =  0,     qui  représente  l'axe  des  .r  et  qui 
correspond  à  la  valeur    t  =  0    pour  laquelle  des  droites  AM  et    y  =  tx    sont  confondues  suivant  Ox. 

On  a  facilement  les  coordonnées  du  point  P  en  prenant  l'intersection  du  cercle  (K)  et  de  la  droite 
y  =  tx,    nous  trouvons  ainsi 

8  —  8< 

ce  qu  on  peut  écrire  .r  -1-  4  = ^  .  y 


ou,  en  remplaçant  <  par  tg  a,  x-t-4  =  — 4cos2a,  y= — 4sin2a. 

Soit  aj  la  valeur  de  a  relative  au  point  M;  la  droite  OM  a  pour  équation  —  =  tg4a„;  elle  ren- 
contre la  courbe  (C)  eu  quatre  points  dont  les  a  sont  définis  par  l'équation  tg4ï  =  tg4ao,  ou 
4a  =  4ao-l-  kit,    en  donnant  à  k  quatre  valeurs  entières  consécutives  quelconques,  par  exemple  0, 1,  2 

7t  77  3^ 

et  3.  Onobtientainsi  les  valeurs  ao,   aoH >     ''o -•- ";j''     "0  ^ relatives   aux  points  M,  Mi,  Mj.  M,. 

Les  points  correspondants  P,  P,,  P,,  P3  ont  alors  pour  coordonnées 

X 


î  X  -H  4  =  —  4  cos  2a„, 

P  i  P 

'  y  =  —  4  sin2oto,  ' 


P, 


4  =  — 4  cos  f  2x0 -f-  -^ 
y  P=  -4sin(^2a„^-^ 

/  /  37t  \ 

,         ,r.  .  la; -H  4=  — 4  cos    2(x. -+- — —  K 

T-4-4  =  —  4cos{2<ï„-H-),  \  \     "        2  / 

P    S 

y=  -4sin(2ao+7î),  M  ,   ■   /,.         37t\ 
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On  reconnaît  immédiatement  que  ces  quatre  points  sont  les  sommets  d'un  carré  inscrit  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  4  et  dont  le  centre  I  a  pour  coordonnées  — 4  et  0.  C'est  précisément 
le  cercle  (K).  Comme  ce  cercle  est  fixe,  la  grandeur  du  carré  est  indépendante  de  aj. 

D'autre  part  les  coordonnées  du  point  M^  sont 

COS  (4ao  -h  k-r)  sin  (4ao  4-  kiz)  . 


ces- 


COS' 


kii 

T 


knV  '■'  = 

ces  valeurs  sont  visiblement  des  fonctions  rationnelles  de   tgio. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  remplacerons  dans  ce  qui  va  suivre  a»  par  a,  qui  sera  la  variable 
indépendante. 

La  diagonale  PPî  a  pour  coefficient  angulaire  tgS»,  son  équation  est 


■  =  te-9 


tg2a.     D'autre  part, 


la  droite  OM  a  pour  équation 


y 


=  tg4a.     Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  s'obtient 


en  éliminant  «  entre  ces  deux  équations.  Or  on  a 


tK4a 


2tg2a 


Nous  remplacerons  dans  celte  relation  tg4a  par 


1  — tg^2a 
V 


et  tg2ï  par , 


y 


nous  aurons  l'équation 


du  lieu.  Nous  trouvons  ainsi 

X-  -+■  y-  =  16, 

et  cette  équation  représente  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon  4. 

On  trouve  de  même  que  ce  cercle  est  aussi  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  seconde 

'/                    1 
diagonale  PiP^  dont  l'équation  est    — ■ — -  = -— • 

X  -4-  4  tg  2a 

Ces  résultats  peuvent  s'établir  géométriquement  d'une  manière  fort  simple.  Soient  en  efTet    N  et 

N'  les  points  de  rencontre  de  OM  avec  les  droites 
PP,  et  PiPj.  L'angle  NOj;  est  double  de  l'angle  NIO, 
par  conséquent  INO  =  OIN,  le  triangle  ION  est 
isocèle  et  ON  =01.  On  voit  de  même  que 
ON'  =  01,  et  par  suite  les  points  N  et  N'  sont  sur 
le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  qui  passe 
par  le  point  I. 

Cherchons  maintenant  les  lieux  des  points  de 
rencontre  des  côtés  du  carré  avec  la  droite  y  =  -t  tga. 
Cette  droite  passe  par  le  point  P,  par  conséquent 
ce  point  est  le  point  de  rencontre  de  la  droite  avec 
les  côtés  PP,  et  PP3;  comme  le  point  P  décrit  le 
cercle  (K),  on  voit  que  ce  cercle  constitue  une  partie 
des  lieux  cherchés. 

Déterminons  l'équation  du  côté  P2P3;  nous  pourrions  nous  servir  pour  cela  des  coordonnées  des 
points  P,  et  P3,  qui  ont  été  calculées  plus  haut.  Mais  il  est  plus  simple  d'observer  que  si  l'on  abaisse  IH 


4 
perpendiculaire  sur  PjPj,  IH  est  égal  à    -r^    et  l'angle  x\ii  est  égal     2a 

de  P5P3  est 


Par  suite  l'équation 


[X 


4)  COS  (  2a  +  — 


ysm 


2a- 


-7^-^' 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 


13o 


ou 

ou  encore 


(a,'-(-4)(cos2»  — sin2a)-i-i/(sin2a  -i-cosSa)  -4  =  0, 
{y-i-x  4-4)cos2a-t-sin2a(i/  — x  — 4)  —  4  =  0. 


Eliminons  a  entre  cette  équation  et  l'équation     y  =  x  I^t^.     De  celle-ci    nous  tirons     Isa  =  — 

"  X 

x^  —  y*  .    „  2a?(/ 

et  C0s2a=^ V'  sm2a=-:: — i^, 


^  ~T~  y  ^  -+■  y 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  nous  obtenons 


ou 


(1/  -hx-^-  4)(x'-  —  y^)  ■+-  2.r;/{_i/  —  x  —  4j  —  i{x'-  +  y^)  =  0, 
(x  —y){x'  +  y')  —  »y{x  +  y)  =  0. 


Telle  est  l'équation  du  lieu.  Elle  re- 
présente une  cubique  circulaire  admettant 
à  l'origine  un  point  double  réol  dont  les 
tangentes  sont  y  =  0,  i' -■- y  —  0. 
L'asymptote  a  pour  équation 

y  —  x  —8; 
elle  rencontre  la  courbe  au  point  D  (xt=  0, 
y  =  —  8)    situé   sur    l'axe  des  y.    Cela 
nous  permet  de  placer  la  courbe  par  rap- 
port à  son  asyinplole. 

On  verrait  par  une  méthode  analogue 
([ue  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  côté 
l'iPj  etdela  droite  y  =  a;  tg  a  est  aussi 
une  cubique,  symétrique  de  la  précédente 
par  rapport  à  0,r. 

D'après  les  notations  précédentes, 
c'est  le  point  Ma,  correspondant  à  la  valeur 

a  H — ^  du  paramètre,  qui  est  par  rapport 

au  point  0  du  même  côté  que  le  point  M. 
Comme  l'équation  de  la  courbe  (C)  est 

p  =:  j    les  coordonnées  polaires 


cos- 


de  M  sont     (o  =  4a,     p 


et  celles  du  point  M.    w,  =  4a-i-  2tc,     p^  = 


cos- 


Soit  L   le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  M  et  Mo  ;  nous  avons 

2  1  1  11  ,     a  _      a  . 

ÔT  =  ŒW  -^ ôm:  =  7"^7r  = '""'^T-^^'"' T= '' 

par  suite     OL  =  2,     ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  L  est  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  2. 
D'autre  part  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe  (C)  a  pour  équation 


1 

—  =    COS'  ai  COS  (u 
P 


1 

4a)  —  —  sinacosasin  [m  —4a). 


Changeons-y    a  en     a 


1 


t-  — '    nous  obtenons  l'équation  de  la  tangente  au  point  M, 

1 

=:  sin-  a  COS  (w  —  4a)  -(-  —  sin  a  cos  a  sin  (w  —  4a). 
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En  ajoutant  ces  deux  équations,  nous  avons 


=  COS((i)  — 4a) 


équation  qui  représente  une  droite  passant  par  l'intersection  des  deux  tangentes.  Mais  cette  droite  est 
visiblement  perpendiculaire  à  la  droite  OM  (oj  =:  4a),  par  suite  les  coordonnées  du  point  du  lieu  con- 
sidéré sont  0  =  2,  o)  =  4a;  et  nous  voyons  ainsi  que  le  lieu  est  encore  le  cercle  de  centre  0  et  de 
rayon  2. 

On  peut  d'ailleurs  établir  géométriquement  que  les  deux  derniers  lieux  sont  les  mêmes.  Considérons 
en  effet  deux  sécantes  voisines  OMMj,  OM'M-2,  et  soient  L  et  L'  les  conjugués  harmoniques  de  0  par 

rapport  aux  points  M.Mj  et  M',M,;.  Les  droites  MM',  M.VIj  et  LL, 
passent  par  un  même  point  S.  Si  OM'  se  rapproche  indéfiniment  deOM, 
MS  et  MîS  ont  pour  limites  les  tangentes  en  M  et  Mj  à  la  courbe  (G), 
SL  a  pour  limite  la  tangente  en  L  au  lieu  du  point  L.  Or  ce  lieu  est 
un  cercle  de  centre  0,  donc  SL  a  pour  limite  une  perpendiculaire 
à  OM.  Par  suite  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  Met 
Ms  est  aussi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite 
OM  du  point  d'intersection  des  tangentes  en  M  et  M,  à  la  courbe 
(C). 

M.  LAURENCE,  lycée  de  Bordeaux. 

Solutions  par  :  MM.  ,1.  D.  Dufadt,  ri  N'ontron  ;  G.  Dulimbert,  à  Grenoble  ;  Joseph  Franceschini;  H.  Lefèvbe  ;  J.-B.  Martin, 
pensionnat  de  Valbenoite  à  Saint-Rtienne  ;  M.  Rebeix;  R.  Bouvaist  ;  F.  Pégoiueb,  à  Carcassonne. 
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1148.  —  Il  existe  Cjuatre  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  ù  deux  quelconques  de  ses  tangentes.  Les 
points  de  contact  de  ces  cercles  avec  l'ellipse  sont  sur  l'hyperbole  homofocale  à  cette  ellipse  qui  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  deux  tangentes. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  des  tangentes  A  et  A'  à  l'ellipse  (E)  ;  considérons  un  cercle  de  centre 
C,  touchant  l'ellipse  au  point  M  et  tangent  aux  droites  A  et  a'.  Prenons  des  axes  rectangulaires  quel- 
conques, désignons  par    E  =  0     l'équation  tangentielle  de  l'ellipse,  et  par 

(au  -t-  pu  -h  »))-  —  R^(w'-  -\-v')   =  0 

celle  du  cercle,  les  coordonnées  du  point  C  étant  «  et  p. 

Les  points  P  et  M  constituent  un  couple  d'ombilics  relatifs  à 
l'ellipse  et  au  cercle  ;  il  existe  donc  deux  nombres  X  et  [ji  tels  que 
l'on  ait 

).E  -+-  (au  -+^v-+-  wf  -  R% u'  +  V-)  =  [xPM, 
P  et  M  désignant  les  premiers  membres  des  équations  tangentielles 
des  points  P  e(  M.  De  cette  identité  on  déduit 

XE  -  R^(«2  +  v')  =  HiPM  —  (M  -t-  ^v  -+-  irf. 
Or  l'équation  XE  —  R'{u^  -irv^)  —  0  représente  une  conique  homo- 
focale à  l'ellipse  (E)  ;  l'équation  jjiPM  —  (a»,  h-^c  -i-  w)-  —  0,  re- 
présente une  conique  tangente  en  P  et  M  aux  droites  CP  et  CM.  On  en  conclut  qu'il  existe  une 
conique  homofocale  à  l'ellipse  (E)  et  touchant  les  droites  CP  et  CM  respectivement  aux  points  P  et 
M.  Cette  conique  est  une  hyperbole  puisqu'elle  coupe  l'ellipse  orthogonalement  au  point  M,  c'est  donc 
bien  l'hyperbole  homofocale  à  l'ellipse  qui  passe  par  le  point  P. 

Réciproquement,  soit  M  un  des  points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  et  de  l'ellipse,  je  dis  qu'il 
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existe  un  cercle  tangent  en  M  à  l'ellipse  et  touchant  les  droites  a  et  a'.  En  effet,  soit  C  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  en   M   et   V  à  l'hyperbole  ;  l'équation  de  celte  courbe  peut  s'écrire  sous  l'une  des 

formes 

E  -H  ),(u2  -t-  V-)  =  0,  ou  C=  -*-  X'MP  =  0. 

Nous  aurons  donc  l'identité 

E_HX(u'-+y2)=  fji(C2  +  )/MP),  ou  E  h- X(u2 -i- u»)  _  (iC^  =  i/VMP. 

Il  en  résulte  que  les  points  M  et  P  sont  des  ombilics  associés  du  faisceau  langentiel  défini  par 
l'ellipse  (E)  et  par  le  cercle  qui  a  pour  équation  tangentielle  l(u-  -i-  v^]  —  (xC^  =  0.  Comme  le  point  M 
est  sur  l'ellipse,  le  cercle  est  tangent  à  l'ellipse  au  point  M,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

P.  MONFRAIX,  lycée  de  Toulouse. 

Autre  solution.  —  Considérons  le  cône  de  révolution  engendré  par  les  droites  a  et  a'  tournant  autour 
de  huir  l)issetlric('  PC,  et  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  section  principale  l'ellipse  (E)  et  qui  est  inscrit  dans  le 
cône.  Toute  sphère  inscrite  dans  le  conc  coupe  l'ellipsoïde  suivant  deux  cercles  dont  les  plans  sont  perpendi- 
culaires aux  plans  de  rcllipse  (E),  et  réciproquement  par  tout  cercle  de  l'ellipsoïde  il  passe  une  sphère  inscrite 
dans  le  cône. 

Il  résulte  de  là  qu'il  existe  quatre  sphères  inscrites  dans  le  cône  et  tangentes  à  l'ellipsoïde,  les  points  de 
contact  étant  les  ombilics  réels  situés  sur  l'ellipse  (E).  Or  ces  ombilics  appartiennent  à  la  focale  hyperbolique 
de  l'ellipsoïde,  et  comme  cette  focale  passe  aussi  par  le  point  P,  le  théorème  est  démontré. 

T.  CHOLLET,  professeur  au  lycée  d'Orléans,  PARROD,  professeur  au  lycée  de  Vesoul. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Robert  Bouvaist  ;  Lemoyne,  h  Troyes  ;  Nicolesco,  à  Bucarest. 
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1191.  —  On  considère  la  droite  D  qui,  rapportée  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  a  pour  équa- 
tions   ;  =  0,    j-  =  a. 

1»  Equation  de  la  surface  S  engendrée  par  les  droites  A  qui  rencontrent  la  droite  D,  l'axe  des  i  et  font 
avec  ce  dernier  l'angle  constant  a. 

2°  Construire  les  sections  de  la  surface  S  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et  les  définir 
géométriquement. 

3°  Construire  le  contour  apparent  de  la  surface  S  sur  le  plan  des  yi. 

4°  Enveloppe  des  plans  directeurs,  menés  par  l'origine,  des  paraboloïdes  des  normales  de  la  surface  S,  le 

lieu  de  leurs  sommets  et  le  lieu  de  leurs  axes. 

Th.  Leconte. 

1192.  —  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe 

(C)  .  </  =  ■"' 


2—1   ' 

on  mène  les  tangentes  autres  que  celle  qui  touche  la  courbe  en   A   et  on  désigne  par   B    et   D   leurs  points  de 
contact.  La  droite  BD  rencontre  (C)  en  un  troisième  point  E.  Cela  posé,  on  demande,  lorsque  A  varie  : 

1°  De  trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment  BD,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  en  E; 

2°  De  démontrer  que  le  point  de  contact  de  BD  avec  son  enveloppe  est  le  conjugué  harmonique  du  point  E 
par  rapport  aux  points  B  et  D  ; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABD  et  de  construire  ce  lieu. 

J.-B.  Martin. 

1193.  —  Par  un  point   P   on  mène  deux  tangentes  à  une  ellipse,  elles  rencontrent  l'une  des  directrices  en 
A    et    B,    démontrer  que    PF    est  bissectrice  de  l'angle  AFB,    F  étant  le  foyer  correspondant  à  la  directrice 

considérée. 

Robert  Bouvaist. 
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1194.  —  Une  hyperbole  éqiiilatère  homofocale  à  une  ellipse  donnée  intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle 

droit  circonscrit  à  l'ellipse  deux  cordes  égales. 

Robert  Bouvaist. 

1195.—  Un  projectile  de  fer  étant  arrêté  net  par  une  plaque  de  blindage,  à  quelle  température,  au  maximum, 
peut-il  être  porté  par  le  choc,  si  on  lui  suppose  une  vitesse  initiale  de  700™  par  seconde  ?  Chaleur  spécifique 
du  fer  0,13. 


DEUXIEME   PARTIE 
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1152.  —   Le  lieu  des  foyers  des  coniques  normales   aux  deux  côlés  égaux   d'un  triangle  isocèle,   en 
chacun  des  sommets  adjacents  à  la  base  du  triangle,  est  un  cercle.  Le  lieu  des  sommets  est  u)ic  parabole. 

Les  coniques  normales  aux  deux  côtés  égaux  OA  et  OB  sont  tangentes  aux  droites  respectivement 
perpendiculaires  à  celles-ci  en  A  et  B.  Ces  deux  droites,  AC  et  BC,  se  coupent  sur  la  bissectrice  de 

l'angle  0  qui  est  un  axe  de  symétrie  de  la  ligure  ;  si  donc 
nous  prenons  pour  origine  le  point  C,  pour  axe  des  x  la 
droite  CO  et  pour  axe  des  )/  la  perpendiculaire  k  CO  en  C, 
l'équation  générale  des  coniques  indiquées  est 

//-  —  m-x-  -t-  /(x  —  rt)-  =  0, 
en  désignant  par    g  —  mx  =  0     l'équation  de  la  droite  AC 
et  par     r  —  a  =  0    celle  de  la  corde  des  contacts  AB.  Il  y 
a  un  premier  lieu  de  foyers  qui  coïncide  avec  la  droite  CO, 
ici  l'axe  des  x;  de  même,  un  lieu  de  sommets. 

Pour  avoir  les  autres  lieux,  il  faut  envisager  l'autre  axe 
qui  a  ici  pour  équation    f'r  =  0,     c'est-à-dire 

).{x  —  a.)  —  m\v  =  0. 
Le  lieu  des  sommets  s'obtient  immédiatement  en  éliminant 
X  entre  l'équation  de  la  conique  et  celle  de  l'axe.  On  trouve 
ainsi 

y^  —  mHx=  0, 
qui  représente  bien  une  parabole  comme  il  est  indiqué  dans  l'énoncé. 

Nons  aurons  le  lieu  des  foyers  en  cherchant  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  et  écrivant  que 
-  A^.     Le  procédé  le  plus  court  consiste  à  porter  les  axes  au  centre,  c'est-à- 
Xfl  .  .  ...  Xa-TO- 


1  X 

o[ 

!/ 

/ 

F 

S 

/ 

^/ 

\ 

-&- 

V/- 

^ 

A^ 

'B 

/-^C|^\ 

y 

l'ordonnée  est  égale  à    v^'B^ 


dire  à  changer  x  en    x 


nous  pouvons  donc  écrire 


X  —  m- 


ce  calcul  donne  (X  —  m-)a:^-l-^^ 


=  0: 


A^  = 


Xa2 


(X  —  m" 
Par  suite  l'ordonnée  du  foyer  est  fournie  par 

lahn"- 


yi   =   B'  —  A' 


B2  = 


X-, 


Xffl-^ 


m' 
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d'autre  part,  dans  l'ancien  système  d'axes,  l'abscisse  est  égale  à ^ —  ;    nous  aurons  donc  le  lieu 

en  éliminant  X  entre  l'équation  précédente  et  l'équation    x  = ;    ce  calcul  très  simple  nous 

donne  l'équation 

/  3:  —  a  \ 

•'  \  am-    I 

ou  X-  H-  J/-  —  axii  -V-  »)-)  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  cercle  passant  à  l'origine  et  ayant  son  centre  sur  Oi.  C'est  le  cercle  circons- 
crit au  quadrilatère  OACB. 

J.  HAAG,  à  Ponl-à-Mousson. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Boivaist  ;  J.-B.  Mabtin  ;  Kaddourbex-Tahah  ;  P.  Canët,  lycée  de  Nancy;  J.  Louis,  lycée  de 
Toulouse  ;  T.  Lemotne,  il  Troyes. 

Y.  CoLLiN,  à  Laval  ;  F.  PésoniEB,  à  Carcassonne  ;  M.  Laurence,  à  Bordeaux  ;  L.  Sade,  à  Marseille;  H.  Janois,  à  Chàlons-sur- 
Marne;  R.  Javelot,  h  Givet. 

Solution  géométrique.  —  Toutes  les  coniques  du  faisceau  ont  évidemment  pour  axe  de  symétrie  la 
droite  OC  ;  par  .suite  un  premier  lieu  de  sommets  et  aussi  de  foyers  est  la  droite  OC  ou  Ça.  Si  on  considère 
alors  une  droite  quelconque  u  i)erpendiculaire  à  OC,  c'est  le  second  axe  de  l'une  des  coniques  du  faisceau;  soit 
F  un  des  foyers  situés  sur  cet  axe,  la  droite  FC  est  liissectrice  de  l'angle  (FA,  FI?)  ;  donc  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  FAB  passe  au  point  C;  il  est  donc  tixe  et  le  lieu  de  F  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

Soient  maintenant  10  le  centre  de  cette  conique  et  S  un  sommet.  Nous  avons  wS' =  CiF  -f- 6-,  6-  étant 
le  carré  du  dcmiaxe  situé  sur  OC  ;  mais  C  élanl  le  pôle  de  AB,  nous  avons  aussi  b-  ~  mC.uD  ;  d'autre  part, 
dans  le  cercle  circonscrit  au  (|uadrilatère,     wF'  =  —  uO.wC. 

Donc  finalement,     ZS'  =  uC(Ou  +  ÛD)=  uC.OD.    Or,  '•!)  est  tixe,    uC    est  l'abscisse  du  point  S;  donc  le 

DO       ^,, 
lieu  de  S  est  une  parabole  ayant  pour  axe  CO,  pour  sommet  le  point  C,    et  pour  paramètre    p=  ^^  •    Elle 

passe  aux  points  A  et  U.  J.  HAAG. 

Bonnes  solutions  :  MM.  h.  Bouvaist  :  M.  Laubence  ;  Parrou,  à  Vesoul  :  J.-D.  Pcfadt,  à  Poitiers  ;  J.  Lobin;  P.  Canet  ;  Kad- 
dour-ben-ïahar  ;  T.  Lemoïne  ;  R.  Javelot. 
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1138.  —  On  demande  de  déterminer  l'intersection  d'un  cône  circulaire  avec  un  piiraboloide  hyperbo- 
lique, les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suicante  : 

\°  Le  cône  a  pour  sommet  le  point  (s,  s')  et  pour  base  le  cercle  de  centre  0  situé  dans  le  plan  horizontal. 

2°  Le  paraboloide  hyperbolique  a  comme  plan  directeur  le  plan  horizontal  et  pour  directrices  rectUi- 
gnes  les  deux  droites  (A,  A')  et  (sO,  s'6'). 

La  droite  (A,  a')  est  dans  le  plan  vertical  de  projection,  elle  se  confond  en  projection  verticale  avec  la 
génératrice  s'B'  du  cône. 

La  droite  i4'9,  s'»')  qui  passe  par  le  sommet  du  cône  est  définie  par  sa  trace  horizontale  (0,6'). 

On  représentera  seulement  la  portion  du  cône  extérieure  au  paraboloide  comprise  entre  le  sommet  et  le 
plan  horizontal. 

On  déterminera  les  asymptotes  de  la  courbe  d'intersection  dont  les  parties  extérieures  au  solide  limité 
comme  il  vient  d'être  dit,  se  figureront  en  traits  bleus. 

On  tracera  en  particulier  la  génératrice  horizontale  du  paraboloide  à  50"°  au-dessus  du  plan  horizontal 
de  projection,  sur  laque/le  on  déterminera  rigoureusement  le  point  de  contact  du  plan  tangent  vertical  et 
du  plan  tangent  à  45°  sur  le  plan  horizontal. 

Tableau  des  dOiNNÉes  :  Ligne  de  terre    xy    parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  160""  du  côté  supé- 
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rieur  ;  distance  de  la  projetante  de  {ss')  au  côté  gauche  :  2S""  ;  distance  de  ta  projetante  de  6  au  côté  gauche: 
85°"°  ;  longueur  horizontale  «0,  parallèle  à  xy,  160""°  ;  éloignement  de  s  et  de  0  :  lOO"""  ,•  éloignement  de  0  : 
160"-  ,•  ente  de  s  :  160"""  ,•  rayon  du  cercle  0  :  60"'°"  ;  cadre  de  27"°  .>■«»•  40'°". 

l'itre  extérieur:  Géométrie  desciuptive.  —  l'itre  intérieur:  Ci)NE  et  paraboloide  uïperbolique. 

(Ecole  centrale,  i'o  session  1902.) 

Détermination  d'un  point  quelconque  de  l'intersection  et  de  la  tangente  en  ce  point.  —  Nous  emploierons  des 
plans  auxiliaires  passant  par  (sd,  s'fl');  chacun  d'eux  coupera  le  cône  suivant  deux  génératrices  et  le  paraboloide 
suivant  une  seconde  génératrice. 

SoitPa  la  trace  horizontale  d'un  plan  auxiliaire,  le  plan  de  front  «Al!  le  coupe  suivant  {su,  s'u')  en  sorte 
que  la  trace  verticale  de  ce  plan  auxiliaire  est  aP'  parallèle  k  s'u'.  Ce  plan  coupe  (i,  A')  au  point  L  dont 
nous  avons  l'  et  la  seconde  génératrice  du  paraboloide  contenue  dans  ce  plan  auxiliaire,  étant  parallèle  au  plan 
directeur  horizontal,  a  pour  projection  verticale  l'm',  parallèle  à  xy.  Ce  même  plan  auxiliaire  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices  dont  l'une  est  [sg,  s'g'}  ;  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  est  un  point 
(m,  m')   de  l'intersection  des  deux  surraces. 

La  seconde  génératrice  du  cône  donnerait  un  second  point  de  l'intersection.  La  tangente  au  point  {m,  m') 
est  l'intersection  des  pians  tangents.  Le  plan  langent  au  cône  en  ce  point  a  pour  trace  horizontale  ;/(,  tangente 
à  la  base.  Le  plan  tangent  au  paraboloide  est  délini  par  les  deux  génératrices  de  cette  surface  qui  passent  par 
(m,  m')  ;  nous  avons  la  génératrice  horizontale  {ml,  m'I').  L'autre  génératrice,  étant  du  second  système,  ren- 
contre toutes  les  génératrices  du  premier  système,  et  en  particulier  la  droite  de  bout  de  (s,  s')  qui  est  une 
génératrice  particulière.  Doue,  la  projection  verticale  de  cette  seconde  génératrice  cherchée  est  s'm'y'  ;  cette 
seconde  génératrice  rencontre  la  génératrice  OB',  trace  horizontale  du  paraboloide,  au  point  (■(■,</'),  et  par  suite 
Y  est  la  trace  horizontale  de  cette  seconde  génératrice.  La  trace  horizontale  du  plan  tangent  est  alors  '(t  paral- 
lèle k  ml,  c'est-à-dire  à  Pa.  La  projection  horizontale  de  la  tangente  est  donc  mt  ;  on  en  déduirait  sa  projec- 
tion verticale. 

Si  l'on  fait  tourner  V%  autour  de  0,  on  aura  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  l'intersection  cherchée. 
Nous  avons  pris  le  plan  limite  OA,  qui  a  donné  le  point  le  plus  haut  [n,  n'),  ainsi  que  le  plan  auxiliaire  (QPQ') 
qui  nous  a,  ici,  donné  simultanément  les  points  sur  les  contours  apparents  du  cône. 

Les  points  de  l'intersection  situés  dans  le  plan  horizontal  s'obtiennent  immédiatement  :  ce  sont  (c,  c') 
et  \d,  d']. 

Recherche  des  asymptotes.  —  Pour  avoir  les  génératrices  parallèles  sur  les  deux  surfaces,  nous  menons  par 
le  sommet  du  cône  les  plans  parallèles  aux  deux  plans  directeurs  ;  l'un  est  horizontal  et  ne  coupe  pas  le  cône  ; 
l'autre  est  défini  par  (s6,  s'6')  et  (^Li,  /B')  qui  est  parallèle  k  (a,  a').  Ce  plan  coupe  le  cône  suivant  les  deux 
génératrices  (sB,  s'B'l  et  (51,  sV). 

Les  deux  génératrices  (A.  A')  du  paraboloide  et  (sB,  s'B')  du  cône  étant  parallèles  donnent  un  point  de  l'in- 
tersection k  l'infini  ;  l'asymptote  correspondante  est  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  suivant  (sB,  s'B')  et 
du  plan  tangent  k  l'infini  sur  (A,  A').  Mais  le  plan  BB'i'  tangent  au  cône  contient  lA,  A')  qui  est  l'asymptote 
cherchée. 

Cherchons  maintenant  la  génératrice  du  paraboloide  parallèle  à  (si,  s'i')  ;  elle  est  parallèle  au  plan  direc- 
teur qui  n'est  pas  horizontal  et  par  conséquent  sa  projection  verticale,  passant  par  s',  est  s'i'.  Cette  génératrice 
rencontre  la  trace  horizontale  du  paraboloide  en  ij,  /).  Le  plan  tangent  k  l'infini  sur  cette  génératrice  est 
parallèle  au  plan  directeur  correspondant  ;  sa  trace  horizontale  est  donc  jr  parallèle  k  OB,  qui  rencontre  en  r 
la  trace  horizontale  du  plan  tangent  an  cône  suivant  (si,  s'i').  On  mènera  par  (r,  r')  la  parallèle  (rv,  r'v')  à 
(si,  s'i')  et  on  aura  la  seconde  asymptote  de  l'intersection. 

Représentation  de  la  surface  du  cône.  —  Nous  avons  représenté  la  portion  de  la  surface  du  cône  extérieure 
au  paraboloide,  c'est-k-dire  que  nous  avons  conservé  les  portions  de  génératrices  du  cône  comprises  entre  son 
sommet,  qui  est  sur  le  paraboloide,  et  cette  surface.  La  visibilité  est  immédiate. 

Plans  tangents  menés  par  la  génératrice  donnée.  —  Nous  avons  en  (ef,  e'f)  la  génératrice  de  cote  SO""".  Le 
plan  tangent  vertical  mené  par  cette  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une  seconde  génératrice  dont  la  pro- 
jection horizontale  coïncide  avec  ef.  Une  génératrice  horizontale  quelconque  (ion,  eoV)  rencontre  cette  seconde 
génératrice  au  point  (lu,  tu')  et  la  projection  verticale  de  cette  seconde  génératrice  est  s'oj'  qui  coupe  e'f  au 
point  a';  le  point  de  contact  de  ce  plan  tangent  vertical  est  donc  (1.  n'). 
Cherchons  enfin   le  plan  tangent  mené  par   (ef,  e'f)   et  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  plan  horizontal.  Ce 
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plan  passant  par  (/',  /')  est  tangent  au  cône  de  révolution  qui  a  ce  point  pour  sommet,  pour  axe  la  verticale  de 
ce  point  et  pour  rayon  de  base  snr  le  plan  horizontal  de  projection  la  cote  de  ce  point,  nous  avons  tracé  ce 
cercle  de  base  qui  a  pour  centre  /'.  La  trace  horizontale  de  ce  plan  tangent,  qui  contient  {ef,  e'f),  est  pa- 
rallèle à  ef  ;  c'est  fs  qui  rencontre  la  trace  horizontale  du  paraboloïde  en  (t,  s'),  d'où  la  projection  verti- 
cale sV  de  la  seconde  génératrice  contenue  dans  ce  plan  langent.  Elle  rencontre  (ef,  e'f)  au  point  de  contact 
cherché  (i^,  \t!)-  ^-  ^■ 
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ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ETIENNE  (1902). 


I.  —  Algèbre. 

104.  —  Étudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 

nhn  n  !  ^ 

105.  —  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  : 

sin  (arc  cos x),  sinarctge',  LL...La;. 

106.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions  : 
1  \^ 


(-^ 


x^,  x-",  e-'^,  x^'^  x  —  ^gx, 

107.  —  Trouver  les  limites  des  fonctions  : 


/  .r'  -<- 2.T- -(- 3  Y  p^^^^.  ^  .^jjj^j^  /l_^__  j     pour  .r  infini,  — j  pour    x  =  0, 

\  X^  +  X+  -2    /  \  I  j.igî 

Tr çin  7T  X  —  SUl  X 

•'       "'"  -^       .iniir     r —  0  — — ■   pour     Xz=U. 

a;(l-cos.T)    ^°  '  (l-cosa;)L(H-a;) 

p- 

108.  -    Soit  p  le  nombre  des  chitfres  de  l'entier  n,  l'expression    —    ii-t-elle  une  limite  quand  n  augmente  indéfi- 
niment ? 

sin^-L^^- yj+siny-L^t  +  ^j -!-•■• 

109.  -    L'expression — — ^       —        — 

L(H-a;)  +  siny-KL(^l-t-  ^  j  ■+- sm-- -f- L(^H-  — j  +  ... 

a-t-elle  une  hmite  pour    x  =  0  ? 

110.  —  Etudier  les  équations  : 

1  +x  +  x'  +  x'-hx''  -hx^  +  2x'  =  0,  ^"^  37  +  ^7  + Ti"  ~  "' 

.-r'           -r"                                 y^'x^ 
x'  —  x'  —  x^  +  2x'-l  =  0,  y  — '•'—  +  1=0,        X» h  1^  =  0, 

3  X  ,  X 

a;3 x'-\-'h=0,  x'  +  ax''  +  bx-hc  =  0,  sma;=— .  La;  =;  y. 

sinî  X  —  sin  x'  =  0,  x^+  2x  sin  x  +  sin"  j  -h  a;  +  2  sin  ,r  =  0 . 

3         1  1 

111.  -  Résoudre  graphiquement   le  système    x  +  ij  =  -<    -r  +  —  =  2°'     en  construisant  les  courbes  représen- 
tées par  ces  deux  équations. 

112.  — Écrire  que  l'équation     x''-i-px  +  q=  0      n'a  qu'une  racine   réelle   qui   est  comprise  entre  les  racines  de 
l'équation    x'  +  ax  -hb  =z  u. 
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II.  —  Géométrie  analytique. 

113.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations: 

3j 3(# 

M  =  a:'  -(-  2a;  —  9,  2  arc  siii  .r  =  3  arc  sin  u,  x  -^2y  =  L . 

X  +  '2y 

x'  4-  î/'  =  1,  x'"  -^t/'"  =  1,  .t'"*'  -I-  y'—'  =  1, 

x^-hix'y  —  y'  =  0,      i{x  —  i)'-h  {2—Zx+y)-  =  o; 

1  .    u  1 

p  =  u(u  —  1),         sin  p  =  u,  ?  =  sin — .  p=sm  — • 


U((U  —  1) 

114.  —  Ecrire  que  les  deux  systèmes  de  droites 

Ax"  +  2Bxy  +  Cy'  +  2Ux  -l-  2Ei/  +  F  =  0, 
K'x'  +  2B'xy  +  C'y»  4-  2D'a;  +  2E'y  -4-  F'  =  o 

ont  une  droite  commune. 

115.  —  Etant  donnée  l'équation   aux  coefficients  angulaires  des  axes  d'une  ellipse,  quelle  est  la  racine  qui  correspond 
au  grand  axe  ? 

116.  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  des  équations  de  deux  coniques 

\x'  +  2Bxy-i =  0,  A'x'4-2B'j!/4- ...  =  0, 

pour  que  l'origine  des  coordonnées  soit  le  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  communes. 

-117 .  —   Ecrire  que  l'hyperbole    Ax'  ■+-  2Bxy  -h  ■■■  =  Q    a  pour  axe  réel  1  mètre  et  que  les  asymptotes  font  un  angle 
de  4.'-.». 

118.  —  On  donne  une  hyperbole    Xx'  ■+■  2Bxy  +  ■■■  =0,     trouver  l'équation  de  l'axe  réel. 

119.  —  Démontrer  qu'il  passe   une  conique    par  les  sommets  de  deux  triangles  autopolaires  par  rapport  à  une  co- 
nique. 

120.—  Etant  donnée  l'hyperbole    Ax'-i-2Bxi/ +  ••■  =  0,    écrire  que  l'origine  des  coordonnées  est   entre  les  asymp- 
totes et  la  courbe. 

121.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points. 

122.  —  Lieu    des    centres  des  coniques  tangentes  aux  deux  axes  de  coordonnées  et  qui  ont  pour   axes  I  mètre  et 
2  mètres. 

123.  —  Etant  données  les    deux   coniques    Aj-2 -)-2Bxy -i-    .•  =  0,    A'x-  +  2B'xi/-(- .••  =  0,    conditions  pour  qu'elles 
soient  tangentes  à  l'origine  et  en  un  autre  point. 

124.— Ecrire    que  la  droite    y  =  mx-hp    coupe  l'hyperbole    x'  +  3xy  —  y-  +  l^x  +  i2y  =  0    en  deux  points  situés 
sur  une  même  branche. 

125.  —  Ecrire  que  les  deux  coniques    Ax-h-    ■•  =0,    A'x- +  ...  =  0    ont  un  foyer  commun. 

126.  —  Combien  y  a-t-il  de  coniques  ayant  un  foyer  donné  et  passant  par  trois  points  ? 

127.  —  On  donne  deux  conicpies  passnnt  par  l'origine.  Exprimer  qu'elles  sont  osculatrices  en  un  autre  point. 

128.  —  Equation  d'une  conique  assujettie   à  avoir  son   centre  à  l'origine  et  à  être  tangente  à  deux  coniques  données. 

129.  —  On  donne  deux    axes  rectangulaires  0.r  et  Oj/  et  une    droite  D.  Trouver  sur  cette  droite  un  point  M  tel  qu'en 
désignant  par  P  et  Q  les  projections  de  M  sur  les  deux  axes,  la  droite  PQ  soit  à  une  distance  donnée  de  l'origine. 

130.  —  Etant  donnée    l'équation  générale  des  courbes   du   troisième  degré,  on  demande  la  relation  qui  doit   exister 
entre  les  coefficients  pour  que  la  courbe  ait  deux  points  doubles. 

131.  —  Equation  générale  des  cubiques  qui  ont  mêmes  asymptotes  qu'une  cubique  donnée. 

132.  — Etant  donné  le  paraboloïde    xy -hx  +  y  +  z  =:  0,    trouver  sur  la  surface  le  lieu   des  points  où  le  plan   tangent 
fait  avec  l'axe  un  angle  de  30°. 

133.  —  Faire  passer  par  la  droite    x  =  y  =  z    un  plan  qui  coupe  l'ellipsoïde     x'  +  y"  -f-  3:»  —  6  =  0     suivant  une 
conique  ayant  pour  axe  la  droite    x  :=  t/  =:  s. 

134.  —  Peut-on  mener  une  normale  commune  aux  deux  surfaces 

yz -h  zx  +  xy  =  0         et         ïx' -h  ?9- -l- r:- +  2x  +  2}/ -t- 2:  =  0  ? 

III.  —  Géométrie  descriptive. 

135.  —  Construire  un  parallélépipède  admettant  comme  arêtes  la  ligne  de  terre,  une  droite  quelconque   et  une  droite 
de  profil. 

136.  —  Déterminer  la  plus  courte  des  horizontales  qui  rencontrent  deux  droites  données. 

137.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  perpendiculaire  au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 
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138.  —  On  considère  un  cylimlie  ayant  pour  directrice  un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre  et  situé  dans  un  plan 
passant  par  la  ligne  de  terre  et  un  point.  Trouver  les  contours  apparents  de  ce  cylindre  et  sa  trace  sur  le  plan  horizontal. 

139.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Construire  un  cylindre  ayant  ce  cercle  pour  directrice  el  cou- 
pant le  plan  vertical  suivant  un  cercle.  On  considère  le  cylindre  vertical  ayant  pour  directrice  le  cercle  donné.  Intersection 
des  deux  cylindres. 

140.  —  Trouver  les  asymptotes  delà  section  faite  par  le  plan  horizontal  de  projection  dans  un  cône  circonscrit  à  une 
sphère  donnée. 

141.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  dont  l'axe  est  perpendiculaire  h  l'axe  du  tore  et  qui  a  pour  directrice  le 
cercle  générateur  du  tore . 

142.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  ayant  pour  directrice  commune  un  cercle  horizontal. 

143.  —  Plans  tangents  communs  à  une  sphère  et  à  un  cône  de  révolution. 

144.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution,  un  point  A  et  luie  droite  D.  Qu'ont  de  commun  tous  les  cercles, 
projections  horizontales  des  sections  faites  par  les  plans  passant  par  le  point  A  ou  par  la  droite  D? 
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1196.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  de  grandeur  constanle  qui  passent  par  deux  points  donnés. 
Construire  la  courbe. 

E.-N.    B.\R1SIEN. 

1197.  —  On  considère  les  cercles  S  tangents  au  cercle  fixe  C  et  à  la  droite  lixe  D.  Le  lieu  des  centres  de 
similitude  des  cercles  C  et  S  se  compose  du  cercle  C  et  d'une  conique.  Discuter  le  genre  de  la  conique  et  voir 
quelle  doit  être  la  position  de  D  par  rapport  à  C  pour  que  la  conique  soit  :  1°  une  hyperbole  équilatère;  2°  une 
parabole  ;  3"  un  système  de  deux  droites. 

E.-N.  Barisien. 

1198.— On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'o:,y'y  se  coupant  au  point  0  et  sur  Oy  un  point  A  (OA  =  A). 
Un  angle  droit  tourne  autour  du  point  A  et  détermine  avec  x'x  un  triangle  rectangle  ABC.  Etudier  comment 
varie  la  longueur  ;/  de  la  médiane  BM  de  ce  triangle  quand  le  point  B  parcourt  la  demi-droite  Ùx  (OB  =  x). 
Tracer  la  courbe  qui  représente  les  variations  de  cette  fonction. 

Chercher  pour  quelles  valeurs  de  a;  la  fonction  y  prend  une  valeur  donnée  l  et  mettre  ces  valeurs  sous  la 
forme  d'une  somme  ou  d'une  différence  de  deux  radicaux  simples.  En  déduire  une  construction  de  la  courbe 
par  points. 

1199.  -  Une  cloche  cylindrique  a  une  hauteur  extérieure  a,  une  hauteur  intérieure  b,  une  section  exté- 
rieure s,  une  section  intérieure  a,  un  poids  m.  On  la  place  verticalement,  l'ouverture  en  bas,  sur  l'eau  et  on 
suppose  qu'elle  Hotte  d'abord  en  équilibre  stable.  L'eau  est  contenue  dans  une  éprouvette  de  section  S  qu'on 
ferme,  à  une  certaine  distance  au-dessus  de  la  cloche,  par  un  piston  sans  frottement.  Quelle  charge  M  doit-on 
mettre  sur  ce  piston,  poids  du  piston  compris,  pour  faire  couler  la  cloche  au  fond  de  l'eau  ? 

Application  numérique  :     a  =  20=™,     6  =  19™,     s=18°°"i,     tT=16«""i,     m  =  248»'. 

La  température  est  C,  la  hauteur  barométrique  H  =  7!;"»,  la  masse  spécifique  du  mercure  [i  =  13,6, 
celle  de  l'eau  e  =  1  et  celle  de  l'air  négligeable. 
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NOTE  SUR  UNE  CUBIQUE     '^ 

y\w  M.  A.  Vacquant,  professeur  au  lycée  de  Nancy. 


Il  s'agit  du  problème  suivant  : 

On  considère  les  coniques  S  inscrites  à  un  triangle  ABC  attelles  que  les  normales  aux  points  de 
contact  soient  concourantes.  Trouver  lo  lieu  de  leur  point  de  concours. 

Ce  problème  est  connu  ;  on  en  trouve,  par  e.\emple,  l'énoncé  dans  l'ouvrage  de  M.  Papelier  : 
Leçons  sur  les  coordonnées  tangenlielles,  première  partie,  page  284,  avec  l'équation  du  lieu  en  coordonnées 
Irilinéaires  et  les  principales  propriétés.  Ce  lieu  est  une  cubique  générale.  Je  me  propose,  dans  cette 
note,  de  donner  une  solution  géométrique  du  problème. 

1.  Tout  d'abord  je  vais  montrer  que  le  lieu  peut  ôlre  considéré  comme  celui  des  points  communs 
aux  éléments  homologues  de  deux  faisceaux  bomographiques  de  droites  et  d'hyperboles.  Soient  {/ig.  1) 

D,  E,  F  les  points  de  contact  d'une  conique  S  avec 
les  côtés  BC,  G.\,  .\B  du  triangle  ABC,  les  nor- 
males en  ces  points  concourant  en  P.  Si  EF  coupe 
BG  en  a,  le  point  a  est  conjugué  harmonique  de 
D  par  rapport  aux  points  B  et  C,  puisque  les  droites 
AD,  BE,  CF  sont  concourantes.  Cherchons  combien 
il  y  a  de  points  du  lieu  sur  la  perpendiculaire  EE' 
au  côté  AG  du  triangle  ABC.  Faisons  tourner  la 
droite  EF  autour  du  point  E;  le  point  D,  conjugué 
harmonique  de  a  par  rapport  aux  points  B,  C,  et 
le  point  F  décrivent  sur  BC  et  BA  des  divisions 
homographiques  à  la  division  a,  donc  homogra- 
phiques  entre  elles.  Les  perpendiculaires  DD'  et 
Kl-"'  à  BC  et  BA  décrivent  des  faisceaux  homographiques  ayant  pour  sommets  les  points  à  l'intini  D^  , 
F'x,  des  perpendiculaires  à  BC  et  BA.  Les  rayons  homologues  de  ces  faisceaux  se  coupent  sur  une 
hyperbole  r,  dont  les  directions  asymptoliques  sont  les  perpendiculaires  à  BC  et  BA.  Pour  la  position 
AC  de  la  droite  EF  on  voit  que  l'hyperbole  t,  passe  par  le  point  de  rencontre  B'  des  perpendiculaires 
AB'  et  CB'  aux  côtés  BA  et  CA  du  triangle.  Il  y  a  autant  de  points  du  lieu  sur  la  perpendiculaire  EE'  à 
AC  que  de  points  communs  à  EE'  et  à  l'hyperbole  t),  c'est-à-dire  deux  au  plus  à  distance  finie.  Quand  le 
point  E  décrit  la  droite  AC,  les  hyperboles  r^  passent  par  les  points  fixes  B,  B',  D'^ ,  F'x,  et  les  droites 
EE'  par  le  point  fixe  E^ .  Ces  droites  EE'  et  les  hyperboles  n  forment  des  faisceaux  homographiques. 
Le  lieu  cherché  est  donc  une  cubique  r  définie  comme  le  lieu  des  points  d'intersection  des  éléments 
homologues  de  ces  faisceaux  homographiques  de  droites  et  d'hyperboles.  On  voit  aussi  que  r  passe  par 
les  sommets  A,  B,  C  du  triangle,  par  les  points  A',  B',  C,  symétriques  de  A,  B,  C  par  rapport  au  centre 


^ 

SK 

/        0 

- 

- 

R^--. 

B 

B. 

D 
D' 

C                              » 

Fig.  1. 
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0  du  cercle  circonscril  au  triangle,  et  par  les  points  D'^  ,  E'^^  ,  F^ ,  c'est-à-dire  que  r  a  pour  directions 
asymptotiques  les  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle.  (Consulter,  par  exemple,  la  Revue,   1899, 

page  137). 

D'ailleurs  la  cubique  r  passe  évidemment  par  les  centres  w^,  w^,  w^,  a>3  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits  au  triangle,  car  ces  cercles  sont  des  coniques  S  ;  elle  passe  aussi  par  le  point  de  concours  II 
des  hauteurs  du  triangle,  car  les  pieds  de  ces  hauteurs  peuvent  être  pris  pour  points  de  contact  d'une 
conique  S  avec  les  côtés  du  triangle. 

Les  asymptotes  de  r  sont  les  perpendiculaires  0D„  OEi,  OFi  aux  côtés  BC,  GA,  ÂtS  du  triangle. 
En  eiïet,  si  le  point  E  vient  en  E,,  milieu  de  AC,  sur  la  perpendiculaire  OEi,  l'hyperbole  r,,  corres- 
pondante au  point  E,  passe  par  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  comme  on  le  voit 
en  prenant  la  sécante  E.F,  ;  le  centre  0  étant  sur  le  diamètre  BB'  de  ce  cercle,  on  a  trois  points  B,  0,  B' 
en  li"ne  droite  sur  l'hyperbole  r^  qui  se  décompose  dès  lors  dans  cette  droite  BOB'  et  la  droite  de 
l'infini;  donc,  sur  la  direction  asymptotique  OE,,  il  y  a  un  seul  point  0  du  lieu  à  distance  finie  et  par 
suite  OEi  est  une  asymptote;  il  en  est  de  même  de  OD,  et  OFi. 

2.  Je  vais  maintenant  donner  une  autre  définition  de  la  cubique  r  en  partant  de  cette  propriété  : 
elle  est  à  elle-même  sa  transformée  par  points  inverses,  le  triangle  de  référence  étant  ABC.  En  etYet(fig.  2), 

je  peux  considérer  un  point  quelconque  P  de  la  cubique  V  comme 
le  foyer  d'une  conique  2  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ; 
soit  P'  le  deuxième  foyer  de  cette  conique  ;  si  D,  E,  F  et  D',  E',  F' 
sont  les  projections  des  points  P  et  P'  sur  les  côtés  BC,  GA,  AB 
du  triangle,  on  sait  que  les  six  points  D,  E,  F,  D',  E',  F'  sont  sur 
le  cercle  principal  de  la  conique  s.  Je  dis  que  la  conique  S'  tan- 
gente en  E',  F'  à  AC,  AB  et  qui  passe  par  D'  est  tangente  en  D' 
à  BC.  Pour  cela  il  suffit  de  prouver  que  les  trois  droites  AD', 
BE',  GF'  concourent.  Or,  par  hypothèse,  P  étant  sur  r,  les  droites 
AD,  BE,  CF  concourent,  et  on  a,  d'après  la  théorie  des  transver- 
sales, 

PB    EC     FA   _  _ 
"DG  '  ËÂT  ■  FB    "" 


Fig.  2. 


mais,  dans  le  cercle  DEFD'E'F',  on  a 


DB  X  D'B  =  FB  X  F'B, 
ECxE'G=  DCxD'G, 
FAXF'A=  EAxE'A, 


et  par  suite 


DB    EC    FA 
DC  '  EA  ■  FB 


D'C    F'B    E'A 
D'B  ■ 


1, 


F'A    E'C 

et  la  dernière  égalité  prouve  que  les  droites  AD',  BE',  CF'  concourent.  Donc  le  point  P'  appartient  à  r  ; 
d'ailleurs  les  foyers  P  et  P'  de  la  conique  s  étant  dos  points  inverses  par  rapport  au  triangle  ABC,  la 
propriété  est  démontrée. 

Il  est  facile  ensuite  de  montrer  que  les  cordes  PP'  de  r  passent  par  un  point  fixe  I  appartenant  à 
r  et  situé  aussi  sur  HO  puisque  H  et  0  sont  inverses  et  appartiennent  à  r.  En  effet,  considérons  le 
point  1  commun  aux  droites  HO  et  PP',  et  la  cubique  r,  définie  comme  lieu  des  points  communs  aux 
éléments  homologues  des  faisceaux  homographiques  des  droites  li  et  des  coniques  *  inverses  de  ces 
droites;  les  coniques  'l'  passent  par  A,  B,  G  et  I'  inverse  de  I.  Cette  cubique  r,  passe  par  A,  B,  G, 
%,  ">i,  '"2,  wj5  llj  0,  P,  P',  I  et  1';  les  onze  premiers  do  ces  points  appartiennent  à  P;  donc  r  coïncide 
avec  l'i  et  par  suite  passe  par  I  (et  aussi  par  I'),  c'est-à-dire  que  les  cordes  PP'  de  r  passent  par  un 
point  fixe  I  de  r  appartenante  HO. 
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Si  l'on  considère  la  droite  Itoo,  comme  le  point  w»  est  à  lui-même  son  inverse,  on  voit  que  lioo  est 
tangente  en  w^  à  r  ;  de  même  Iw,,  I102,  I03  sont  respectivement  tangentes  à  V  aux  points  m,  «>j,  103  ; 
donc  P  et  P'  sont  conjugués  dans  la  transformation  du  second  ordre  admettant  wo,  <o,,  w,,  103  comme 
points  doubles  et  A,  B,  C  pour  pôles,  (on  peut  consulter,  par  exemple,  Picquet,  Géométrie  anabjtique, 
page  555,  et  E.  Duporcq,  Principes  deyéomélrie  modi'nie,  page  136)  et  on  peut  énoncer  le  résultat  suivant  : 

La  cubique  r  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  I  aux  hyperboles  équi- 
latères  passant  par  les  points  oj,,,  o>,,  wj,  Wj. 

Il  reste  à  déterminer  ce  point  1  :  c'est  le  troisième  point  commun  à  HO  et  à  r  ;  il  est  tel  que  si  on 
le  projette  en  d,  e,  f  sur  BG,  CA,  AB,  les  droites  kd,  Be,  G/"  concourent.  Or  on  voit  facilement,  en  appli- 
quant la  théorie  des  transversales,  que  le  symétrique  de  II  par  rapport  à  0  jouit  de  cette  propriété  ; 
par  suite  ce  symétrique  est  le  point  I;  donc  : 

La  cubique  V  est  le  lieu  des  poitils  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  I,  symétrique  de  H  par  rap- 
port à  0,  aux  hyperboles  équilatères  passant  par  les  points  wo,  "i,  <"i,  ojj. 

J'ajouterai,  soit  comme  application  de  la  transformation  par  points  inverses,  soit  comme  application 
d'un  théorème  sur  les  cubiques  (Picquet,  page  556),  que  les  tangentes  à  la  cubique  r  issues  du  point  I 
de  r  ont  pour  points  de  contact  A,  B,  C  et  I. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 
par  M.   T.    Lemoyne,    îi  Troyes. 


Je  me  propose  de  donner,  dans  cette  note,  une  généralisation  du  théorème  2  de  la  note  de 
M.  E.  Legrand  (voir  le  N"  de  juin  1902)  relative  à  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle.  Voici  l'énoncé 
de  ce  théorème  : 

Lorsqu'un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle,  les  cercles  des  neuf  points  des  quatre  triangles 
ABG,  ABD,  AGD,  BCD  se  coupent  en  un  même  point  w.  Les  cercles  des  neuf  points  des  triangles  formés 
par  les  quatre  orlhoccntres passent  aussi  au  même  point. 

Considérons  un  quadrilatère  quelconque  ABCD  et  supposons  que  l'un  des  sommets  ne  soit  pas 
i'orthocentre  du  triangle  formé  par  les  trois  autres.  II  y  a  dans  ce  cas  une  hyperbole  équilatère  et  une 
seule  passant  aux  quatre  sommets.  Cette  hyperbole  passe  aussi  aux  quatre  orlhocentres  des  triangles 
ABG,  ABD,  ACD,  BGD;  soient  II,,  IL,  II3,  H,,  ces  points.  On  sait  en  outre  que  le  centre  d'une  hyperbole 
équilatère  circonscrite  à  un  triangle  est  sur  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle;  donc  tous  les 
cercles  des  neuf  points  des  triangles  formés  par  les  huit  points  mentionnés  passent  par  un  même  point  w. 

D'autre  part,  si  nous  remarquons  que  l'hyperbole  équilatère  est  conjuguée  par  rapport  au  triangle 
diagonal  du  quadrangle  ABCD,  nous  voyons  que  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  passe  aussi  au 
point  o). 

Quand  l'un  des  quatre  points  est  I'orthocentre  du  triangle  formé  par  les  trois  autres,  tous  les 
cercles  indiqués  coïncident. 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  du  nombre  de  cercles  que  l'on  obtient  ainsi  :  il 
semble  a  priori  qu'il  y  ait  autant  de  cercles  des  neuf  points  qu'il  y  a  de  combinaisons  des  huit  points 
A,  B,  G,  D,  H,,  Ho,  H3,  H;  trois  à  trois,  c'est-à-dire  56;  il  n'en  est  rien,  car  les  quatre  combinaisons  des 
points  A,  B,  C,  11,  donnent  le  même  cercle;  il  y  a  quatre  groupes  de  ce  genre,  il  faut  donc  retrancher 
16  combinaisons  qui  ne  donnent  en  tout  que  quatre  cercles;  cela  fait  en  tout  44  cercles  des  neuf  points, 
plus  le  cercle  circonscrit  au  triangle  diagonal  du  quadrangle,  par  suite,  45  cercles  qui  passent  au 
point  co. 
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Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suf/isanlcs  pour  que  l'équation 

x^  4-  px^  +  qx  -^r  ==  0 
ail  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

Cette  équation  présente  deux  lacunes;  il  faut  d'abord  que  les  équations  binômes  correspondantes 
n'aient  pas  de  racines  imaginaires,  par  conséquent,  que  p  soit  négatif  et  q  positif.  Les  deux  premières 
conditions  sont  donc    ;j  <  0,     ç  >  0. 

Cela  posé,  prenons  l'équation  dérivée 

Sx^  -h  3px^-  -^g  —  0; 
c'est  une  équation  du  second  degré  en  x^  dont  la  somme  des  racines  est  positive  et  dont  le  produit  des 
racines  est  aussi  positif;  les  deux  valeurs  de  x-  seront  donc  positives  si  la  quantité  sous  le  radical  est 

positive,  c'est-à-dire  si 

9/;2  _  2O9  >  0. 
C'est  une  troisième  condition. 
Soient  alors 

-S  -p,  ^  «, 
les  quatre  racines  réelles  de  la  dérivée.  La  suite  de  Rolle  est 

_  oc,   —a,  —<^,   p,   a,   +0C, 
et  les  valeurs  de  f{x)  qui  correspondent  aux  nombres  de  cette  suite  ne  doivent  présenter  que  des 
variations.  Les  autres  conditions  sont  donc 

A-  «)  >  0,  /•(-  ,î)  <  0,  /-(p)  >  0,  /'(a)  <  0  ; 

nous  allons  montrer  qu'elles  se  réduisent  à  deux.  En  effet,  en  écrivant  que 

/■(-«)/'(-M<o, 

et  fmpxo, 

nous  écrivons  qu'il  y  a  une  racine  dans  le  second  intervalle  et  une  dans  l'avant-dernier  ;  donc  il  y  en  a 
une  dans  le  premier  et  une  dans  le  dernier;  dés  lors,  l'équation  a  quatre  racines  réelles,  donc  elle  en 
a  cinq. 

Mais  les  conditions  écrites  antérieurement  assurent  la  réalité  des  quatre  nombres  —a,  —  p,  P,  «; 
donc  les  deux  inégalités  que  nous  venons  de  trouver  peuvent  se  remplacer  par 

A-«J/(-p]/I^)A«)>o, 

et  f{-')f(-?)  +  fim^)<0. 

Le  premier  membre  de  la  première  inégalité  est  le  résultant  entre  le  polynôme  et  sa  dérivée;  c'est 
une  fonction  symétrique  des  racines  de  celte  dernière;  on  peut  donc  la  calculer  en  fonction  des  coefti- 
cienls  delà  dérivée  et  l'exprimer  sous  forme  entière  à  l'aide  des  coefficients  p,  q,  r. 

Pour  calculer  la  seconde,  nous  réduisons  d'abord  f[x)  au  troisième  degré  par  le  théorème  d'Eulcr 
sur  les  fonctions  homogènes  en  nous  appuyant  sur  Tidentité 

5fix)~xf:  +  f;; 
pour  les  racines  de  la  dérivée,     of{x)  —  /'J    et  la  deuxième  inégalité  peut  s'écrire 

/";,(-«)/;(- P)+A(?)A(«)<o; 

or  f',,  =  'ipx^  -(-  4(7X  -h  or, 

par  suite,  en  divisant  par  2,  on  obtient  l'inégalité 

ap(2joa2  _|_  49)(2pp^  -h  'iq)  -H  2oî--  <  0  ; 
mais  {ipo:^  -+-  ^)['ipp  -+-  ^) 

est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  x^ 

oa,'*  -+-  3px'  -^-q  —[); 
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sa  valeur,  aisée  à  calculer,  est 

-LJ. L-L.  -+-  1072 

OU  169-  —  4/)'7- 

L'inégalité  cherchée  devient  donc 

4=<^«7(47— p»)-+-25»-2<0; 

elle  exige  d'abord  que    i(j—p'-    soit  négatif  ou    '/<-^'.     d'ailleurs  celle-ci  peut  remplacer  l'inégalité 

Qpî  _  20?  >  0, 

9/r-! 
qui  équivaut  ;i  9  <  -;^- 

Nous  pouvons  alors  écrire 

25r'  <  4a^7(p2  —  4?), 

et  élever  les  deux  memhres  de  cette  nouvelle  inégalité  au  carré;   ce  calcul  nous  donne 

25V  <  16?^  ^^{p'-iqY, 
et  (inalemont 

Cette  dernière  relation  oblige  q  à  être  positif;  donc  enfin  les  conditions  cherchées  sont 

/;<0,    7<-'^,    ll>0  et  ^'^r' <i6q\p- -  Aqf, 

4 

R  désignant  le  résultant  du  polynôme  et  de  sa  dérivée,  c'est-à-dire  le  discriminant. 

Il  élaitévidenta  priori  que  )•  n'entrerait  dans  les  conditions  que  par  son  carré,  car  changer  r  en  —r 
revient  à  changer  .i-  en  — x  et  n'a  aucune  influence  sur  la  réalité  des  racines  de  l'équation. 

Nous  pouvons  maintenant  calculer  facilement  le  résultant  II  entre  l'équation  proposée  et  sa  dérivée, 
c'est-à-dire  la  fonction  symétrique 

Nous  remplacerons  encore  ici  /"(.r)  par  fi^x)   et  nous  évaluerons  le  produit 
qui  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  facteur  5'.  Nous  avons  vu  que 

a- ')/:,{- ^)-^  ma-) 

est  égal  a 

8a3?(49-p-)-+-oO»2; 

il  nous  suflit  donc  de  calculer  la  diiïérence 

/■»/;;(?)-/■.;(-»)/■.;(-?) 

et  de  faire  ensuite  la  différence  des  carrés;  or 
est  égal  à 


20r[;j(a^  +  p^'j  -H  iç(i  -+-  3)] 
ou  à  20r(a-F^Up(a2-+-?-— a^j-l-S?], 

et,  comme     a-  -hp-  = ^ ,    nous  aurons  linaiemenl 

5 

20r(a-4-?)('27— ■^— pa3 

Effectuons  maintenant  le  carré  de  cette  expression  que  nous  aurons  à  retrancher  du  carré  de 

8a^9(49-  /;^)-Ho0c2; 


nous  aurons  d'abord 


40Û»-2(a^  -H  p'^2=L<^){'2q  —  -^  — p«p)' 
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le  coefficient  de   a^  est 

ou,  toutes  réductions  faites, 

800r-q{iq  —  p'-). 

C'est  le  même  que  le  coefficient  de  «p   dans  l'autre  carré;  par  suite  le  terme  en  a^  disparaît  dans  la 
différence  des  carrés.  Donc 

s'évalue  immédiatement  en  fonction  de  a-p-;  c'est 

Il  n'y  a  qu'à  y  remplacer   a^S^  par  -|-  pour  avoir  R  à  un  facteur  numérique  près;  nous  trouvons 

o 
ainsi 

5 

ou  enfin,  en  achevant  les  calculs  indiqués  dans  le  dernier  crochet. 


QiqV-^^'iAq  —  p^f  -h  50 V*  -H  MOr^  F-^  +  i^  /  2<7  —  -^  )  '  -t-  4pa^^-  (  2^  ■ 


^(4,-p^)^  +  EôV-.400,{Ml^^(.,_i|l)VM(,,_if)| 


Il  n'y  a  plus  qu'à  écrire  que  cette  quantité  est  positive  et  à  joindre  l'inégalité  ainsi  trouvée  aux 
trois  inégalités 

P<0,  q<^. 

5V<16ç3(47  — p-)^ 

♦ 
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S(AA'  — -B"^) 


1144.  —  Le  paramètre  tangentiel  d'un  cône  dti  second  degré  est 


Montrer  que  si  on  considère  un  cône  circonscrit  à  une  quadrique,  son  paramétre  tangentiel  a  pour 
expression 

1=  P 


ya'-bKSli.SC 

où  P  est  la  puissance  du  sommet  S  de  ce  cône  par  rapport  à  la  sphère  orthoplique  de  la  quadrique,  où. 
a^  et  b^  sont  les  carrés  de  deux  demi-axes  de  la  quadrique,  SG,  la  dislance  du  point  S  au  plan  principal 
de  ces  axes,  et  SK,  la  distance  du  point  S  à  son  plan  polaire. 

Si  on  prend  pour  origine  le  sommet  du  cône  et  pour  axes  des  parallèles  aux  directions  principales 

de  la  quadrique,  l'équation  de  cette  quadrique  est 

A(.r  —  af  -+-  B(?/  —  p)-^  -t-  G(:  —  y)^  +  D  =  0  ; 
celle  du  cône  est 

(Aa2  +  Bp=H-CY»+D)[A(.T-a)^  +  B(»/-p)^4-C(:-Y)^  +  D]-[Aa(j— a)+Bp(y-p)4-CY(:-T)-D]^  =  0. 

Celte  équation  se  réduit  évidemment  aux  termes  du  second  degré  et  prend  la  forme  plus  simple 

(Aa^  -H  IW  -+-  Cf  -+-  D){A.r2  -t-  B,v-  +  G:-)  —  {Aax  -+-  B^y  +  C'izf  =  0. 
En  posant,  pour  abréger, 

K  =  Aa2  +  B|î2-)-CY^-t-D, 
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les  coefficients  que  l'on  désigne  habituellement  par  A,  A',  A",  B,  B',  B",  sont  : 

AK-AV,  —  BCpY, 

BK  —  B^P',  —  CA^a, 

CK  — CY,  —  ABaP, 

et  l'on  a 

AA'  —  B"-  =  K(ABK  —  AB^^'  —  A^Ba^) 

ou  AA'  -  B"»  =  ABK(K  -  A«-  -  B^^)  =  ABK(Cy^  +  D)  ; 

par  suite, 

S(AA'  — B"^)  =  ABCK(a"-  +  p^-(-f)+ABGDK(— -h— +— )• 

Or,  en  désignant  par  a-,  Ir,  c-  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  quadrique,  on  a 

1   _  _  o^ 

et 

donc  finalement 

v( AA'  —  B  •■')  =  ABGK(a-  -V-  ^2  +  Y^  _  a^  —  b' —  c^). 

D'autre  part,  le  discriminant  A  est  égal  à 

donc  le  paramètre  I  est  égal  à 

I  = 


'■            l 

b^             1 

c'- 

r        -R-- 

T'             "G"  ^"  " 

~  'd 

1     1     1 

a'  -4-  6«  -^  c»  . 

T-^F^c  =■ 

D 

Comme 
on  a  finalement 


ABCDK^  ; 

ABC(a2  -hf--+-  f  —  a'  - 

■b'- 

—  C2 

VA^B'C^D^K 

a^  +  p,2  -4-  Y^  —  a«  —  b'  - 

(,-= 

y  D^K 

v  ABC 

y 

1       a^b-c^ 
ABC      D^ 

■  1 

a^-H  p'^  +  r  — a^  — 

62- 

-C2 

V       a'b'-c'K 


d'ailleurs  la  distance  de  l'origine  à  son  plan  polaire  est  égale  à 

±K 


SK  = 


^/A^a^  -+-  B^lî*  -H  G'f 

Les  coordonnées  du  point  C  où  la  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  son  plan  polaire  rencontre  le 
plan  principal  des  axes  a  et  b  sont  données  par 

X  y  z 

on  a  donc  

SC  = g 

et,  par  suite, 

SK.SC  =  ^; 

en  outre  =— •  =  1 , 
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yn-6-.SK.SL 
ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé. 

L'énoncé  est  incomplet  ;  il  fallait  dire  que  SC  désigne  la  distance  du  point  S  au  plan  principal  des 
axes  a  et  6  comptée  sur  la  perpendiculaire  SK  au  plan  polaire. 
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1123.  —  Un  solide  a  la  forme  d'un  prisme  droit  dont  la  base  ABC,  horizontale,  est  un  trianyle  équi- 
latéral  dont  la  Jtanteur  a  3  centimètres.  Ce  solide  est  monté  sur  un  axe  vertical ,  passant  par  le  centre  0  de  la 
base,  qui  permet  de  le  faire  tourner  d'un  mouvement  uniforme,  à  raison  de  10  tours  par  seconde. 

On  suppo.'ie  d'abord  que  ce  prisme  est  formé  d'une  .substance  transparente  et  qu'il  est  éclairé  par  un 
faisceau  parallèle  de  rayons  lumineux  dirigés  horizontalement.  Pour  ces  rayons,  qui  sont  monochromali- 
ques,  l'indice  de  la  substance  formant  le  prisme  est  égal  à  \/3.  A  la  suite  de  ce  prisme  tournant,  on  dispose 
une  lunette  astronomique  dont  l'axe  optique  est  horizontal. 

Montrer  que  cet  axe  optique  doit  être  incliné  de  60''  au  moins  sur  la  direction  des  rayons  incidents 
pour  que  des  rai/ons  qui  ont  traversé  le  prisme  sans  subir  aucune  réflexion  viennent  converger  au  foyer 
principal  de  l'objectif. 

On  recouvre  maintenant  les  faces  de  ce  prisme  d'un  vernis  noir  parfaitement  absorbant,  et  on  l'éclairé 
par  le  même  faisceau.  Etudier  l'ombre  portée  par  le  solide  tournant  sur  un  écran  normal  à  la  direction  des 

1 

rayons  incidents.  On  admettra  qu'un  éclairement  discontinu  agissant  pendant  la  fraction  —  du  temps  total 

produit  sur  l'œil  la  même  impression  qu'un  éclairement  continu  p  fois  plus  faible. 

On  suppose  enfin  que  les  faces  de  ce  prisme  sont  argentées  et  parfaitement  réfléchissantes  et  qu'il  est 
éclairé  pendant  sa  rotation  par  une  source  lumineuse  très  petite  placée  en  un  point  S,  à  3™  de  distance  de 
l'axe  de  rotation.  L'œil  d'un  observateur,  placé  de  manière  à  recevoir  des  rayons  réfléchis,  aperçoit  une  ligne 
lumineuse.  Montrer  que  cette  ligne  appartient  à  une  courbe  plane  G  dont  on  donnera  la  définition  géomé- 
trique et  dont  on  indiquera  sommairement  Informe.  Dans  quelle  région  du  plan  horizontal  passant  par  S 
devra  être  situé  l'œil,  pour  qu'il  aperçoive  un  point  donné  M  de  cette  courbe  ? 

Montrer  qu'il  y  a  un  arc  de  cette  courbe  C,  relative  au  point  S,  qui  restera  toujours  invisible,  quelle 
que  soit  la  position  de  l'œil,  si  la  source  placée  en  S  est  réelle.  Décrire  un  dispositif  qui  permettrait  de 
rendre  cet  arc  visible. 

1.  Pour  que  la  lunette  reçoive  des  rayons  ayant  traversé  le  prisme,  il  faut  que  son  axe  fasse  avec  la 
direction  des  rayons  incidents  un  angle  au  moins  égal  au  minimum  de  déviation  0  ;  or  ce  dernier  est 
lié  à  l'angle  et  à  l'indice  du  prisme  par  la  formule  connue 

.     A-hD  .     A 

sm  — =  n  sm  —, 

.   ,     .         .  .            60°  +  D  .    „  1    ,_ 

qui  devient  ici     sin =  n  sm  30°  =  —  </3  —  sin60"  ;     donc     D  =  60°. 

2.  Supposons  maintenant  le  prisme  opaque  et  considérons  l'ombre  qu'il  porte  sur  un  écran  IL  nor- 
mal aux  rayons  lumineux.  Elle  se  compose  évidemment  d'une  partie  centrale,   KK',  de  2  centimètres  de 


PIIYSIOUF 
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A' 


largeur,  parfaitemont  noire,  bordée  do  deux  zones  dégra- 
dées, KL  et  K'L',  largos  d'un  centimètre  chacune,  dans 
lesquelles  l'éclairement  variera  depuis  zéro  jusqu'à  l'éclai- 
roment  de  la  partie  éclairée  d'une  façon  continue.  Etudions 
l'éclairement  des  divers  points  de  KL. 

Soit  1  la  projection  du  centre  U  do  lu  base  du  prisme 
sur  l'écran,  et  P  un  point  de  l'ombre,  d'abscisse  a-  par 
rapport  à  1  ;  la  parallèle  menée  par  P  ii  la  direction  des 
rayons  lumineux  rencontre  le  cercle  circonscrit  à  ABC  en 
C  et  C.  Supposons  que  le  prisme  tourne  dans  le  sens  de  la 
flèche,  et  considérons  l'un  des  sommets  de  la  base;  tant 
que  ce  sommet  parcourra  l'arc  CC,  le  point  P  ne  sera  pas 
éclairé.  Quand  un  sommet  C  sera  venu  en  C,  le  sommet 
suivant,  A,  sera  venu  en  A'  et,  h  partir  de  cet  instant,  le 
point  P  restera  éclairé  jusqu'à  ce  que  A  soit  venu  à  son 
tour  en  G,  c'est-à-dire  pendant  que  le  prisme  tournera  de 
A'C.  Les  arcs  A'C  et  CC  représentent  donc  les  durées 
relatives   dos  éclairements  et  dos  éclipses.  Or  on  a 

A'C  =  A'C  —  CC  =  120°  —  2CD 
et.  dans  le  triangle  COE,     OE  ==  OCcosGD     ou    ces  CD  =  t. 

donc  A'C  =  120°  —  2  arc  ces  ^  • 

La  durée  do  la  rotation  du  prisme  osl  —  de  seconde  ot  il  y  a  .'$  éclipses  par  tour.   La  durée  de 

l'oclairoment  on  P  pondant  un  tour  du  prisme  sera  donc 

1        .,       A'C  1   /^         1  .r\ 

Si  nous  prenons  pour  unilé  d'éclairement  celui  des  points  de  l'écran  ([ui  sont  extérieurs  à  l'ombre 
portée,  on  voit  que  l'éclairement  on  P  sera  donné  par  la  formule 

!/  =  *  -  60  ^'''  '*"'  T 

dans  laquelle  l'arc  doitètro  exprimé  en  degrés.  Si  on  exprime  cet  arc  en  fonction  du  rayon,  la  formule 
doit  s'écrire 


3  X 

1 arc  cos  -- 

-  2 


Représentons  cet  éclairement  par  l'ordonnée  PM.  Si  x  croit  do  I  à  2,   y    varie,  comme   cela  doit 
être  a  priori,  do  G  à  1 .  Formons  la  dérivée  de  )/  : 

di/  _  3 

dx         T.\/i  —  x- 

Cette  dérivée  varie  de  —  à  l'infini,  ce  qui  permet  de  tracer  d'une  manière  vraisemblable  la  courbe 

KMR  représentative  de  l'éclairement. 

3.  Supposons  maintenant  que  les  faces  du  prisme  réiléchissent  la  lumière  issue  de   S.    L'image  M 
du  point  S  donnée  par  la  face  AC  est  symétrique  de  S   par  rapport  à   AG.    Pendant  la  rotation,    AG 
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envelo[ipi?  un  cercle  d'un  cen- 
timètre de  rayon  ;  le  milieu 
de  SM  décrit  la  podairo  de  ce 
cercle  par  rapport  à  S,  c'est- 
à-dire  un  limaçon  de  Pascal 
et  le  point  M  décrit  un  lima- 
çon homothétique  du  premier 
par  rapport  à  S.  Pour  que  S 
donne  une  image,  il  est  né- 
cessaire qu'il  soit  du  côté  de 
la  face  rélléchissante,  ce  qui 
lait  que  M  ne  décrira  que  la 
boucle  intérieure  du  limaçon, 
car  M  viendra  en  S  quand  le 
prolongement  do  AC  passera 
par  ce  point.  L'œil  pourra  donc 
apercevoir  cette  boucle  ou 
une  partie  seulement  de  cette 
boucle. 

Pour  que  l'œil  de  l'obser- 
vateur aperçoive  un  point 
donné,  M.  de  la  courbe,  il  doit 
être  compris  dans  l'angle  AMC 
formé  par  les  rayons  réfléchis 
extrêmes.  Supposons  AC 
dans  la  position  AiC,  dont  le  prolongement  passe  par  S  ;  les  deux  côtés  de  l'angle  AMC  sont  alors  con- 
fondus suivant  cette  droite.  Quand  la  face  AC,  on  tournant,  ira  prendre  la  position  symétrique  AjC., 
le  faisceau  réfléchi  aura  balayé  tout  l'espace  compris  dans  l'angle  rentrant  AiSC-..  Donc  de  tout  point 
situé  à  l'intérieur  de  cet  angle,  on  pourra  voir  une  partie  de  la  courbe  décrite  par  M,  et  de  tout  point 
extérieur  on  ne  verra  rien. 

Nous  avons  supposé  la  source  S  réelle  ;  alors  les  rayons  qui  en  émanent  doivent,  pour  donner  une 
image,  rencontrer  la  surface  réfléchissante.  Mais  si  la  source  S  est  virtuelle,  il  est  possible  que  les 
rayons  lumineux  qui  se  croisent  en  ce  point  rencontrent  une  face  du  prisme  dans  une  position  quel- 
conque ;  alors  la  seconde  boucle  du  limaçon  devient  visible.  On  peut  imaginer,  à  cet  effet,  ou  bien  que 
les  rayons  incidents  tournent  en  même  temps  que  le  prisme,  tout  en  convergeant  au  point  fixe  S,  ou 
bien  que  l'on  envoie  des  rayons  convergeant  en  S  à  l'aide  de  sources  situées  dans  des  directions 
diverses.  Par  exemple,  plaçons  en  S  une  source  réelle;  recueillons  une  partie  de  sa  lumière  avec  une 
lentille  convergente  placée  dans  le  voisinage  et,  à  l'aide  de  miroirs  convenablement  disposés,  ramenons 
le  faisceau  ainsi  intercepté  en  S  de  façon  qu'il  tombe  sur  le  prisme  du  côlé  opposé  à  son  point  de  dé- 
part. La  seconde  boucle  devient  visible  cl  réelle,  comme  le  montre  la  portion  de  faisceau  indiquée  sur 
la  figure,  et  si  le  faisceau  de  retour  est  assez  large,  on  aura  celte  boucle  toute  entière. 

M.  LAURENCE,  lycée  de  Bordeaux. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 


I.   —   Mathématiques   (M.    T.\n.\ery). 

4;J1.  —  Uésoudre  iiIgL't'riquument 

(.(.•  +  i  y/T^T?)""  -h(x—i  v'I— a»)"'  =  2A, 
sans  faire  intervenir  de  lignes  trigonométriques. 

l»iscussion.  —  Les  racines  sont-elles  distinctes,  réelles  ? 

''i;J2.  —  Tonslruire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes.  Construire  le  deuxième  foyer;  —  le  cercle 
directeur  ayant  pour  contre  ce  second  foyer. 

Comment  sera  niodiûée  la  solution  si  on  donne  un  foyer,  deux  tangentes  et  un  point  ;  —  un  foyer  et  trois  points  ? 

A'.i'S,  —  Définition  d'un  système  de  diamèlres  conjugués  dans  une  quadrique  à  centre.  —  Equation  d'une  quudriquc 
rapportée  h  trois  diamètres  conjugués. 

Réalité  des  points  de  rencontre  de  trois  diamètres  conjugués  et  de  la  quailri(|uc.  —  Cas  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe. 

■y,i'i.  —  On  donne  l'équation 
(  1  )  (Ào'  +  tt)x'  +  2i}.b'  +  b)x  +  lc'  +  c  —  V. 

Conditions  pour  (|u'elle  ait  deux  racines  égales. 

Iiémontrer  (|uc  si  l'une  des  éciualions  a.i"  +  2hx- +  c  =  0,  a'x' +  2b'x -h  c' —  0  a  ses  racines  imaginaires,  l'équation 
(I)  .1  SCS  racines  réelles. 

1.0  discriminant  de  (I)  égalé  à  0  est  une  équation  du  2°  degré  en  1.  Cette  équation  en  a  a  elle-même  un  discriminant 
qui  est  une  l'onction  de  a,  b  ,c.  Si  on  considère  a,  b,  c  comme  les  coordonnées  d'un  point,  que  représente  l'équation  obtenue 
en  égalant  la  fonction  h  0? 

435.  —  On  donne  deux  coniques  : 

/■(j,  i/)  =  0,  o(x,v)  =  n, 

et  ime  droite    ux  +  vij  +  w  =  0,    qui  ne  rencontre  pas  f. 

Combien  de  coniques  du  faisceau  /■+'.?  sont  tangentes  à  la  droite.'  Kn  écrivant  la  condition  on  aurait  une  équation 
en  A.  Démontrer  ([u'elle  a  ses  racines  réelles. 

Enoncer  et  démontrer  la  proposilion  analogue  pour  l'espace. 

'lîîG.  —  Construire  la  couibe 

:i.r  —  .(■■'    _     3.1/  —  1/' 

1  —  XV-  ~    1  —  :ur- 
Ayant  supprimé  la  droite  i|u'elle  contient,  décomposer  la  courbe  qui  reste.  Généralisation  du  calcul  fait:  si  l'on  a  la 
courbe    Ai/' +  2By  +  C  =  0    (.\,  li,  C   sont  des  polynômes  en  x)  et  que    li=— AC  =  P-,    démontrer  que  dans  les  fractions 

—  B-+-P       -B  — P  .  ,,. 

le  numérateur  et  le  denomuiateur  ont  un  facteur  commun. 


A  A 

437.  —  Si  l'on  pose 


nionlror  (|ue    P„  =  ,e"  h s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  i/. 

X" 

Montrer  ((ue 

P„  =  y\\_,  -  P„_,. 

Itanienur  la  question  au  calcul  de  la  somme  des  puissances  n"  des  racines  d'une  équation. 

Montrer  que  les  racines  du  polynôme    l'„  en  ;/    sont  séparées  par  les  racines  de    P„_i    et  sont  par  suite  toutes  réelles. 

Calculer  ces  racines.  Calculer  les  racines  de 

P„  =  a"  +  ^, 


On  considère  la  courbe 


P„  =  x"^—- 

x" 


se  décompose-t-elle  ?  Parties  réelles,  parties  imaginaires. 

438.  —  Deux  quadriques  qui  ont  en  commun  une  courbe  plane  en  ont  une  seconde.  Équation  générale  des  quadriques 
qui  passent  par  une  conique  donnée. 

439.  —  Limite  de    (Ih j     dans  le  cas  de   m    entier  et  positif. 

440.  —  Plans  diamétraux  dans  les  quadriques. 

Cas  particulier  où  la  direction  donnée  est  asymptotique. 

Cas  parliculier  du  paraboloïde.  Incidemment:  étude  de  la  section  d'un  pnraboloïile  hyperbolique  par  un  plan. 
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441 .  —  Etude  analytique  tle  hi  dislance  d'un  point  ûxe  a  un  plan  tournant  autour  d'une  droite. 

442.  —  ,1-,  J/,  3  étant  les  coordonnées  d'un  point,  on  considère  la  surface 

X=  +  Y=^  +  Z=  +  2a;YZ  +  2}/Z\  +  23XV  =  0. 
Conditions  pour  qu'elle  représente  deux  plans.    On  obtient  ainsi  l'équation  d'une  surface.    Etudier  ses  sections  par  des 
plans  voisins  de      :=1.      Variations  de  l'angle  des  deux  pliins  quand    {.r,y,z)    décrit  la  droite  delà  surface  située  dans 
z  =  i. 

443.  —  Développement  de    L(1+t). 

444.  —  Conique  passant  par  cinq  points.  Discussion  analytique  du  problème. 

445.  —  Equation  générale  dos  coniques  bitangentes  à  la  conique  f{x,y]  =  n  aux  points  de  rencontre  avec 
flx  +  fty  +  c  =  0. 

446.  —  Etant  donnée  une  quadriquc  rapportée  à  ses  axes,  Irouvcr  l'équation  des  quadriques  concentriques  et  ayant 
mêmes  plans  cycliques. 

On  rend  constant  l'un  des  paramètres  de  l'équation,  de  façon  à  avoir  un  faisceau  ponctuel  de  quadriques.  Montrer  qu'il 
y  a  alors  trois  de  ces  quadriques  tangentes  à  un  plim  donné,  qu'elles  sont  réelles,  que  les  droites  joignant  l'origine  aux  points 
de  contact  forment  un  trièdre  trirectangle. 

447.  — Degré  du  résultant  obtenu  en  éliminant  x  entre  f(x)  —  0  et  [\x)  —  ii  =  0.  La  résolution  de  léciuiition  en  i/ 
obtenue  en  anniUant  ce  résultant  peut-elle  servir  à  résoudre    jXx)  =  0    et  comment? 

448.  —  Mélliode  d'approximation  de  .Newton.  L'appliquera  x^ — 100j;+l==Û  en  se  servant  de  la  courbe 
,r'  —  xij  +  i  =^  0 . 

449.  —  Exprimer  ([u'un  plan  est  tangent  à  une  quadrique. 

450.  —  Génératrices  rectilignes  d'un  byperboloïde  à  une  nappe  rapporté  à  ses  axes  ordinaires.  Lieu  des  perpendicu- 
laires communes  à  ces  génératrices  et  à   03.    Projection  sur  le  plan  des  xtj  de  l'interseclion  de  ce  lieu  avec  l'bypcrboloide. 

451 .  —  On  donne  un  point  M,  de  coordonnées  x,  ij,  z,  par  rapport  à  trois  ases  rectangulaii-es  O.r,  0//,  0;,  et  une  droite 
0>,    passant    par    l'origine.    On   fait    tourner  M   autour  de   OX   d'un  angle  V.  Coordonnées  de  la  nouvelle  position  M'  de  M 

V 
(On  introduit  le  moment  du  vecteur    OA  =  tg  —    pris  sur  0).  par  rapport  au  milieu  K  de  MM'). 

452.  —  Propriétés  des  cubiques  gauches. 

453.  —  Equation  générale  des  quartiques  ayant  pour  point  double  l'origine.  Etude  de  ces  courbes. 

454.  —  La  conique 

Kx^  ^-  2Bj;i/  4-  Ci/»  +  2D.r  -i-  2Ej/  +  F  =  0 
coupe  le  faisceau 

(o  +  >.  a/).ï»  +  2(fc  4-  'i.b')xii  +  (c  +  Ac'))/-  =  0 
en  quatre  points.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  deux  de  ces  points.  Etude  du  cas  particulier  on     h  =  (/'  i:=  n. 

455.  —  Trièdre  trirectangle  inscrit  dans  un  cône  de  degré  quelconque  ;  le  problème  est-il  déterminé?  A-t-il  toujours 
des  solutions  ?  Cas  du  cône  de  second  degré. 

Mathématiques  (M.  Corel). 

456.  —  Somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique. 

457.  —  Construire  la  courbe 

t=  — 1!                           2(t'  — 2) 
■^  =  -^'  y  =  — p 

Quelle  est  sa  classe?  Propriétés  des  tangentes  issues  d'un  point.  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes 
rectangulaires. 

458.  —  Développement  en  série  de     (\.  +  x\". 

459.  —  Lieu  du  point  commun  aux  droites 

(2.r  +  ly  +  ï  -  0,  f(ax  +  Inj  -+  c)  +  l(a'x  +  b'y  +  i;')  +  a"x  +  b'ij  -t-  c"  =  0 

quand  /  varie.  —  Kecliercbe  des  points  doubles. 

'^•'0.  —  Sur  le  cercle  a;  =  R  cos  ?,  »/  =  I!  sin  <?,  on  considère  les  points  définis  par  les  paramètres  Çi,  oj,  Uj,  ■i^, 
Trouver  l'équation  de  la  parabole  passant  par  ces  quatre  points.  Interprétation  géométrique  des  résultats  obtenus.' 

461 .  —  Série  de  Taylor. 

462.  —  Tliéoi'ème  de  Descartes. 

463.  —  Etude  de  la  courbe 

1  I  1 

.'/  —  ■ 


l  —  u  l  —  Il  t  —  c 

On  considère  les  tétraèdres  m,  vh  Vh  nh  dont  les  sommets  sont  sur  la  courbe  et  dont  les  arêtes  opposées  sont  rectangu- 
laires. Les  hauteurs  de  ces  tétraèdres  concourent  en  im  point  de  la  cubique. 

Le  cône  dont  le  sommet  est  un  point  quelconque  île  la  courbe  et  la  directrice  la  courbe  ello-iuéme  est  capable  d'une 
infinité  de  trièdres  trirectangles. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  157 


'»()'!    —  Déleiminanis.  —  Définition;  propriétés;  développement. 

465.  —  On  donne  lu  coniiiuc 

al-  -h  bt  -*-c  a't-  +  b't  +  c' 


X  -  ....,  .  ..„.  .  .„'        y  = 


al^  -+-  b"t  +  c"  a-f  -h  b'I  +  c' 

Ml,  Mj  étant  les  points  définis  par  t,,  l:,  trouver  l'équation  de  Mi  .Ma.  Enveloppe  de  cette  droite  quand 

xt,h+  Jit,  +  ?7i  +  r  =:  n. 
Cas  où    ,3  =  ?'  ;  cas  général. 

466.  —  Théorème  de  RoIIe. 

467.  —  On  considère  en  coordonnées  rectangulaires  la  courbe 

X  =  t\  Il  =  l\  z  =  IK 

Degré  de  cette  courbe.  Itelation  entre  les  (  de  1  points  de  cette  courbe  situés  dans  un  même  plan. 
Intersection  de  la  courbe  avec  une  sphère.  Itelation  entre  les   /   de  8  points  situés  sur  une  mime  splière.  Si  4  de  ces 
points  sont  dans  un  même  plan,  les  4  autres  le  sont  aussi.  Condition  pour  que  les  4  points  de  la  courbe  situés  dans  un  plan 
soient  sur  un  cercle.  Surface  engendrée  parce  cercle  quand  le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

't{\H.  —  Résolution  de  n  équations  linéaires  à  n  inconnues. 

46it.  —  On  donne  en  coorilonnées  rectangulaires  la  courbe 

Construire  cette  courbe. 

Intersection  .ivec  une  droite.  Itelation  entre  les  l  de  trois  points  en  ligne  droite. 

l'iecherche  des  points  d'inflexion. 

Intersection  avec  une  conique.  Relation  entre  les  (  de  six  points  placés  sur  une  même  conique.  I,'ap[diquer  à  la 
reiherche  des  coniques  tritangenics  h  la  courbe.  Equation  générale  des  coniciues  passant  par  l'origine  et  bitangentcs  à  la 
courbe.  Recherche  des  coniques  coupant  la  courbe  en  6  points  conl'ondus  en  un  seul. 

470.  _  On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  qui  a  pour  centre  un  foyer  de  l'ellipse  ;  on  demande  le  lieu  du  pùle  par 
rapport  au  cercle  d'une  normale  variable  a  l'ellipse. 

471 .  —  Construire  la  courbe 

X'-  {l  —  a){l—b), 
y^  —  {t  —  e){t  —  d). 
Discussion . 

472.  —  On  considère  les  deux  coniciues 

Ax'  -h  2^xy  +  C;/'  -t-  2j  =  0. 
.Vj,'  +  2B'xy  +  Ctf  -t-iy  —  n-, 

on  demande  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  au  triangle  MNP  formé  par  les  trois  points 
communs  il  ces  coniques  autres  que  l'origine.  Quelle  est  la  position  du  lieu  trouvé  par  rapport  au  triangle.  Equation  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ;  trouver  les  coordonnées  de  son  orlhocentre. 

473.  —  Soit  la  courbe 

.1=  (1  cos  ?,  y  =  b  sin  'î; 

condition  pour  que  les  points  correspondants  aux  paramètres  -Ji,  =s,  'fa,?»  soient  sur  un  même  cercle. 

Physique  (.\I.  Cotto.n.) 
'»74.  —  Spectroscope. 

475.  —  Oculaire  il  micromètre. 

476.  —  Variations  lie  ;/.    Incidemment:    équation   aux  dimensions  d'une  vitesse  angulaire;  qu'est-ce  que  la   force 
centrifuge  .' 

477.  —  Manomètres.  Cas  des  hautes  pressions  et  des  basses  pressions. 

478.  —  Lunette  astronomique.  Mesure  du  grossissement. 
47{).  —  .Vchromatisrae  dans  les  prismes  et  les  lentilles. 

480.  —  Mesure  de  la  tension  maxinia  de  la  vapeur  d'eau  pour  les  températures  voisines  de  la  température  ambiante 

481.  —  Mesure  de  la  distance  focale  d'une  lentille  divergente. 

482.  —  Anomalies  de  l'œil. 

483.  —  liaromètre-balance. 

484.  —  Capillarité.  —  Formule  de  Laplace. 

485.  —  Miroirs  concaves. 

486.  —  Mesure  du  coefficient  de  dilatation  de  l'air  par  Regnault. 

487.  —  Mesure  du  coefficient  de  dilatation  du  mercure  par  llegnault. 
■'iSS .  —  Mesure  de  la  vitesse  de  la  lumière  par  la  méthode  de  Foucault. 

489.  —  nétermination  du  coefficient  de  dilatation  du  mercure  par  Regnault. 

490.  —  Lunette_de  Galilée.  —  Mise  au  point. 
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491.  —  Densité  des  g;iz. 

492    —  Mveau  à  bulle  dair.  — A  l'aide  du  niveau  comment  rend-on  un  plan  horizontal  .' 

493.  —  Mesure  de  la  distance  minima  de  la  \ision  distincte. 

494.  —  Lunette  astronomique.  —  Mise  au  point  et  grossissement. 

495.  —  Mesure  de  la  densité  des  solides  par  la  méthode  du  flacon. 

496.  —  Comment  reconnait-on  que  la  chambre  d'un  baromètre  contient  de  l'air.'  Correction  correspondante    des 
mesures  laites  avec  ce  baromètre. 

497.  —  Réglage  d'un  collimateur  pour  l'infini. 

498.  —  Chaleur  spécifique  des  gaz.  —  Méthode  de  liegnault  pour  la  détermination  de  C. 

499.  —  Détermination  de  l'aberration  longitudinale  d'un  miroir. 

500.  —  Poids  d'un  volume  donné  d'air  humide  connaissant  la  pression  et  l'état  hygrométrique. 

501 .  —  Déterminalion  du  centre  optique  d'une  lentille  plan-convexe. 

502.  —  Mesure  des  indices  de  réfraction  par  la  méthode  do  la  réflexioji  totale. 

503.  —  Mesure  des  tensions  maxima  de  la  vapeur  d'eau  aux  hautes  températures. 

504.  — l'hénoménes  capillaires. 

505.  —  Calorimètre  à  glace  de  Bunsen. 

506.  —  Indices  de  réfraction  des  gaz.  —  Méthodes  de  Biot  et  Arago  et  de  Dulong. 

507.  -  Oculaire  d'Huyghens. 

508.  —  Rendre  un  miroir  vertical,  le  rendre  liorizontal,  rinclinci  il  45". 
Ô09.  —  Chaleur  s|iéciQque  des  solides. 

510.  —  Vitesse  de  la  lumière.  —  Méthode  de  Fizeau. 

511.  —  Principe  des  hygromètres  à  condensation .  —  Masse  d'iui  volume  d'air  humide. 

512.  —  Formation  de  l'image  et  marche  des  rayons  lumineux  dans  le  microscope.   —  Variation  de  l'image   définitive 
avec  la  distance  de  \isée  et  la  distance  frontale.  Miroirs  de  Foucault. 

513.  —  Appareil  de  M' Berthelot  pour  la  chaleur  de  vaporisation. 

514.  —  Loupe. 

515.  —  Balance. 

516.  ^  l'ropriélés  et  usages  de  l'aïuiciu  oculaire  dans  les  instruments  d'optique,  en   p.irticulier  dans   le  télescope 
de  Newton. 

517.  —  lUstribution  des  images  dans  un  système  de  deux  miroirs  plans  inclinés. 

f.i  siiivre.) 

♦ 
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2000.  —  Klanl   données  deux  coniques  S  et  S'  de  centres  0  cl  0',  une  tanf;enle  à  S  parallèle  à  00'  est 

rencontrée  par  les  quatre  tangentes  coniniunes  aux  deux  coniques  aux  points   Ai,  Ai,  A3,  Aj.    Monirer  que  si 

M  est  le  point  de  conlact  de  la  tangente  et  si  a  est  la  longueur  du  dcmi-diamèlrc  de  S  dirigé  suivant  OU',  on  a 

MAi.MAî.MAa.MAj  =  a*. 

Vas.mer. 

2001.  -  ICtaut  donnée  une  liypocycloïdc  à  trois  rel)rousscnienls,  on  mène  par  chaque  point  X  de  la 
rourbe  la  droite  A  qui  l'ait  avec  la  tangente  en  A  un  angle  donné  ').  Par  un  point  M  du  plan  passent  trois 
droites  A  auxquelles  correspondent  trois  points  .Vi,  Ai  et  A3. 

1»  Trouver  le  lieu  S  des  points  M  tels  que  les  trois  points  Ai,  A2,  .\t  soient  sur  une  même  droite  D  et 
montrer  que  ce  lieu  ne  dépend  pas  de  0. 

2°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  D  correspondant  à  l'angle  0  et  étudier  les  variations  de  cette  enveloppe 
quand  0  varie. 

3°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  I)  correspondant  à  un  inéinc  point  M  de  S  et  étudier  les  variations  de 
cette  enveloppe  quand  M  se  déplace  sur  S. 

L.     HiCK.iRT. 

2002.  — Klanl  donni'cs  deux  droites  rectangulaires  O.);  et  (h/  et  une  circonfi'rence  louchant  ces  deux 
droiles,  démontrer  que  le  loyer  d'uni'  parabole  touchant  Oa-,  0;/  el  la  circonférence  donnée  décrit  une  circon- 
férence tangente  ;i  Oa;  el  Oi/. 


ÉGOLK  CENTIULE 


isy 


Démontrer  qiiu  lu  corde  de  contact  lie  1,1  |j:iraljoli' avec  l'aiii;li!    xOy    enveloppe    uni'    liyperljole   l'quilalère 
avant  pour  foyer  le  point  U. 

Uobert  Bolvaisï. 


2003.  —  I. 'équation 


1  !  /i  2  .  n- 


— ! i_/K"--  -I ! '— !— .-r'i-a 


3  :  n^ 


x»-'  +  .  ..  =0 


a  toutes  ses  l'acines  réelles. 

Montrer  ([ue  si  réqualion     f[x)  =  0    a  tontes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

N.  Abrauescu,  étudianl  ;i  Riicarest. 


DEUXIÈME   PARTIE 


ÉCOLE  CENTRAIJi:  (1902,  t"  session, //«.) 


Trigonométrie. 

PROItLKME 

1139.  —  Dans   un  trapèze  ABCD,  on  donne  li-s  denr  luises     DA  =  (/,     HC  —  b,     le  côté     AB  —  a 
fl  la  surface  S  ; 

1"  Calculer  les  angles  et  le  côté  CD  du  trapèze; 
2"  Calculer  les  angles  ri  Ir  côtr  CD  dans  l'hypothèse 

d-hl> 


S  = 


/„a  _  ((/  _  Ij"-) 


3"  Construire  les  solutions  précédentes  sur  les  données  suivantes  : 

Désignons  par  //  la  liauleur  du  trapèze,  on  a 

S  =  — ^  X  /(, 


d'où  on  tire 


/(  = 


2S 
d-hb 


on  est  donc  ramené  ;i  déterminer  un  trapèze  connaissant  les  deux  bases  (/,  b,  le  côté  a  et  la  hauteur  h. 

1"  Calcul  des  angles  et  du  côté  CD. 

11  suffira  pour  déterminer  les  angles  du  trapèze  do  calculer 


les  angles  A  et  D.  Or  on  a 


h  =  a  sin  A 


h  d  A 

Cette  valeur  n'est  acceptable  que  si 

2S 
a{d  +  b) 


d'où 


sin  A  =  — 


2S 


a  a(d  H-  b) 


sï;  1  OU  encore  2S  <  o(û!+  b). 
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Supposons  cette  condition  remplie;  à  la  valeur  trouvée  pour  sia  A  correspondront  deux  angles,  lun 
aigu,  l'autre  obtus,  acceptables  tous  les  deux.  Le  problème  admettra  deux  solutions. 
Reste  à  calculer  le  côté  c  et  l'angle  D.  Nous  aurons  les  deux  équations  : 

h  =  c  sin  U, 

d  =  ccosD4-i  +  "COS  A, 

2S 
dans  lesquelles  il  faut  remplacer  li  par  sa  valeur  — j-  et  cos  A  par 


A  4S^~"       _  _^  Md+/-)^-4S^ 


a-{d  -h  bf  a{d  -+-  li) 

le  signe    -t-     correspondant  à  A  aigu,  le  signe  —  à  A  obtus.  On  a  donc 

2S 


sin  D  = 


(/  H-  h 


d'oîi 


tP  —  h^  zTi  s/a^d  +  hy  —  4S-^ 

c  cos   D    =   ^^ ; ; 

(ÏH-  6 

d—b 


(■2  =  (d-  by  +  a2  rp  2  -^ ^a\d  -^  hf  —  iS'^ 


*^°'S"=  2S 

ces  formules  résolvent  le  problème  dans  le  cas  général.  Il  serait  facile  de  les  rendre  calculables  par 
logarithmes . 

2°  Cas  particulier  oit     S=  • — ^— •    ^a-  —  {d  —  bf  .—       Dans  ce  cas 


h  =  ^a'^  —  (d—b)\ 


sin  A  =  -  =  V/  1  —  ^'      /^ 


A  =  A  =  v'' 

Il  » 


cos  A  —  : 


(supposant    d^b    pour  fixer  les  idées). 

Les  équations  qui  donnent  c  et  D  deviennent 

c  sin  D  =:  v/o-  —  (d  —  //)-, 
c  cos  D  +  i  ±  [d  —  //)  =  d. 
Prenant  le  signe  h-,  il  vient 

c  cos  D  =  0,  d'où  cos  D  =  0,  D  =  90». 

r  =  ^/a-  —  (d—  by-  (=  h). 


On  a  un  premier  trapèze  ayant  un  angle  aigu  en  A.   l'angle  B  supplémentaire  de  A  est  obtus,  les 

ccosD  =  2((/  — i), 


angles  C  ot  D  droits. 

Prenant  le  signe  —,  on  trouve 


csinD=  ■Ja'—{d—by\  f 

c^-  =  a-  -h'6{d  —  by-, 

2{d  —  b)      • 


On  a  ainsi  un  second  trapèze  présentant  un  angle  obtus  en  A;  l'angle  B  est  aigu,  l'angle  D  aigu  éga- 
lement et  l'angle  C,  supplémentaire  do  1),  obtus. 


ECOLE  CENTRALE 


IGI 


3°  Construction  du  trapèze.  —  Prenons  d'abord  le  cas  général  ;  on  donne  d,  a,  h  el  la  surface  S,  ce 

i\VL\  revient  à  donner  d,  a,  b  et  la  hauteur  h.  Nous  tiace- 

y'         C  C    ^ ç:''         ~"-,^' ^-     rons  deux  droites  parallèles  a;'.r,  i/'y  dont  la  distance  soit 

égale  à  h.  Sur  l'une  d'elles,  x'x,  nous  prendrons  AD  =  d 
et  du  point  A  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  n  nous 
décrirons  encore  un  cercle  qui  coupera  y'y  (a  >  h]  en 
deux  points  B  et  B'.  En  portant  sur  la  gauche  BC=:B'C'=6 
nous  obtiendrons 

les  sommets  C  et  C  des  deux  trapèzes  répondant  à  la  ques-     / ^c_  b  ^- ~-  B'        V 

tion  ;  savoir  ABCD  ayant  un  angle  aigu  en  A,  AB'C'D  ayant  un 
angle  obtus  en  A. 

Dans  le  cas  particulier  du  n°  2,  /;  est  le  second  cùlé  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est 
AB  =  n  et  l'autre  côté  Ali  =  d  —  b.  Ce  triangle  a  été  con- 
struit sur  la  figure  avec  les  données  numériques  de  l'énoncé    -, ^ 

réduites  au  tiers  (n°  3).        AB  =  a  =  8«'",     AU  =  rf —  6  =  3"». 
Connaissant  h,  on  Irace  la  droile  y')/  parallèle  à  x'x.  La  construction  s'achève  comme  précédemment. 

P.  L. 

Bonne  solution  do  M.   A.  IIauuu,  élève  de  Mathématiques  Supérieures  au  lycée  de  Lyon  et  de  M.   Joseph  Franleschim, 
lycée  de  Marseille. 


Calcul 

1140.  —  Cdlculrr  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont  à  l'équation 

log  sin-   r  =  (log  a'')-  Ig  a. 
a  =  146°  fiS'  27"  13,  «  =  1 ,240561 . 

L'équation  proposée  peut  s'écrire 

log  sin-  X  =  —  (loga')-x  tg(Tr  —  a). 

Désignons  par  o  l'arc  du  premier  quadrant  défini  par  l'équation 

log  sin-  o  =  — (log  a^j  tg(t  —  a). 

L'équation  proposée  devient 

log  sin-  X  =  log  sin-  o, 

d'où 

sin^  X  =  sin^  o, 
sin  X  =  ±  sin  o  =  sin  (dz  o). 

On  en  déduit  deux  séries  de  solutions  : 

x'  =  2A--=h<f, 

x"  =  (2A--)-l)-zFo, 
qu'on  peut  réunir  dans  la  formule  unique 

Nous  aurons  le  plus  petit  des  angles  positifs  répondant  à  la  question  en  prenant 


d'où 


L'équation  qui  donne  l'arc  9  peut  encore  s'écrire 

2  cologsin  o  =  (loga^jHg  (tt  —  a). 
Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient 

log2-(-log[cologsin(p]  :=  21og(31ogffl)-t-logtg  (tc  — a), 

log  [colog  sin  o]  =  2  log  3  -t-  2  log  (log  a)  +  log  tg  (n  —  a)  -1-  colog  2. 
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Faisant  le  calcul,  on  trouve 


On  en  déduit 


log[cologsino]  =  2,4088777. 

cologsin  o  =£,0236376, 
logsin  9  =7,9743624, 
o  =  70°30'21",21. 


P.  L. 
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ECOLE   CENTRALE  (1902). 


Arithmétique  (M.    Coubette). 

2021.  —  Preuve  par  9  de  la  division. 

2022.  —  A  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B,  quel  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'  et  B'  ? 

2023.  —  Si  un  nombre  N  est  divisible  séparément  par  trois  nombres  A,  B,  C  premiers  entre  eus  deux  à   deux-,   il   est 
divisible  par  leur  produit. 

2024.  —  PUis  petit  multiple  commun  de  deux  nombres  A  et  B  non  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers. 

2025.  —  Plus  petit  multiple  commun  de  trois  nombres  A,  B,  C  premiers  entre  eux  deux  h  deux. 
2020.  —  Le  produit  de  cinq  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  5  ! 

2027.  —  Si  m  est  un  nombre  premier,  C^,  est  divisible  par  m. 

2028.  —  Sachant  que  16  et  21  sont  premiers  entre  eux,  démontrer  que  la  fraction  — -  est  irréductible.  La  fraction  -— - 
est-elle  aussi  irréductible  ? 

2029.  —  Condition  pour  qu'une  fraction  irréductible  —  soit  égale   à  une   fraction   dont  le  dénominateur  est  une 

puissance  de  13. 

2030.  —  Calculer  les  produits 

1  1 

-  X  \/3    îi  1    à  près, 

^  100  1000    ^ 


2031 .  —  Calculer  les  quotients 


2032.  —  Calculer 


«     n  ■■   „„  près, 

1(100  '^ 

•z^    a   '  a  près. 

100  1000   ^ 


43,7         1 

à près , 

0,28        100  ^ 

.3        e  1         . 

1  — =:  à  près , 

v/5     s/5       100  ^ 

3     it        1 

— ,  —  a près. 

-    e      lOU 

,-,1.1 

Jt.  a ,  a  près, 

^  100  1000    *^ 


,'1,8    .       1  . 

a  -- —  près , 

c  100   ^ 


2033.  —  Démontrer  que      '"^a  =   '"J^.      Appliquer  au  calcul  de  ^2,  ^3,  \/^  à  —  près. 

2034.  —  Les  dimensions  d'un  rectangle  sont  45m,7  et  38'",t;  à —  près.   Avec  quelle  approximation   peut-on  avoir  sa 

1 

surface?  —  Même  question  avec  un  rectangle  dont  les  dimensions  sont  2"". 39  et  1™,75  à près. 

^  lUO 
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2035.  —  La  surface   latérale  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  est  52''""1J  ;  l'apothème  mesure   23''°>.  Calculer  le 
rayon  de  base  à  1"""  près. 

2036.  —  La  surface  d'un  cercle  est  42""I,31.  —  Calculer  son  rayon  à  — —  près. 

2037.  —  La  surface  d'un  cercle  est  .381  ares.  —  Calculer  son  rayon  à  1™  près. 

2038.  —  Le  volume  d'un  cylindre  est  de  753''"<'  ;  la  hauteur  est  de  2n>  ;  calculer  le  rayon  de  base  à  l-"  près. 

Algèbre  (M.  Combette). 

2039.  —  Résoudre  le  système    ax -h  by  =  c,    a'x-hb'y  =  c'    par  la  méthode  de  substitution. 

2040.  —  Résoudre  les  systèmes 

!-ix  —  îy+5z  =  i\,  I3x  —  2y-i-z  —  l,  [  ix  —  I2y  +  3z  =  2, 

2x-h3y  —  iz=    5,  I  4.r-4-3î/  — 3:  =  3,  <  5j- -   3{/  — 2:  =  3, 

5x+   y+   z=    2;  '-x+  y  —  2z  =  2;  (ix—   iy—3z  =  5. 

Kmployer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

2041.  —  Discuter  les  systèmes 

I  2a;  — 3j/+   c  =  0,  \  ix  +  iy  —  Sz  =  0, 

\sx  —  2y  +  3z  —  0,  }    x  —  3y  +  iz  =  0, 

\  lx  —  5y  +  iz  =  0;  f  Sx—  V-+-   3  =  0. 

2042.  —  Déterminer  les  coefficients   A,  B,  C   d'un  polynôme  du  second  degré,  de  façon  que  ce  polynôme  prenne  les 
valeurs  a,  p,  y  pour  les  valeurs    n,h,c  de  la  variable   x. 

2043.  —  Conditions  pour  que  les  deux  équations    air^  +  bx-hc  =  0,    a'x'  +  b'x  -h  e'  =  0    aient  :  1»  une  racine  com- 
mune ;  'i°  deux  racines  communes. 

2044.  —  Résoudre  l'inégalité  . 

x^—l        x-hl 


3-»  — 4 


2045.  —  Transformer     \/\  —  <fB     en  une  expression  de  la  forme    ^±\/y,    .r  et  i/  étant  rationnels. 

2046.  —  Rendre  rationnel  le  dénominateur  de  la  fraction     ■jj= J7=-- 

/S  -t-  /l 

2047.  -  Démontrer  la  formule    Ci;,  —  C',;,-,  -+-  2Ci',r_'.,  -4-  C^J,. 

2048.  —  Soient   m  lettres  a,  b,  c  ...  l.    Quel  est  le  nombre  des  termes  de  la  forme   aftV,  ab'c-   que  l'on  peut  former 
avec  ces  m  lettres .' 

2049.  —  Nombre  des  termes  du  développement  de    [a  +  b  -h  c -hd)'.    —  Coefficient  du  terme  en   a^c. 

2050.  —  Développer    {a  +  b  +  c  +  d)">    par  la  lormule  du  binôme.    —    Coefficient  du  terme  en  a'fcV  ;   du  terme  en 
aWc'd . 


2051 .  —  Etudier  les  séries 


X  X'  X" 


11  ,   .,„  .  » 


1         1.2  n:  y/ï       <J3  ^/n 

sina;        sin2x  sinjix  ■    .      '     ,      '     ,  l      '    j_ 


1  .    ^  ,,-,.,   ^  ^     . 

v'î         \/3  v*^ 

2052.  —  Que  représentent  les  séries 

,  X-  X'  X^ 

2!         4!         6! 

r"        x^        a;' 

X— 1 1- 

3!         0  !         7  ! 

Comment  obtient-on  les  développements  de   cosj  et  sin.r   en  séries  ? 

2053.  —  Limite  de    (  1  +  ■ —  )      pour  m  infini. 

1 

2054.  —  Calculer  e  a  près. 

2055.—  Développer    e    ■>    en  série. 

2056.  —  Résoudre  l'équation    a^^b. 

2057.  —  Que  devient  une  somme  de  20  000  fr.  placée  à  3  •/«  pendant  1  ans  4  mois  10  jours,  les  intérêts  étant  capitali- 
sés à  la  fin  de  chaque  année  '! 
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2058.  —  Au   bout  (ie  combien  de  temps  une  somme  de  10  000  Ir.  placée  à  intérêts  composés  deviendia-t-elle  égale  à 
12  000  fr.,  taux  4  °/o,  intérêts  capitalisés  à  la  lin  de  chaque  année? 

2059.  —  Au  bout  de   combien   de  temps   une  somme    C   placée  à  i  °/o  et  a  intérêts  composés  prend-elle  une  valeur 
triple  ? 

2060.  —  Quelle  somme  peut-on  emprunter  aujourd'hui  en  s'engageant  à  \erser  tous  les  ans  pendant  dix  ans  une 
somme  de  5  000  fr.  à  la  un  de  chaque  année  :     <  =:  4  "/o  ? 

2061 .  —  Valeur  de  l'annuité  h  verser  pendant  dix  ans  pour  rembourser  une  dette  de  20  000  fr.  (taux  4  "/„) . 

2062.  —  On  verse  à  la  fin  de  chaque  année  une  annuité  de  4  000  fr.  pour  rembourser  une  dette  de  60,000  fr.  (taux  4°/o). 
Combien  de  temps  faudra-t-il  pour  rembourser  la  dette  ? 


2063. 

—  Trouver  directement  la  dérivée  de    i/  = 

•^.i. 

2064. 

—  Dérivée  «»  de 

y 

i 

X  — 

a 

2065. 

—  Dérivées  des  fond 
^Jlx\ 
Vtasx', 

ons  sui 

vantes  : 

V5a;=-1, 

y/cos^  4x% 

ysin-  5a;', 
ycos'Sx', 

V'cos  8a;', 

'i'sin'  Ix', 

v'cos'  4j;S 

4  sin' 2a;', 

ces'  5j;', 

tf  Sx', 

sin' (4x^  +  1), 
8  sin'  la;', 
(arc  cos  4,i;')', 
(arc  tg  8a;')=, 
L(arc  tg  7x'), 

5  cos'  Sx\ 
sin'(>), 
(arc  cos  Sx')' 
3(arc  tg  Ixy 
L(arc  sin  8.r' 

) 

cos'  4a;=, 
(arc  sin  5.t')", 
5(arc  cos  8,r')', 
8(arc  tg  5a;')', 
(L  arc  cos  8x')', 

tg'  5,x', 

[arcsin(x«  — 1)] 
(arctgSxT, 
L(cos  Sx'), 
L(7x'sin=a;'), 

VL(arc  cos  8x'), 
4a:ï-i-l 

sin*  ix  X  tg' 
4a;' 

7a;', 

tg'(a;*-l)X3'^', 
tg=  W 

46.r 

sin'  4.T' 

sin'  .ïo;' 

5v/3i-  —  5 

4  sin'  5x' 

tg'-  8a;= 

cos'  2x' 
4  tg'  Sx' 

cos*  3j:' 

cos'  4a;* 

5U' 

x^, 

(3a;p+i, 

5x^-, 

(2x'-l)«S 

(2a;— ^)'■'^ 

(4a;= 

■+-3y^\ 

{x'-  —  3f'^''- 

(sin  .r)"5  '^, 

(sin.T)"'B^. 

2066.  —  Calculer  la  dérivée  par  rapport  i  x  lie  la  fonction  y  déljnie  par  chacune  des  équations 

sin'  X  —  3  cos-  ?/  +  1  =  0, 

sin^  3x  —  5'."  =  ! , 

3^2  _  5Lj/  H-  sin'  .r'  -  1  =  0 . 

2067 .  —  Primitives  des  fonctions  suivantes  ; 

2x 1 

y'  =  5",  »/■  =  2.r.53f^  ;/■ 

X  2,r  —  1 

y  = 1  j/  = w' 

.rî  —  5x  +  (i  Sx-  —  ix  +  1 

1  ,  x  —  3 

y   =  —, — T'  !l  =  —1 7  '  ?'   = 

.t'  —  .T  +  1  X'  —  X  +  \ 

3x  —  1  ax-h  h 

x--hx  +  2  ■'         (x  —  2)' 

,         x''  —  1  ,  X-  —  1 

^  ~  (X  —  3)'  '  •''  ~  {x-¥t\[x  —  :\f  '  ■' 

,  _  a''  -I- 1  .  _        ^ 

^  ~   (x-lrtx-2)''  y  -   y/5iM^t  "  •' 

5x  +  3  ,  5x  —  1 

y  =  >  v  =    .  y 

X  -  3 

y/x'  -4-  1 

3x  +  1 

y  =  ,.  ..    .'  y 


ix-  —  ix  +  1 

.r  — 3 

X»  —  X  +  1 

ax-+-  h 

(J.--2I' 

.x=-l 

(x-4-2)(X-3)= 

X 

y/5.r"  -1-  1 

5x-  1 

y/4-X^ 

2x  — 3 

y/x=  +  0 

X-l-2 

y/Sx"  -H  1 

X-l-2 

x'-i' 
-ix  —  \ 

x--f-3  ' 

4X-I-1 

x=  -H  X  -M 

X-  -+-  1 

(x-2)' 

x^  +  \ 

(.r-2)(X-3r- 

x  —  l 

y/l-4x' 

x-3 

y/x«-l 

Sx -1-1 

sl¥~-^i' 

2x-l 

y/x"  — X-l-ï 


\/x'  -h  X  -H  1  y'x*  -I-  2x  —  1 


y 
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i/'  =  siti-,c,  y'  —  s'm'x,  i/' =  siii' x.  cos' a;, 

y'  =  tg  J-,  y'  =  tg' X-,  y'  =  tg'x,  (/■  =  tg*.c. 

'  =  sin  n,c  — -M.sin  (2a;  H j.  y'  =  sin  (Sx-t- a).  sin(2x  4-  ?). 


^^  ^5  rn'n    ^_    ï^iiil 

2068.  —  Limites  de .     c|iiaiut  x  tend  vers  a. 

x'  —  a'        x"  —  w 

o«/-n         T-     •.       1       sin' S.r  —  tg=  5a;       sin=  ûa;— tg  2a;.  sin  te 

2069.—  Limites  île    > qiMnd  x  tend  vers  0. 

Ig  ix.  sin  Ix  sin  8a;.  tg  5a; 

;j.f 7J  3x- t^ix 

2070.  —    Limite  iiour    x  =  0    de     • 

2-f  —  5-r  2"  —  5-r 

2071.  —  Limite  de     (I  +X)'i,    quaml  x  tend  vers  0,  saoliant  que    xy  —  2. 

2072.  —  Limites  pour    a;  =  0    des  expressions  suivantes  : 

(1  —  sina;;<'"'B"^,  (1  —  sin  j)"»*''^,  (1  —  Ssina;)"'!;^-', 

(i  +  tg.T)''-<"K%  (1  -  2  iga;)"'i>"^,  (1 -atgSxj'^'ïs-'. 

2073.  —  litudier  les  variations  des  fonctions  : 
y  —  xHa—x)\  y  ■=       ~    ■  y  = 

x'  -h  1 

x^  —  1  x'  +  l 

H   =   .  Il   =  ,  Il  = 

•'       x'-i  ■'       2a;'  — 1  ■' 

y  =  sm'x.coi'x,  «  =  sin'x.cos=a;,  y  = •  y  =   „  .    , - 

1  —  co^.c  Jsin^a;-! 

2074.  —  Minimum  de    l'tX  +  Ty    sachant  que    x'y•=:^. 

Hx) 

2075.  —  Développer  le  polynôme  f\x)  par  rapport  aii\  puissances  croissantes  de     x  —  a.    —  Limite  de 


x' 

a;'-l- 

X'  — 1 

x'  -1-  .C  -  1 

1  +  3sin  X 

(x  —  a)!'  ' 
sachant  que  (i  est  racine  multiple  d'ordre  p  (le  l'équation     /'(.r)  =:  0. 

2076.  —  Equation  qui  donne  tg  —  en  fonction  de  tg  a  ;  ramener  cette  équation  à  la  l'orme    x'  -t- px  -i-  q  =  0. 

2077.  —  Conditions  pour  que    x'  +  px- +  f;x+ r  =  0    ait  une  racine  douhle. 

2078.  —  Conditions  pour  que  a  soit  racine  triple  de    x' •+- px- 4- c/x  +  r  =  0. 

2079.  —  On  donne  l'équation    x'  —  5j;  ■+-  r  =  0  :    déterminer  r  pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double. 

2080.  —  f[x]  =  0  étant  une  équation  entière  qui  a  toutes  ses  racines  réelles,  montrer  que  l'équation  f{x)  -h\f'(x)^=  0 
a  aussi  toutes  ses  racines  réelles,  X  désignant  une  constante  donnée 

2081.  —  Démontrer  que  si     f{x)  =  0    a  tontes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  /"(x). 

2082.  —  On  donne  une  équation  algébriciue  à  coeflicients  entiers,  reconnaître  si  cette  équation  a  des  racines  commen- 
surahlcs. 

2083.  —  Si  —  est  racine  do  l'équation    f{x]  =  oo.r-' +  iiix'" -I- «jX  4- «3=  0    à  coefficients  entiers,  le  quotient  de    f[x) 

P 
a 
par    X r-    a  lui  aussi  des  coefficients  entiers. 

2084.  -  Condition  pour  que  l'équation  x^  +  px -h q  =  0  ait  ses  trois  racines  réelles.  —  Même  question  pour 
l'équation    x^  +  px-  +-  qx  -+-  r  =  0. 

2085.  -  Résoudre  les  équations 

x^  — X4-o  =  0,  x'  — 5x4-2  =  0,  .(■'  — 4x— 1  =  0. 

2086.  —  Etudier  les  racines  de  l'équation  .e'  —  2x' +  I  =  0.  L'équation  admet  la  racine  x  =  l;  on  fait  disparaître 
cette  racine  ;  étudier  l'équation  obtenue    x^  —  x-  — x  —  1  =:  0. 

2087 .  —  On  donne  l'équation  x'  +  px  +  q  =  0 .  —  Condition  entre  /)  et  q  pour  que  cette  équation  ait  le  plus  grand 
nombre  possible  de  racines  réelles.  —  Ne  reconnait-on  pas  à  première  vue  l'existence  de  raeines  imaginaires.  —  Discuter  en 
étudiant  les  points  de  rencontre  de  la  courbe    j/  =  x'    avec  la  droite    y  ^  —  px  —  q. 

2088.  —  Etudier  les  équations 

x'+x-5=0,  x'-2x-3  =  0.  x'-5x-2  =  0,  x'-5x-3=0, 

x'  +  x'  -  1  =  0,  X'  4-  x^  —  3  =  0,  x'  —  2x'  —  1  =  0,  X'  +  2x^  —  1  =  0, 

x'-3x-l=0,  x^4-7x  — 1=0,  x=— 2x'-l=0,  x^' -  2x' +  1  =  0, 

X»  +  2x=-l=0,  3x^-2x'  +  4  =  0,  x«-5x  — 2  =  0. 

2089.  —  Etudier  l'équation  x'— 2x— 1  =  0.  —  Concavité  de  la  courbe  j/  =  x'  — 2x  — 1  entre  x  =  l  et 
X  =:  2.     —  Approcher  de  la  racine  comprise  entre  1  et  2  par  la  méthode  de  Newton. 

2090.  —  Même  question  pour  l'équation     x'' — 3x  — 1=U. 
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2091 .  —  Résoudre  les  équations 


Trigonométrie   (M.  Combette). 

cos  (  3j; ^  j  =  siii  (  2x—  -J^  ], 

sin  (  3j; ^  j  -i-  cos  f  2x  H — ^  j  =0, 

tg(  2a; — —\  +  cotg  rxr  +  —  j  =  0. 


a  a  a  a  2a 

2092.  —    Calculer  tj;  —  connaissant   cos  a  ;    cos  —,    sin  —  connaissant  tgo  ;    cos  —  connaissant    ces  a;    tg  -r- 

connaissant  tg  a  ;  cos  —  connaissant  cos  2a  ;  sm  —  connaissant  sin  2a  ;  tg  —  connaissant  tg  a. 

2093.  —  Calculer  sin  9°,  sin  15°,  sin  18°. 

2094.  —  Limite  du  produit  cos  —  ■    cos  —  . . .  cos  -—  pour  n  infini. 

2095.  —  Transformer  en  produits  les  expressions 

sin  a  +  sin  6  +  sin  c  —  sin  (a  +b+  c), 
1  —  cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  c  —  2  cos  a  cos  6  cos  c 

2096.  —  Calculer  tg  —  sachant  que     a  cos  x  +  b  sin  x  =  c.      —    Résoudre  la  même  équation  en   prenant  sin  x 

comme  inconnue. 

2097.  —  Eliminer  x  entre  les  deux  équations    a  cos  x  +  b  sin  x  =  c,    a'  cos  x  +  b'  sia  x  =  c'. 
2098    —  Racines  cubiques  de    i. 

2099.  —  Discuter  l'équation     sin^  x  —  1  sin  a;  +  2  =  0. 

2100.  —  Résoudre  les  inégalités 

cos  X               i  —  cos  X                       1  —  sin  x  1  -(-  sin  a; 

<-; „    . _.  „  '  -, Q  .i„  ,.   <■ 


cos  a? 

> 

1 

—  cos  a; 

1  +  2  cos  a; 

1 

—  2  cos  a; 

sin.T 

1  —  2  cos  a;         1  —  9  cos*  x  1  —  3  sin  a;        1  —  9  sin*  x 

1  -I-  3  sin  a-  sin  a;  1  —  sin  x 


1  +  2  sin  X         1—4  sin^  x  l  —  2  sin  ,i:         1  —  4  sin-  x 

2101.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant    a  —  b,  c,  C. 

2102.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant     a,  k,  b  +  C  =  l. 

2103.  —  Distance  de  deux  points  inaccessibles. 

2104.  —  Hauteur  d'un  point  au-dessus  de  la  plaine. 

\ 

2105.  —  On  a    cos  a  =  cos  ft  cos  c  -+-  sin  b  sin  c  cos  A  ;    calculer  tg  —  par  une  formule  calculable  par  logarithmes. 

♦ ■ 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2004.  — Un  point  mobile  M  décrit  la  parabole  y-  —  2pa;  =  0  avec  une  vitesse  conslanle  c,,.  Déterminer 
pour  chaque  position  du  mobile  les  composantes  de  sa  vitesse  et  de  son  accélération.  On  supposera  que  le 
mobile  décrit  la  parabole  dans  le  sens  trigonométrique  direct. 

Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  mené  par  l'origine.  J.  Demeunynck. 

2005.  — Un  point  décrit  une  parabole  i/-— 2/;x-  =  0  de  telle  façon  que  l'hodographe  de  son  iiiouve- 
menl  soit  la  parabole    y-  —  iqx  =  0. 

1"  Trouver  les  équations  du  mouvement  de  ce  point  et  son  accélération  a  chaque  instant. 

2"  Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  mené  par  l'origine.  Lieux  des  extrémités  des  vecteurs  vitesse 
et  accélération  menés  à  chaque  instant  par  la  position  du  mobile. 

3°  Enveloppe  du  vecteur  accélération  mené  par  la  position  du  mobile.  Mouvement  du  point  oii  ce  vecteur 
touche  son  enveloppe.  J.  Demeuny.nck. 

2006.  —  On  considère  une  ellipse  fixe  et  un  cercle  variable  tangent  aux  deux  axes  de  cette  ellipse.  Soit  A 
un  des  sommets  du  grand  axe  de  cette  ellipse. 

1»  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  tangente  menée  au  cerc;le  variable  par  le  point  A. 
2»  Le  cercle  envisagé  et  le  point  A  assimilé  à  un  cercle  de  rayon  nul  délinissent  un  faisceau  linéaire  de 
cercles  qui  renferme  un  autre  cercle  de  rayon  nul.  On  demande  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

3°  On  associe  les  cercles  deux  à  deux  de  façon  que  leur  axe  radical  passe  au  point   A,   et  on  mène  par  les 
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cenliT's  de  l'un  des  couples  deux  parallèles  ;ui  pclit  axe  qui  icnconlreiit  l'ellipse  en  PP'  et  QU'.  Trouver  l'en- 
veloppe des  droites  PU,  PU',  P'U,  P'U'  ft  't^  l'eu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  A  sur  ces 
droites.  K,   H. 

2007.  — On  considère  un  cercle  et  deux  points  V  et  F'  symétriques  par  rapport  au  centre  de  ce  cercle. 
On  joint  un  point  variable  M  de  la  circonférence  aux  deux  points  F  et  F'  et  on  prend  les  points  de  rencontre 
de  MF,  MF'  avec  cette  circonférence.  Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  M.\l'.  Clapier. 

2008.  —  Du  centre  d'une  ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en  un 
point  variable  de  cette  ellipse.  On  demande  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 
Ou  di'uiaiule  de  même  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur 
deux  tangt'utes  reclangiilaires  à  l'ellipse. 

2009.  —  On  considère  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  et  un  point  M  variable  sur  l'ellipse.  Le  lieu  du  centre 
du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  MFF'  est  une  quartique  que  l'on  demande  de  construire. 

E.-N.     B.^RISIEN. 

2010.  —  Une  droite  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  A  et  B  qui  glissent  sur  les  deux  droites  rec- 
tangulaires Ox,  Oy.  Trouverle  lieu  des  points  de  rencontre  des  deux  courbes  suivantes  :  1°  l'hyperbole  tangente 
à  AB  et  ayant  Oa;  et  Oy  pour  asymptotes  ;  2°  la  parabole  tangente  à  Ox  et  Oi/  en  A  et  B. 

E.-N.   Barisien. 

2011.  —  Trouver  et  construire  la  courbe  lieu  des  centres  des  cercles  qui  pas.sent  par  un  des  sommets 
d'une  ellipse  et  qui  sont  tangents  à  l'ellipse.  E.-N.  Barisien. 
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Évaluation  numérique  des  grandeurs  géométriques,  par  J.  Pionchon,  professeur 
à  la  Faculté  des  Sciences  et  directeur  de  l'Institut  électrotechnique  de  l'Université  de  Grenoble.  — 
Gratier  et  Rey,  éditeurs  à  Grenoble. —  Un  volume  grand  in-8ode  130  pages;  prix  ',i  fr.  30. 

La  place  si  distinguée  que  M.  Pionchon  occupe  dans  l'Enseignement  supérieur  no  l'a  pas  conduit  néan- 
moins à  se  confiner  dans  un  enseignement  purement  spéculatif.  Placé  à  la  tête  de  l'Institut  électrotechnique 
de  tirenoble,  .M.  Pionchon  n'a  pas  hésité  à  se  lancer  dans  la  voie  nouvelle  que  suivent  déjii  un  cerlain  nombre 
de  professeurs  de  l'enseignement  supérieur  ayant  comme  lui  l'esprit  large  et  avide  de  progrès  :  il  s'est  donné 
pour  but,  en  dehors  de  ses  travaux  personnels,  la  préparation  pour  cette  industrie  de  l'avenir  que  nous  voyons 
éclore  de  tous  côtés  et  particulièrement  dans  la  région  si  riche  en  forces  naturelles  qu'il  habite,  de  tout  un  corps 
d'ingénieurs  séi-i(!ux,  pourvus  méthodiquement  de  toutes  les  connaissances  qui  leur  seront  utiles. 

Non  content  de  se  dépenser  dans  l'enseignement  parfaitement  approprié  qu'il  leur  donne,  dans  les  conseils 
qu'il  leur  prodigue,  il  a  songé  à  compléter  son  onivre  en  écrivant  pour  eux  une  collection  de  brochures,  ou 
plutôt  de  petits  volumes  dans  lesquels  ils  trouveront  énumérées  et  exposées  avec  soin  toutes  les  questions  qui  les 
concernent.  Pour  mener  à  bien  une  telle  entreprise,  il  faut  un  esprit  souple  et  riche  en  connaissances  variées. 
M.  Pionchon  n'a  pas  eu  tort  d'oser  un  tel  effort  :  le  volume  qu'il  nous  donne  aujourd'hui  est  de  nature  à  faire 
bien  augurer  de  la  publication  tout  entière  et  à  exciter  le  désir  de  voir  la  collection  se  compléter  rapidement. 
Dans  une  brochure  de  cent  et  quelques  pages,  l'auteur  passe  en  revue  tous  les  moyens  employés  pour  mesurer 
et  représenter  arithmétiquoment  les  divers  éléments  géométriques  qui  se  présentent  comme  quantités  dans  les 
applications.  Le  premier  chapitre  est  consacré  aux  longueurs,  segments  rectiligncs,  arcs  de  courbes,  arcs  de 
cercles;  le  second  traite  des  angles  et  des  angles  dièdres;  le  troisième,  de  la  courbure  des  lignes  planes  ou  gauches 
et  contient  en  outre  ce  qu'il  est  essentiel  de  savoir  sur  la  courbure  des  surfaces.  Dans  les  deux  chapitres  sui- 
vants, l'auteur  s'occupe  des  aires  et  des  volumes.  Enfin  le  dernier  chapitre,  plus  particulièrement  théorique 
que  les  précédents,  est  employé  k  développer  avec  netteté  l'idée  d'homogénéité  dans  le  calcul  des  éléments 
géométriques  quantitatifs. 

Dans  un  appendice  décomposé  en  deux  notes,  l'auteur  montre  avec  beaucoup  de  précision  et  d'originalité 
comment  s'introduit  l'idée  de  quantité  en  géométrie  et  donne  le  dénombrement  des  cas  fondamentaux  oi^i  cette 
idée  se  présente,  puis  il  esquisse  une  théorie  générale  de  la  désignation  numérique  des  grandeurs  géomé- 
triques. 

En  dehors  de  sa  simplicité,  ce  qui  fait  l'attrait  de  ce  petit  volume,  c'est  l'originalité  que  l'auteur  y  a  mise, 
presque  à  chaque  page.  A  chaque  pas,  le  physicien  se  reconnait  a  côté  du  mathématicien,  d'un  mathématicien 
à  l'esprit  particulièrement  aiguisé,  qui  a  réfléchi  longuement  à  toutes  les  idées  fondamentales  et  qui  est  tout  à 
l'ait  maître  de  son  sujet.  Le  côté  pratique  de  chaque  question  est  mis  en   relief  avec  une  netteté  saisissante. 
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et  l'auteur  en  déduit  sans  peine  la  théorie  définitive  qui  est  le  ternie  des  spéculations  de  l'esprit  sur  l'objet 
étudié.  C'est  la  marche  même  que  l'esprit  humain  a  suivie,  sans  s'en  rendre  compte  bien  souvent,  et  c'est  ce 
qui  rend  à  mon  avis  la  lecture  de  ce  petit  volume  si  attachante  et  si  suggestive. 

Aussi  je  prends  la  liberté  de  recommander  cette  lecture  non  seulement  à  ceux  pour  qui  l'ouvrage  a  été  plus 
spécialement  écrit,  maisk  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  mathématiques  pour  elles-mêmes.  Ils  y  auront  plaisir 
et  profit.  ^    ^^ 

Eléments  de  Mathématiques  supérieures,  à  l'usage  des  physiciens,  chimistes,  ingénieurs, 
et  des  élèves  des  Facultés  de  Sciences,  par  II.  Vogt,  professeur  à  l'Université  de  Nancy.  —  Paris, 
Librairie  Nony  et  C". 

Je  viens  de  me  procurer  le  plaisir  d'adresser  à  M.  Pionchon  des  éloges  dont  il  n'a  que  faire  sans  doute, 
mais  qui  ont  cependant  l'avantage  de  lui  montrer  que  ses  efforts  seront  compris  et  appréciés.  Je  ne  saurais 
mieux  continuer  cet  aimable  exercice  qu'en  choisissant  l'ouvrage  que  M.  Vogt  a  publié  dans  un  but  un  peu 
voisin  de  celui  que  je  viens  de  définir.  Cet  ouvrage  est  déjà  un  peu  ancien,  puisqu'il  a  été  publié  en  1901,  et 
certains  de  mes  lecteurs  s'étonneront  sans  doute  de  m'en  voir  parler  si  tard.  Je  leur  dois  deux  mots  d'expli- 
cation :  un  de  mes  correspondants  m'avait  demandé  l'autorisation  de  publier  dans  la  Revue  le  compte  rendu  de 
ce  volume  et  promis  formellement  de  me  l'envoyer  dans  les  cinq  ou  six  mois  qui  devaient  suivre  notre  entretien  ; 
le  temps  a  passé,  le  compte  rendu  n'est  pas  venu  etje  me  trouve  aujourd'hui  en  retard  de  plus  d'une  année  pour 
parler  d'un  ouvrage  qui  m'a  plu  beaucoup  et  dont  j'eusse  désiré  entretenir  mes  lecteurs  beaucoup  plus  toi. 

Le  plan  de  l'auteur  est  très  net,  son  programme  parfaitement  délimité  et  suffisamment  restreint.  M.  Vogt 
s'adresse  aux  jeunes  gens  qui  ont  fait  avec  soin  leurs  Matbématiques  élémentaires  classiques,  telles  qu'on  les 
enseigne  dans  les  lycées,  et  suppose  acquises  ces  connaissances  préliminaires.  Pour  eux,  il  a  réuni  dans  un  seul 
volume  l'ensemble  des  connaissances  qui  leur  seront  utiles  en  Malhématitfues  supérieures  :  algèbre,  géométrie 
nalvtiiiue,  calcul  dift'éi'cntiel  et  calcul  intégral;  de  sorte  que  l'étudiant  laborieux  et  désireux  d'apprendre  s'élève 
sans  effort  depuis  les  connaissances  les  plus  élémentaires  jusqu'aux  plus  hautes  dont  il  puisse  faire  usage 

ensuite. 

Il  fallait  beaucoup  de  mesure,  de  sobriété  et  de  réflexion  sur  le  champ  si  vaste  des  éludes  ultérieures  pour 
exécuter  avec  succès  un  pareil  plan.  Je  suis  heureux  de  constater  que  l'auteur  y  a  pleinement  réussi.  Ses 
démonstrations  sont  simples,  bien  choisies,  exemptes  de  tout  pédantisme;  elles  visent  les  fonctions  usuelles, 
celles  qui  se  présentent  naturellement  dans  les  applications,  et  non  ces  fonctions  singulières,  bizarres,  intéres- 
santes pour  le  mathématicien  pur  seulement,  et  pour  lesquelles  ont  été  construites  toutes  ces  démonstrations 
délicates,  subtiles,  qui  ont  alourdi  la  marche  de  l'enseignement  et  rebuté  tant  de  jeunes  esprits. 

Quant  au  choix  des  matières,  une  indication  sommaire  vaut  mieux  à  ce  sujet  que  n'importe  quel  verbiage. 

L'ouvrage  se  divise  en  sept  parties  et  se  termine  par  quelques  notes. 

La  première  partie  comprend  des  compléments  d'algèbre  :  équations  linéaires  et  notion  de  déterminant, 
formule  du  binôme,  radicaux  et  exposants,  limites,  propriétés  élémentaires  des  séries,  nombre  e,  e^,  exponen- 
tielle et  logarithme. 

La  deuxième  partie  est  consacrée  à  l'exposé  des  principes  fondamentaux  de  la  géométrie  analytique  à  deux 
et  à  trois  dimensions  :  un  premier  chapitre  très  intéressant  sur  la  mesure  des  grandeurs  et  l'idée  d'homogénéité, 
puis  les  formules  fondamentales,  les  problèmes  sur  la  ligne  droite  elles  équations  usuelles  des  lignes  du  second 
ordre;  mêmes  questions  ou  plutôt  questions  analogues  dans  l'espace. 

Dans  la  troisième  partie,  l'auleur  traite  des  dérivées  et  différentielles  et  expose  toutes  les  questions  clas- 
siques relatives  à  cette  théorie. 

La  quatrième  partie  contient  une  théorie  sommaire  et  simple  des  équations  algébriques  :  introduction  et 
représentation  des  imaginaires,  propriétés  des  racines  des  équations  algébriques,  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré,  résolution  numérique  des  équations. 

La  cinquième  partie  est  consacrée  aux  applications  géométriques  du  calcul  différentiel  :  tangentes,  normales 
aux  courbes  planes,  construction  des  courbes  planes,  lieux  géométriques,  enveloppes,  courbure  et  questions 
analogues  dans  l'espace. 

La  sixième  partie  traite  du  calcul  intégral  et  contient  tout  ce  qui  est  utile  aux  applications  :  procédés 
d'intégration,  calcul  des  intégrales  définies  et  applications,  intégrales  doubles,  triples,  intégrales  curvilignes  et 
intégrales  de  .surface. 

Enfin  la  septième  partie  est  consacrée  à  une  étude  sommaire  des  équations  différentielles. 

Viennent  enfin  des  notes  assez  importantes  sur  les  séries,  l'élimination  et  la  géométrie  analytique. 

J'ai  parcouru  cet  ouvrage  avec  beaucoup  d'intérêt.  Je  crois  pou\oir  promettre  le  même  résultat  à  tous  ceux 
nui  voudront  bien  m'imiter. 
'  E.   H. 


BAn-LE-LUC.    —  1.M1'.    CÛMTE-JACQOET. 


Le  Itédacleur-Géranl  :  H.  VUIBERT. 


13°  Année.  N"  8  Mai  1903. 


REVUE   DE   MATHEMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


NOTE 

de  M.  Leconte,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nantes. 


1.  Soit  une  droite  D  de  coordonnées  a,  h.  c,p,q,r;  on  dit  qu'elle   fait  partie  d'une  congruence 
linéaire  si  elle  appartient  à  deux  complexes  linéaires 

C|  ^  api  -+-  ùqi  +  cr,  -+-  pai  -+-  r/h,  -+-  >v,  =  0, 
C.  ^  ap,  -+-  lir/i  ■+-  cr^  -h  pa»  -h  ql/^-j-  rc^  =  0. 

2.  Les  droites  d'une   congruence  linéaire  rencontrent  en  général    deux    droites  fixes,  car  elles 
appartiennent  à  tous  les  complexes  linéaires  d'équations 

C,  +  XCî  =  0, 
et  deux  de  ces  complexes,  pour  les  racines  de  l'équation 

{pi  -+-  >7)2)(a,  +  Xrto)  4-(7i  -t-X^iX*!  -^Uî)  H-  (r,  +  Xjsjfci  -+-  Xcj)  =  0 

signifient  que  la  droite  D  rencontre  la  directrice  rectiligne  de  coordonnées 

(/,  -i-Xoj,  . .  .,r,  -+-Xrj. 

3.  Si  les  deux  directrices  de  la  congruence  sont  confondues,  la  droite  D  reste  tangente  en  tous 
les  points  de  sa  directrice  unique  à  une  surface  du  second  degré. 

En  effet,  si  la  droite  D  rencontre  0:  au  point  de  cote  z,  ses  coordonnées  peuvent  s'écrire  a,  b,  c, 

bz,  —  az,  0. 

Si,  en  plus,  elle  satisfait  au  complexe  linéaire    Ci  =  0,    sa  seconde  directrice  a  pour  coordonnées 

«1,  l>\^  X,  y),,  çi,  )■,,  X  étant  donné  par 

a,pt  -+-biqi  -hlr,  =  0; 

ce  sera  l'axe  des  z  si  on  a    j'i  =  0.     L'équation  du  complexe  Ci  prend  alors  la  forme 

api  -+-  bqi  -+-  z{bai  —  a/;,)  =  0, 

et  cette  relation  homographique  entre  ;  et   —  montre  bien  que  la  droite  D  reste  tangente  à  une  sur- 
face réglée  du  second  degré. 

4.  Ce  calcul  permet  de  considérer  deux  quadriques  se  raccordant  tout  le  long  d'une  génératrice 

comme  le  cas  limite  de  2  quadriques  ayant  deux  génératrices  de  même  système  communes;  il  suffit 

pour  cela  de  considérer  les  génératrices  d'un  même  système  d'une  quadrique  comme  les  droites  faisant 

partie  de  trois  complexes  linéaires    C,  =  0,    Cs  =  0,     C    =0;     les  génératrices  de  l'autre  système 

sont  alors  les  droites  de  coordonnées 

a,  +  Xflj  +  nUi,    . .  .,    r,-{-  X»%  -I-  [xr^, 
avec  la  condition 

(ai  -4-  la,  -+-  liOzYpi  +  Ipi  -+-  \xp,)  -+-•••  =  0. 

5.  On  peut  donc  énoncer  les  propriétés  suivantes  comme  cas  particuliers  de  théorèmes  connus: 
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1"  Deux  quadriquos  qui  se  raccordent  tout  le  lomj  d'une  génératrice  ont  en  commun  deux  génératrices 
distinctes  ou  confondues  de  l'autre  sgslème. 

2°  Deux  quadriques  qui  se  raccordent  tout  le  long  d'une  génératrice  et  qui  ont  en  commun  une  autre 
génératrice  de  même  système  sont  confondues. 


NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  FAURE   / 

par  M,  Joseph  Franceschini,  à  Corbara  (Corse). 


On  sait  que  si  une  conique  (C)  est  circonscrite  à  un  triangle  ABC  conjugué  à  une  autre  conique 
Cl)  elle  est  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles  analogues  :  chaque  point  de  (G)  peut  servir  de  som- 
met à  un  tel  triangle.  On  dit  que  (C)  est  harmoniquement  circonscrile  à  (G,). 

Ceci  rappelé,  nous  nous  proposons  de  démontrer  que  si  la  conique  (G)  est  un  cercle,  ce  cercle  est 
orthogonal  au  cercle  orthoplique  de   (C,). 

Soit  (C)  (fig.  1)  le  cercle  orthoptique  de  (d)  et  A  un  de  ses  points  de  rencontre  avec  (C);  le  point 

A  est  le  sommet  d'un  triangle  ABC  inscrit  dans  (C)  et  con- 
jugué à  (Gi),  les  deux  autres  sommets,  B  et  G,  sont  les  points 
de  rencontre  du  cercle  (C)  avec  la  polaire  du  point  A.  Soient 
en  outre  E  et  F  les  points  de  rencontre  de  cette  polaire  avec 
la  conique  (Ci)  ;  les  droites  AE  et  AF  sont  les  tangentes 
issues  du  point  A  à  la  conique,  donc  l'angle  EAF  est  droit; 
de  plus  OA  rencontre  EF  en  son  milieu  D,  et  les  deux  points 
B  et  G  divisent  harmoniquement  le  couple  EF. 
Nous  avons  donc 

DA  =  DE  =  DF, 

puis  ÎDF' =  DB.DC  =  DA'. 

Cette  égalité  montre  que  OA   ou  DA  touche  le  cercle  (C) 
en  A  ;  donc  ce  cercle  est  orthogonal  au  cercle  (C). 

La  réciproque  est  évidente  et  découle  de  la  même  égalité, 
car  celle-ci  prouve  que  les  deux  points  B  et  C  sont  conjugués 
Fig.  1.  harmoniques  par  rapport  à  E  et  F. 

11  existe  un  théorème  analogue  pour  les  quadriques  ;  nous 
allons  en  rappeler  l'énoncé  et  en  donner  une  démonstration  de  même  nature  que  la  précédente. 

Lorsqu'une  quadrique  (Q)  est  circonscrite  à  un  tétraèdre  ABCD  conjugué  à  une  autre  quadrique 
(Oi),  elle  est  circonscrite  à  une  inlinité  de  tétraèdres  analogues:  chaque  point  de  cette  quadrique  est 
le  sommet  d'un  tétraèdre  conjugué  à  (Q,)  et  inscrit  dans  la  première.  La  quadrique  (0)  est  dite  alors 
harmoniquement  circonscrite  à  (Qi)- 

Quand  la  quadrique  (Q)  est  une  sphère,  elle  coupe  orthogonalement  la  sphère  de  Monge,  (Q'), 
de  (QO. 

Soit  A  un  des  points  de  rencontre  de  (Q)  et  de  (Q')  ;  son  plan  polaire  -n:  par  rapport  à  (0,)  la 
coupe  suivant  une  conique  (Cij  et  il  coupe  la  sphère  (Q)  suivant  un  cercle  (C)  qui  est  harmonique- 
ment circonscrit  à  (Ci).  Considérons  alors  un  des  trièdres  trirectangles  ayant  pour  sommet  le  point  A 
cl  circonscrits  à  la  quadrique  (Qi)  ;  ce  trièdre  a  pour  base  sur  le  plan   ~    un  triangle  circonscrit    à  la 


SUR  LES  CERCLES  HARMONIQUEMENT  CIIICONSCRITS  A  UNK  CONIQUE 


171 


Fi?.  : 


conique  (C,)  et  que  l'on  peut  former  en  parlant  d'une  tangente 
quelconque  à  celte  conique  ;  nous  choisirons  l'une  de  celles  qui 
passe  au  point  a,  projection  du  point  A  sur  le  plan  -k  {fig.  2). 
Alors  le  triangle  circonscrit  à  la  conique  (Ci)  a  deux  angles  droits 
en  E  et  F  et  un  sommet  H  à  l'infini.  Le  point  A  est  sur  la  cir- 
conférence décrite  sur  EF  comme  diamètre  et  située  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  du  tableau  ;  il  est  donc  situé  ainsi 
que  cette  circonférence  tout  entière  sur  la  sphùre  de  centre  t» 
et  de  rayon  toE  =  <oF  (w  est  le  centre  de  la  conique  (Ci)  ;  par 
suite,  on  a    wA  =  wE  =  wF. 

D'autre  part  la  puissance  de  w  par  rapport  à  (C)  ou  par  rap- 
loA,  c'est-à-dire  OA,  est  tangente  à  la  sphère  (Q)  en  A  et 


porl  à  (0)  est  égale  à  wE'  ou  à  coA'  ;  donc 
le  théorème  est  établi. 

La  réciproque  découle  tout  aussi  aisément  du  raisonnement  précédent 


SUR  LES  CERCLES  IIARMONIQUEMENT  CIRCONSCRITS  A  UNE  CONIQUE 

par  M.  R.  Bouvaist. 


Dans  la  théorie  des  invariants  simultanés  de  deux  coniques,  on  rencontre  comme  conséquence  le 
théorème  suivant  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Faure  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  Iriancfles  conjugues  à  une  conique  {cercles  liarmoniquemenl  circonscrits  à  la 
conique)  coupent  orthogunalemenl  le  cercle  de  Monge  de  lu  conique  considérée. 

Je  me  propose  de  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique  basée  sur  les  propriétés 
élémentaires  des  faisceaux  de  coniques  et  de  cercles  et  d'en  déduire  les  principales  propriétés  des  coni- 
ques harmoniquement  circonscrites  à  une  conique  donnée. 

Théorème  de  Faure.  —  Soit  œ^y  un  triangle  conjugué  à  une  conique  S  et  soit  w  le  milieu  de 

la  corde  AB;  on  a  évidemment  wB' =  (up.to-,-,  par  suite  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  o^y  est  orthogonal  au  cercle  de  dia- 
mètre AB. 

Les  cercles  de  Monge  du  faisceau  tangentiel  constitué  par  les 
coniques  tangentes  en  A  et  B  aux  droites  Aa,  Ba,  forment  un 
faisceau  ;  le  cercle  circonscrit  au  triangle  a^y  étant  orthogonal 
à  deux  cercles  du  faisceau,  le  cercle  de  diamètre  AB  et  le  cercle- 
point  a,  est  orthogonal  à  tous  les  cercles  du  faisceau  et  en  parti- 
culier au  cercle  de  Monge  de  la  conique  considérée  S. 
Réciproquement,  tout  cercle  orthogonal  au  cercle  de  Monge  d'une  conique  est  circonscrit  à  une 
infinité  de  triangles  conjugués  à  S. 

Soient  en  effet  a  un  point  de  ce  cercle,  AB  sa  polaire  par  rapport  à  S  ;  le  cercle  considéré  passant 
par  le  cercle-point  a  et  étant  orthogonal  au  cercle  de  Monge  de  S.  est  orthogonal  au  cercle  de  diamètre 
AB  qui  est  l'un  des  cercles  de  Monge  du  faisceau  linéaire  tangentiel;  on  a  donc  lu'^.u,-;  =  w.-V  ,  les 
points  p  et  y  sont  conjugués  par  rapport  à  S  sur  la  polaire  de  »,  par  suite,  le  triangle  a^^  est  con- 
jugué à  S. 

Du  théorème  de  Faure  on  déduit  immédiatement  les  suivants: 

Tout  cercle  harmoniquement  circonscrit  à  une  parabole  a  son  centre  sur  la  directrice. 
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QUESTION  D'EXAMEN 


Tout  cercle  liarmoniquemfiiit  circonscrit  aune  hyperbole  éqvilatcre  passe  par   le  centre  de  Vhyperhole. 
De  la  réciproque  du  théorème,  ou  déduit  par  projection  le  suivaat  : 

Lorsqu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  une  conique  S  et  harmo- 
niquement  circonscrit  à  une  conique  S,  il  en  existe  une  infinité. 

Du  théorème  de  Faure  et  de  ses  cas  particuliers  découlent  de 
nombreuses  propriétés,  qui  fournissent  d'élégantes  solutions  à 
nombre  de  questions  diverses  ;  nous  signalerons  en  passant  la  sui- 
vante : 

Lorsqu'une  parabole  est  bitangentc  à  une  hyperbole  équilalère,  sa 
directrice  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  joignant  le  centre 
de  l'hyperbole  au  pâle  de  In  corde  des  contacts. 

En  effet,  la  directrice  est  visiblement  perpendiculaire  sur  le  dia- 
mètre PM,  d'autre  part  P  est  le  sommet  d'une  infinité  de  triangles 
conjugués  communs  à  l'hyperbole  et  à  la  parabole;  les  cercles  cir- 
conscrits à  ces  triangles  passent  par  P  et  w  et  ont  leur  centre  sur  A,  qui  dès  lors  est  perpendiculaire 
au  milieu  de  Pw. 

[iS'ous  avons  reçu  la  note   de  M.  Franceschini   bien   avant   celle  de  M.  Boiivaist.  La  grande  ressemblance 
qu'elles  présentent  nous  a  déterminé  à  les  publier  siiuiiltanément  l'une  à  la  suite  de  l'autre.] 


QUESTION  DEXAMEN 


Discuter  l'équation     x'"  -h  px^  -+-  qx  4-  r  =  0. 


'-4-  qx"'-'-i-px"'---hl  -0; 


Formons  l'équation  aux  inverses 

f{x)  ^  rx' 

l'équation  dérivée  est 

mrx'"-'  -+-  (m  —  i)qx"--  ^-  {m  —  2);ja;"'-5  =  0. 

Elle  admet     w  —  3     racines  nulles,  puis  les  deux  racines  de  l'équation 
(1)  mrx-  +  (m  —  i)qx  -+-  [m  —  2)p  =  0  ; 

deux  cas  sontalors  à  distinguer,  le  cas  de  m  pair  elle  cas  de  m  impair. 

1"'  Cas.  m  pair.  La  racine  nulle  de  la  dérivée  est  alors  une  racine  d'ordre  impair  et  doit  Dgurer  dans 
la  suite  de  Rolle. 

Si  l'équation  (l)  a  ses  deux  racines  imaginaires,  c'est-à-dire  si 

(m—  iYq^  —  Avi{m  —  'i)pr  <  0, 
la  suite  de  Rolle  est 

—  X)  0  +   00  ; 

les  signes  correspondants  de  f{x)  sont  les  signes  de  »•,  1,  r  et  il  y  a  deux  racines  réelles  ou  zéro,  sui- 
vant que  r  est  négatif  ou  positif. 

Si  l'équation  (1)  a  ses  racines  réelles,  c'est-à-dire  si 

(m  —  ïfq^  —  imini  —  2)p»'  >  0, 
il  y  a  trois  cas  à  examiner  suivant  que  les  deux  racines  de  cette  équation,  a  et  fi.  sont  plus  petites  que  0, 
plus  grandes,  ou  que  l'une  est  plus  petite  et  l'autre  plus  grande. 

Dans  le  premier  cas,  les  trois  nombres  p,q,r  sont  de  même  signe  et  la  suite  de  Rolle  est 

—  00,    a,    j3,    0,    -4-oc  , 
et  nous  pouvons  nous  proposer  de  chercher  les  conditions  pour  que  l'équation  proposée  ait  quatre 
racines  réelles.  SI  nous  remarquons  que    —00,    0  et    n-ao     donnent  les  signes  do  r,  1  el  r,  il  faut 
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déjà  que  r  soit  négatif;  il  faut  en  outre  que  /(i)  soit  positif  et  /"(?)  négatif.  Ces  deux  conditions  se 
ramènent  à  une  seule  A*)A(P)  <  ^i  d'après  une  remarque  classique  et  cette  dernière  entraîne  même 
la  réalité  de  a  et  de  p. 

Le  second  cas  s'étudie  de  la  même  façon  et  conduit  au  même  résultat  final, 

f{^)m  <  0. 

Seulement  ici  p  et  r  sont  négatifs  tous  deux  et  q  est  positif. 

Dans  le  troisième  cas,  p  et  r  sont  de  signes  contraires  et  la  suite  de  RoUe  est 

—  « ,  a,  0,  p,  -+- *  , 
les  signes  de  f{x]  sont  ceux  de  r,  /'(a),  1,  /(P),  r. 

Pour  qu'il  y  ait  quatre  racines  réelles,  il  faut  r  >  0,  /"(«)  <  0,  /"(?)  <  0;  les  deux  dernières 
inégalités  se  remplacent  par  deux  autres 

/■(=<) -H A?)<o,         /•(=<)/■(?)  >o, 

([ui  contiennent  a  et  ^  symétriquement. 

2°  Cas.  m  impair.  Alors  la  racine  0  de  la  dérivée  est  une  racine  d'ordre  pair  et  ne  figure  pas  dans  la 
suite  de  Rolle.  Si  les  racines  de  la  dérivée  sont  imaginaires,  l'équation  n'a  qu'une  racine  réelle.  Si  elles 
sont  réelles,  l'équation  proposée  peut  avoir  trois  racines  réelles  et  la  condition  unique  pour  qu'elle  les 
ait  est 

/■(a)/'(S)<0, 

OÙ  a  et  P  désignent  les  racines  de  l'équation  (1). 
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1143.  —  Élunl  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0-  et  une  sphère  (S)  ayant  j^our  centre  0 
rt  pour  rayon  R,  on  considère  les  points  de  rencontre  A,,  Aj,  B,,B2,  d.  Ci  des  axes  Ox,  Oij,  0:  avec  les 
])lans  tangents  à   (S)    qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires. 

1°  Les  quadriques  (Q),  qui  sont  tangentes  aux  huit  plans  A^B^C,  (a  =  1  ou  2,  ?  =  1  ou  2,  ■(  =  1  ou  2), 
ont  leurs  centres  dans  un  même  plan  (P)  quel  que  soit  R. 

2°  Soit  (Qo)  celle  des  quadriques  (Q)  qui  a  son  centre  sur  00'.  Lorsque  R  varie,  les  plans  tangents 
communs  à   (Qo)  et  à  (S)  enveloppent  un  hyperboloïde  et  les  axes  de  (Q„)  restent  fixes. 

3°  Deux  des  focales  de  (Qo)  s'appuient  sur  quatre  droites  ne  dépendant  pas  de  la  sphère  (S).  Si  l  on 
se  donne  seulement  le  rayon  de  (S),  comhif.n  y  a-l-il  de  quadriques  (Q„)  ayant  un  plan  principal  donné? 
Lieu  des  centres  des  quadriques   (Q„)   de  grandeur  donnée  ou  semblables  à  une  quadrique  donnée. 

A"  Soit  (Qi)  celle  des  quadriques  (Q)  qui  est  de  révolution.  Lieu  de  ses  foyers.  Lieu  des  sommets  de  son 
axe  focal  quand  R  varie.  Dans  les  mêmes  conditions,  il  y  a  trois  quadriques  (Qi)  tangentes  d  un  plan  donné 
(n)  et  qui  admettent  deux  plans  tangents  communs.  Enveloppe  des  plans  11  pour  lesquels  les  deux  plans 
tangents  sont  rectangulaires. 

1.  Soient  a,  p,  •(  les  coordonnées  du  point  0'.  Celles  des  différents  points  seront 

{  X  =  y.±\{, 

â:  »=»• 

[  z  =  0,  . . .    etc. 
Si  l'on  mène  des  points  Ci,  Cj  les  cônes  circonscrits  à  (Q),  ces  cônes  auront  pour  traces  sur  le  plan 
z  =0  des  coniques  (r)  tangentes  aux  quatre  droites  A,B^.  Or  l'équation  tangentielle  des  coniques  (T)  est 

évidemment 

X[(a  -h  K)u  -f-  ri[(a  —  R)u  +  r]  -H  K(P+  R)«  +  /■][(?  -  R)u  +  r]  =  0, 
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ce  qui  conduit  immédiatement  à  Téquation  générale  des  quadriques  (Q) 

/.[(a  4-  R)«  +  ?'j[(a  —  R)M  -t-  r]  +  h[(P  +  R)y  -H  r][(P  —  R)i)  -h  r]  -h  '/[(v  +  R)»»  4-  j-][(y  —  R)»'  +  r]  =  0, 
A,  |Ji,  V  étant  des  paramètres  aibitraires, 
ou  ).(«=  -  R'')u-  +  K^'  —  R')«-  +  -'(f  —  R')'"'  +  2Xa«r  -H  2p^u»-  +  âv^wr  -i-  (X  +  ^  +  ^y  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  sont 

)a  |J.p  VY 

!  V  =  -T '  :  =    ;; 

^  1  ..         I        ..  J         1_    I  1  I        \i 


X  +  [Ji  -4-  V 
On  voit  qu'il  y  a  un  lieu  des  centres  indépendant  de  R 

-  +  4  +  -  =  *- 

a  i  f 

C'est  le  plan  (P)  joignant  les  projections  du  point  0'  sur  Or,  0;/,  Oz. 

2.  La  quadrique  (Q)  a  son  centre  sur  00'  si    X  =  ;ji  =  v,     et  son  équation  s'écrit  alors 

(«s  _  H2)u2  _^  (0,2  _  Ra)„2  ^  (^i  _  i|2),t,a  ^_  2aMr  -(-  a^uj-  +  2v»v  -F  3r-  =  0. 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(au  -H  ^M  -f-  Y"'  +  '')"  —  R'(«^  -\-v'  -+-  IV-)  —  2(a^wu  +  ajuw  -h  ^yvw  —  r^)  =  0, 
OU  S-2H  =  0. 

Les  plans  tangents  communs  à  (Q„)  et  (S)  sont  donc  tangents  à  la  surface  H  =  0,  dont  l'équa- 
tion ponctuelle  est 

X-  y-  2^  ^    Xy  ^    XZ  ^    W^  a  rv 

0(2  ^   p2   ^  .^2  5,j3  3(.^  p.|, 

C'est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ayant  pour  centre  le  point  0,  et  dont  le  cône  asymptote  est 
tangent  aux  plans  de  coordonnées.  On  peut  également  écrire  l'équation  de  la  surface  (Q„) 
(au  +  r)-  -h  (Pu  -4-  r)-  +  {^(W  -+-  /■)-  —  R^(u-  -h  v-  -\-  tv'-)  =  0. 

Les  surfaces  (Qo),  lorsque  R  varie,  font  donc  partie  d'un  faisceau  homofocal,  et  par  suite  leurs  axes 
restent  fixes  en  position. 

3.  (au  -1-  r)-  -H  (^u  -t-  ry  -t-  [yto  H-  r'f  =  0  est  une  ellipse  imaginaire  du  plan  (P),  par  suite  une  des 
focales  de  (QJ.  On  s'en  assure  en  vériDant  que  /',;  —  0,  /■,'■  =  0,  /"„'  =  0,  f,  =  0  représentent 
quatre  points  du  plan  (P). 

Cherchons  les  deux  autres  focales,  et  pour  cela  annulons  le  discriminant  du  premier  membre  de 

(au  +  r)-  -+-  (jîu  -+-  rf  -t-  {-^w  +  r)-  +  k{u-  -h  v-  -+-  iv-)  =  0. 
Nous  trouvons,  après  suppression  de  la  racine  nulle  en  fc, 

a-  -t-  k  (i-  H-  A-  y'  -+-  ^' 

Or  le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  contenant  une  des  focales,  a  pour  équations  tangenlielles 

(«•^  -t-  l;)u-  +  {?--+-  ky  -H  (y''  -t-  k)w^  =  0,  r  =  0, 

et  pour  équation  ponctuelle 

X-  y^  z^ 

■^  ■  -  0. 


a-  -H  k  |J-  -I-  k  Y"  +  /' 

Il  contient  donc  les  quatre  droites    x^  =  y'^  =  z\     c'est-à-dire 

Les  deux  focales  s'appuient  constamment  sur  ces  quatre  droites. 

Quadriques  (Q^)  dont  on  donne  un  plan  principal,  le  rayon  R  de  (S)  élanl  également  donné. 

a  (i  Y 

Le  centre  w  de  (Q„),     a;  =  -— ,   \j  =  —,     :  =  ■;^,    est  au  tiers  de  00'.  La  question  revient  à  déter- 

S  S  o 

miner  les  points  w. 
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Le  plan  donné  peut  être  le  plan  (P)  :  0'  est  alors  déterminé,  par  suite  lo. 

Ou  bien  l'on  se  donne  le  plan  d'une  des  autres  focales.  On  détermine  par  cela  même  quatre  points 
de  cette  conique  (sur  les  quatre  droites  trouvées  plus  haut),  lo  est  sur  la  conique  des  neuf  points  de 
ce  quadrilatère.  A  chaque  point  w  correspond  un  plan  (P),  mais  ce  plan  n'est  acceptable  que  s'il  est 
perpondiculaire  au  plan  principal  donné,     w„x  -h  v„ij  -h  i(\,z  -t-  r„  =  0. 

On  a  donc,  en  désignant  pur  x,  y,  z  les  coordonnées  de  m, 

X  y  z 

et  le  point  w  doit  se  trouver  sur  la  conique,  intersection  de  ce  cône  et  du  plan  donné.  Il  y  a  donc  quatre 
centres  t»  correspondant  à  la  seconde  hypothèse.  En  tout  cinq  quadriques  (Q^). 

Cherchons  maintenant  les  longueurs  des  axes  de  (Qo)  et  pour  cela,  transportons  l'origine  au  centre 

1  1 

u)  de  (0()  (en  remplaçant  r  par    r ^  (ai/  -f-  °y  -h  V-')  =  '' ^  T)  : 

o  o 

/■(((,  V,  «',  r)  =  (a^  _  R2),r'  -i-  («=  _  R^y  -h  (y'  —  R^)w'  _  _  T^  -I-  ^r^  =  0. 

Le  diamètre  d'un  plan  u„a; -t- i;„j/ -h  ?t;,:  h- »•  =  0,  ayant  pour  équations  u^f,',-hv^f!,-i-tv^fù  =  0, 
f',.  =  0,    sera  un  axe  si 

/■'e     ho     /"o 


ou 


4-"T  PX-yPT  A'„--irT 


«0  l'o  îfo 


Si  nous  posons      — ^  =  l',„     etc.,  il  vient 


a  3 


-,  A-  ?'  +  /;■  "      Y* 

avec  la  condition     aUn  -+-  ^V,,  -h  yWo  =  3,     ou 


1 

Cette  équation  a  une  racine  nulle  en  /.-,  laquelle  correspond  à    Uo  =  — ,  etc.     L'un  des  plans  prin- 

a 

cipaux  est  le  plan  (P).  La  longueur  du  demi-axe,  dirigé  suivant  la  perpendiculaire  au  plan  (P),  est  la 
distance  8  de  la  nouvelle  origine  au  plan  tangent  parallèle  à  (P) 

r- 


Or  si  l'on  exprime  que  les  coordonnées  du  plan 

it         V         w         r 
T  ""  T  "^  T  "^  T 

â     F     7 

satisfont  à  l'équation    /"(«.  v,  w,  r)  =  0,     on  trouve 

3'J2  =  R^v  J-,  d'où  3^  =  3R^. 

a- 

Les  longueurs  o,,  o^  des  demi-axes  dans  le  plan  (P)  se  trouvent  aussi  facilement.  Les  plans  tangents 
aux  sommets  correspondants  ont  pour  coordonnées 

u  î'  «•  r 


a2  +  A-         f.a  -h  k 
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k  étant  une  des  racines  non  nulles,  Ai,  /.a,  de  l'équation  (I).  On  aura  6  par  le  même  moyen  que  précé- 
demment 


30»  =  3  —  S 


/,f 


R^l 


ou,  en  tenant  compte  des  relations     S— ^ 


1 


=  0, 


-ky- 

=  3, 


302    =    (R2_,_A-)V 


(a2  +  ky 


R^H-A- 


V-  -+-  (t'2 


et  l'on  a  pour  les  demi-axes  3,,  o, 

Î2    1 

O]    (    —    

^[^  +  kY 

Si  l'on  veut  que  (Qu)  reste  de  grandeur  constante,  il  faudra  d'abord  que  R  soit  constant,  et  par  suite 
que  les  deux  racines  A-,,  Âj,  le  soient  aussi. 

Le  lieu  du  centre  0'  de  la  sphère  (S)  sera  la  courbe  spbérique,  intersection  des  deux  surfaces 

,^.,_^  ,  3(A,  +  k,) 

a2p2  _^  «Y -+- r^^Y^  =  3AiA-,. 

Si  l'on  astreint  simplement  la  quadrique  (Qo)  à  rester  semblable  à  une  quadrique  donnée,  on  aura 
Al  =  hfi-,     A'2  =  AjR-,     (/il,  /io  étant  des  constantes,  mais  R  variant),  d'où  les  équations 


•Sjlh-^h,)^^ 


lVp2  =  SA.A.R'  ; 


et  par  élimination  de  R-,  on  aura  pour  lieu  de  0'  le  cône  du  4'=  ordre 

AhJu{ï:oL'-Y  —  -i{hi  -H  h.yZoc'-i^'-  =  0. 

1 
Dans  les  deux  cas,  le  lieu  du  centre  m  de  (Qo)  est  homothétique  au  lieu  de  0'  dans  le  rapport  -^  • 

4.  Si  l'on  représente  par    /(m,  y,  u\  ?•)  —  0,     l'équation  générale  des  quadriques  (Q)  trouvée  au 
numéro  1,  pour  que  (Q)  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  un  nombre  S  tel  que 

l'on  ait 

/•(m,  V,  w,  r)  —  S(m2  -^-  «^  -h  IV'-)  =  PQ. 

Comme  les  rectangles  des  variables  sont  nuls,  /•  est  forcément  un  des  facteurs  du  produit    PQ, 

d'où  il  résulte  que 

),(a2  _  R2)  =  ,jl(^2  _  R-^)  =  v(y=  -  R'^)  =  S. 

L'un  des  foyers,  qui  est  en  0,  est  donc  fixe.  L'autre  foyer  décrit,  lorsque  R  varie,  l'homothétique 
dans  le  rapport—  du  lieu  du  centre.  Or  les  coordonnées  Ç,  r,,  '  de  ce  point  satisfont  aux  relations 


a^  _  R^  ^2  —  R2  f  —  K' 

En  égalant  ces  rapports  à  p,  et  éliminant  p,  R-,  on  a 


0, 


ou 


:(?^-f)- 
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équation  d'un  cône  du  2°  ordre  (C),  qui  contient  les  Iroix  axes  de  coordonnées,  la  droite   OU'   et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  le  pian  (P). 

Le  lieu  du  cen(re  des  quadriques  (Qi)  est  la  conique  d'intersection  de  ce  cône  parle  plan  (P). 

Lieu  des  sommch.  —  Si  nous  écrivons  l'éiiualion  de  ^0|)  sous  la  forme 
(7(m=  +  u'  h-  w*)  -h  2;Mr  -+-  2r.«r  -+■  S^wj-  +  /•-  =  0, 
nous  trouvons  pour  équation  ponctuelle  de  celte  surface 

(1)  (a  —  Sr-)(.r^  -H  ;/*  -h  -J)  +  (?t  -4-  r,,j  +  Kz  -  c)-  =  0. 

Les  sommets  de  l'axe  focal  sont  évidemment  les  points  d  intersection  avec  la  droite 

On  a  les  valeurs  de  ■:  relatives  aux  sommets  en  portant  dans  (1)  : 

(3)  .(.-2)S?^  +  .  =  0, 

?  «  r.  ?>  r  Y 

avec  —  =  ,  —  = ■ >  —  =  ■ , 

(7  a^  — 11»  s  '^^  — R2  a  Y-  — K'^ 

(4)  ^  ^  1^-i-  . 

De  deux  quelconques  des  équations  (2),  on  peut  tirer  II-  et  -  ;    on  a  ainsi,  en  posant     —  =  X, 

a 

p      •  ï     ' 


Y-Z  Z  —  X  X  —  Y 

Ces  relations  donnent  d'abord     - — -— !-  =  0,      ce  qui  était  évident. 
Des  systèmes  (2)  et  (4)  on  lire  ensuite 

-  =  SX  et  i;-  =  1-  v^.  =  :!^S«SXS 

et  l'équation  (3)  devient  (SX  — 2)Sa»X^-h  jt  =  0. 

En  éliminant  a-  entre  cette  équation  et  une  des  expressions  (o).  on  a 

(6)  (SX  —  2)Sa-^X» .  i/(Y  —  Z)  -  i:/(^2  —  ■f^)YZ  =  0, 

où  /,  7)1,  n  sont  des  nombres  quelconques. 

L'intersection  d'une  des  surfaces  du  4'  ordre  (6)  et  du  cône  (C)  est  la  courbe  lieu  des  sommets. 

Or  si  l'on  prend  /  =  a-,  m  =  ^^  »  =  ^'j  O"  voit  que  la  surface  (G)  correspondante  coiitienl  la 
droite  00',  X  =  Y  =  Z,  génératrice  du  cône  (C).  De  même,  si  l'on  prenait  m  =0,  n  =  0,  la  sur- 
face (6)  contiendrait  l'axe  des  x,  également  génératrice  du  cône  (C).  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  som- 
mets est  une  courbe  gauche  du  7°  ordre. 

Passons  maintenant  à  la  dernière  partie. 

Si  l'on  désigne  par  «„,  vo,  w„,  /'oies  coordonnées  du  plan  (Llj,  ces  quantités  doivent  satisfaire  à 
l'équation  tangenticlle  de  la  surface.  On  a  donc,  en  posant 

2«(o^-''o  =  A,  2f.Uo+»'o  =  B,  2Y(i'o4-r«  =  C, 

(!)  u5  4-î^o  +  ît'5  =  »„D, 

Celte  équation  étant  du  3°  degré  en  II-,  il  existe  bien  3  quadriques  (Qi)  tangentes  au  plan  (il). 
Or  si  «,  V,  w,  r  sont  les  coordonnées  d'un  des  plans  tangents  communs,  l'équation 
2au-i-r        2^0 +  )■         2y«'H-c         u- -t- «- -f- (f-  _ 

a2_U-a    '^    '-^^  —  IV    "^    Y''— R'    '^  '•  '" 
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devra  êlre  satisfaite  lorsqu'on  remplacera  11-  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  du  3'  degré 
obtenue  plus  haut. 

On  pourra  donc  récrire  les  équations  (1)  en  supprimant  les  indices.  Les  valeurs  de  u,  v,  w,  tirées  des 
trois  premières,  étant  portées  dans  la  quatrième,  il  vient 


^iA^y^rB. 


(11) 

Cette  équation  donne  deux  valeurs  de  *',  ?•„  et  ;■;,  ;  à  la  seconde  correspond  le  système  de  valeurs  ii,;, 
«0,  H'u  : 


A- 


-  =  "o  +  -5-(''o  — '"i).    etc. 


2a  ""    ■     2a 

Les  trois  quadriques  tangentes  au  plan  (II)  admettent  bien  un  second  plan  tangent  (n'). 
Pour  que  les  plans  (II),  (ll'j  soient  rectangulaires,  il  faut  que  la  relation 


SMoMÔ 


1 


2  ^  »         "'      a 
soit  satisfaite. 

Or  si  l'on  débarrasse  l'équation  (II)  de  la  racine  »•„,  on  obtient 


1 


1 


'•oS— +^'o('-o- '-0)^-7  =  0- 


Et  pour  avoir  l'enveloppe  cherchée,  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer    i\  —  ï'Ô,     ce  qui  donne 
équation  d'une  surface  de  3«  classe  doublement  tangente  au  plan  de  l'infini,  ayant  un  foyer  au  point  0. 


VASNIER. 


1154.  —  Lieu  des  centres  des  ellipses  ayant  un  foyer  commun,  passant  par  un  point  donné  et  touchant 
une  droite  donnée. 

Prenons  pour  origine  le  foyer  donné  F,  pour  axe  des  x  la  droite  joignant   le  point  F  au  point 

donné  A,  et  pour  axe  des  y  la  perpendicu- 
laire à  FA.  Soit  a  l'abscisse  du  point  A  et 
ar  costo -f-y  sin  10  —  p  =  0  l'équation  de  la 
droite  donnée  A.  Le  lieu  du  centre  des 
ellipses  considérées  est  homothétique  du  lieu 
du  deuxième  foyer,  le  rapport  d'homothétie 

1 

étant  égal  à  —,    et  le  centre  d'homothétie 

étant  le  point  F.  Nous  allons  chercher  ce 
dernier  lieu,  et  il  nous  sera  facile  d'en 
déduire  le  lieu  du  centre. 

Observons  d'abord  que  pour  qu'il  existe 
des  ellipses  ayant  pour  foyer  le  point  F, 
passant  par  le  point  A  et  tangentes  à  la 
droite  A,  il  faut  que  les  deux  points  F  et  A 
soient  situés  d'un  même  côté  de  A  ;  on  doit 
donc  avoir  entre  les  données  la  condition 
suivante 

(1)  — ;j(acos<o  —  p)  ■<  0. 

Désignons  par  a,  p  les  coordonnées  du  deuxième  foyer   F'.    Une  conique  quelconque   (C)   ayant 
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pour  foyers    F    et  F'   a  pour  équation   tangentielle 

l(u-  -+-  v'-)  +  "'(«M  -t-  pw  +  w)  =  0. 
Elle  sera  tangente  à  a  si  l'on  a 

(2)  X  = /)(a  C0S(D-|-§sinaj — p). 

D'autre  part,  on  voit  aisément  que  l'équation  ponctuelle  de  celte  conique  est 

(Cj  (\  -  ^y  +  ^.rv  +  {l-  ^)f-  -  \^x-l?y  +  À=  =  0. 

et  pour  qu"ollfi  passe  au  point  A,  il  faut  qu'on  ait 

(x  — il^a^  — Xaa  +  X^  =  0, 
ou  (3)  4X[X  —  a{a  —  a)]  —  r/^-^s  =  0. 

Nous  aurons  l'équation  du  lieu  du  point  (a,  ?)  en  éliminant  X  entre  les  équations  (2)  et  (3).  Nous 
obtenons  ainsi,  après  avoir  romiilacc  a  et  p  par  x  et  y, 

ip(x  cos  w  -H  y  sin  w  —  p)[p{x cos  w  h-  j/  sin  w  —  p)  —  a{x  —  a)] —  a^y-  =  0, 
ou,  en  posant    P  ^  xcosoj  +  j/sinto  —  p, 
(H)  ApP[pP—n{x  —  a)]  —  a^  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  conique  (H).  Mais  un  point  de  cette  conique  n'est  un  véritable  point 
du  lieu  que  s'il  est  le  fojer  d'une  ellipse,  c'est-à-dire  si  la  conique  (C)  est  une  ellipse.  On  doit  donc  avoir 

(-Ç)('-t)-^>»       «"       '■(-^)>». 

ou,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  (2) 

[I*  H-  p- 1 
p(a  cos  (0  -H  P  sin  (u  —  p) T —  I  >  Oj 

ou  encore  — ^)(acosf)  +  ^sin  (o  —  p)[(a  —  2pcos  to)--i-  ([i  —  Spsinto)-]  >  0, 

ou  enfin  —  ;)(a  cos  «j  4-  p  sin  (o  —  ^)  >  0. 

Cette  inégalité  exprime  que  le  point  (a,  ^)  est  situé  par  rapport  à  la  droite  A  du  même  côté  que 
l'origine  ou  que  le  point  A. 

Donc  le  lieu  cherché  se  compose  de  la  portion  de  la  conique  (H)  qui  est  située  par  rapport  à  a  du 
même  côté  que  le  point  A. 

Etudions  maintenant  cette  conique.  Désignons  par  6(73  cos  w,  p  sin  w)  la  projection  de  F  sur  A, 
par  F,(2;)cosio,  2/3  sinw)  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  A,  et  par  B  le  point  de  rencontre  de  a  et 
de  la  parallèle  à  Oi/  menée  par  le  point  A. 

L'équalion  de  la  conique  (H)  nous  montre  que  cette  conique  est  tangente  aux  droites  P  =  0,  et 
pP — n{x  —  n)  =  0  aux  points  où  ces  droites  rencontrent  l'axe  des  x.  Or  l'équation  P  =  0  repré- 
sente la  droite  A  qui  rencontre  Fx  au  point  C,  l'équation  pP — a{x  —  a)  =  0  représente  une  droite 
passant  par  le  point  B  et  perpendirulaire  à  AG  ;  soit  D  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  Px. 
Laconique  (H)  est  tangente  en  G  et  D  aux  droites  BC  et  ED. 

De  plus,  l'équation  (H)  peut  s'écrire 


[2pP  -  a{x  —  a)Y--  a-[(.r  —  a)'-  -h  y-]  =  0 

ou  (X  -  ay  -h  j/2  =  ^-  [2pP  —  a{x  -  a)Y, 

ce  qui  montre  quêta  conique  (H)  admet  pour  foyer  le  point  A,  et  pour  directrice  correspondante  la 
droite  2pP  —  n{x  —  a)  =  0,  c'est-à-dire  la  droite  A,  menée  par  le  point  B  perpendiculaire  à  AF,.  Il 
en  résulte  que  AF,  est  l'axe  focal  de  cette  conique,  et  comme  CF,  est  symétrique  de  CA  par  rapport  à  la 
tangente  CB,  on  en  conclut  que  Fj  est  le  deuxième  foyer  de  la  conique  (H). 
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L'excentricité  e  de  cette  conique  est  donnée  par 

2        (2pcosio — af  +  kp^sm-w 

or  nous  avons 

2      .       4;j(p  —  a  cos  <o) 

n- 
et  l'inégalité  (1)  nous  montre  que    e^— 1     est  positif,  par  suite  laconique  (Hj  est  une  hyperbole. 
D'autre  part,  la  valeur  de  e^  peut  s'écrire 

,        Âf'  AFi 

A  F  AF 

cimme  AF,  est  la  distance  focale,  on  en  conclut  que  AF  est  la  longueur  de  l'axe  réel. 

Il  résulte  de  là  que  la  conique  (H)  est  une  hyperbole  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  F,,    et  dont 
la  longueur  de  l'axe  réel  est  égale  à  AF. 

Le  lieu  du  deuxième  foyer  de  la  conique  (C)  est  la  branche  de  cette  hyperbolela  plus  voisine  du 

foyer  A . 

J.  HAAG,à  Pont-à-Mousson. 

Solution  géométrique.—  Soit  F'  le  deuxième  foyer  d'une  ellipse  (C)  ayant  pour  foyer  le  point  F,  passant 
par  le  point  A  et  tangente  k  la  droite  A.  Si  on  désigne  par  2a  le  grand  axe  de  cette  ellipse,  on  a 

F'Fi  =  2a  et  AF'  +  AF=2n; 

on  en  déduit  F'F,  =  AF'  +  AF    ou     F,F'  AF  =  AF. 

Cette  égalité  montre  que  le  point  F'  est  situé  sur  la  branche  voisine  de  A  de  l'hyperbole  qui  a  pour  foyers 

les  points  A  et  Fi  et  dont  la  longueur  de  l'axe  réel  est  égal  à  AF. 

R.  JAVELOT,  à  Givet. 

Bonnes  solutions  par  MM.  P.  Canet.  lycée  de  Nancy  ;  J.-D.  DuFAOT.à  Poitiers  ;  Fdzac,  à  Toulouse  ;  T.  Lemoyne,  à  Troyes; 
Oscar  Ndïtten,  lycée  ae  Lille  ;  Charles  Pei.lion,  à  Rennes;  K.  Boovaist. 


BOURSES  DE  LICENCE   PRÈS  LES  FACULTÉS  DES  SCIENCES  (1902, /?«). 


Physique. 

1130.  —  Un  baromètre  à  siphon  est  maintenu  à  la  température  de  0°;  la  branche  ouverte  à  l'air  est 
cylindrique  et  a  lo"^""!  de  section  ;  ta  branche  fermée,  également  cylindrique,  a  3<="i<!  de  section.  Ces  deux 
branches  ont  leur  axe  vertical. 

Au  début,  la  chambre  barométrique  est  vide  de  tout  gaz  et  a  alors  une  capacité  de  Sl"^".  On  introduit 
dons  cette  chambre  barométrique  l  décigramme  d'air  sec.  On  demande  de  combien  descendra  le  niveati  du 
mercure  dans  la  branche  fermée  ? 

V intensité  de  la  pesanteur  à  l'endroit  oii  a  lieu  l'expérience  est  de  980.  On  sait  que  la  masse  d'un  litre 
d'air  à  0°  sous  la  pression  qu'exerce  à  Paris  une  colonne  de  mercure  de  7fi<^"'  n  0»  est  IsfjSQS;  l'intensité  de 
la  pesanteur  à  Paris  est  981. 

Soit  a;  la  longueur  cherchée.  Le  volume  occupé  par  l'air  sera    21  -+-  3a;. 

Le  mercure,  étant  descendu  de  x  dans  la  branche  fermée,  est  monté  dans  la  branche  ouverte  d'une 
quantité  y  telle  que  15;/  =  3.r,  d'où  y  =  0,^x.  La  différence  des  niveaux  du  mercure  dans  les 
deux  branches  a  donc  diminué  en  tout  de  a?  +  0,2x  et  cette  variation  représente,  en  hauteur  de 
mercure,  la  pression  de  l'air  introduit.  En  unités  absolues,  cette  pression  sera  exprimée  par  l,2x.[i.980, 
H  désignant  la  masse  spécifique  du  mercure  normal. 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  relier  le  volume,  la  pression  et  la  masse  de  l'air  par  la  formule  connue 

wj  =  vda  — — , 

P,    !-!-=<< 
ce  qui  donne 

1  9t.  u  980 
0,1  =  (21  -4-  3x)  X  0,001293  X    ^j'^'^^^      • 

En  simplifiant  et  ordonnant,  on  trouve 

x= -H  7x— 1634,4  =  0. 

La  racine  positive  convient  seule  à  la  question  ;  elle  est  égale  à 

a;  =  37,07. 
Le  niveau  du  mercure  est  donc  descendu  de  37,07  centimètres. 


Chimie. 


1131  .  —  0»  verse  dans  vue  grande  quantité  d'eau  un  mélange  de  trichlonire  et  de  pentachlorure  de 
phosphore. 

Pour  neutraliser  le  Ihjuide  acide  ainsi  obtenu  avec  une  diisolulion  normale  de  soude  (NaOH  =  408' 
par  litre),  on  trouve  qu'il  faut  employer  100"  de  cette  dissolution  pour  ta  neutralisation  au  méthylorange 
au  120"  pour  la  neutralisation  à  la  phtaléine  du  phénol. 

On  demande  : 

1"  Le  poids  du  mélange  de  trichlorure  et  de  pentachlorure  de  phosphore  employé  ; 

2°  La  composition  de  ce  mélange. 

On  sait  que  le  trichlorure  et  le  pentachlorure  de  phosphore  sont  décomposés  par  l'eau  suivant  les 

équations 

PCL'-h3H-0==  POH(OH)2  +  3HCL, 

PCL^  +  41P0  =  PO(OH)^  -t-  oHCL. 

On  sait  d'autre  part  que  les  sels  monosodiques  de  l'acide  phosphoreux  et  de  l'acide  orthophospho- 
rique  sont  neutres  au  méthylorange  et  acides  à  la  phtaléine  du  phénol  et  que  les  sels  disodiques  des 
mêmes  acides  sont  neutres  à  la  phtaléine;  quant  au  chlorure  de  sodium,  il  est  neutre  vis-à-vis  des  deux 
réactifs. 

Soient  .r  et  y   les  poids  de  trichlorure  et  de  pentachlorure  ;  les  poids  moléculaires  de  ces  deux 

X  y 

corps  étant  respectivement  137,5  et  208,5,  les  nombres  de  leurs  molécules  seront  -rx^r-  et 


137,5         208,5 

En  présence  du  méthylorange,  il  faut  employer  à  la  neutralisation  de  la  liqueur  pour  une  molécule 
de  trichlorure  4  molécules  ou  160s''  de  soude  et  pour  une  molécule  de  pentachlorure  6  molécules  ou 
240?''  de  soude.  Comme  les  100'=''  de  liqueur  employée  contiennent  4?''  de  soude,  on  peut  écrire 


160h- — I— -240  =  4. 


137,5  208,5 

On  aurait  de  même,  en  considérant  la  neutralisation  en  présence  de  la  phtaléine 

200  -+-  —1—  •  280  =  4,8. 


137,5  208,5 

Ces  deux  équations  donnent 

a- =  lg'',375,  j/ =  2e>-,085,  a- -h  j/ =  3^^,46. 


J.   LOIRE. 
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1120.  —  La  ligne  de  terre  étant  tracée  à  22"°  au-dessus  du  bord  inférieur  de  la  feuille,  on  donne  une 
sphère  de  4'"  de  rayon  et  dont  le  centre,  ayant  ses  projections  à  11""  du  bord  de  droite  de  la  feuille,  est  à 
lO'"  au-dessus  du  plan  horizontal  el  à  8'"  m  avant  du  plan  vertical  de  projection.  —  Une  seconde  sphère, 
de  o"^  de  rayon,  est  tangente  intérieurement  à  la  première,  au  plus  haut  des  deux  points  de  son  contour 
apparent  vertical  où  la  tangente  T  est  inclinée  à  45°  sur  la  ligne  de   terre. 

i.  Représenter  par  ses  projections  la  courbe  d'intersection  de  la  première  sphère  avec  le  cylindre  cir- 
conscrit à  la  seconde,  et  dont  les  génératrices  sont  de  front  et  parallèles  à  la  tangente  T. 

On  délerniinera  :  un  point  quelconque  {qui  sera  désigné  par  m)  de  la  courbe,  et  ta  tangente  en  ce  point 
{qu'on  désignera  par  t)  :  les  points  (»n,,  jkj,  .,.)  sur  les  contours  apparents  verticaux  et  les  tangentes 
Ci, '2,  .■•)  en  ces  points  :  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  el  les  tangentes  à  la 
projection  verticale  de  la  courbe  aux  projections  verticales  de  ces  points. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  seront  déduits  du  tracé  de  la  projection  ver- 
ticale de  la  courbe.  On  indiquera  la  ligne  des  points  doubles  apparents  en  projection  horizontale. 

2.  On  supposera  ensuite  que  la  sphère,  entaillée  par  le  cylindre,  soit  éclairée  par  des  rayons  lumineux 
parallèles  aux  génératrices  du  cylindre,  et  on  figurera  par  des  hachures  l'ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal par  la  sphère  pleine  ainsi  trouée. 

Pour  ta  détermination  des  parties  vues  (en  traits  pleins  noirs)  et  cachées  (points  ronds  noirs),  on  suppo- 
sera que  les  deux  corps  existent;  la  seconde  sphère  sera  considérée  comme  auxiliaire  et  sera  représentée,  en 
traits  rouges,  ainsi  que  toutes  les  constructions.  Le  cylindre  sera  prolongé  dans  les  deux  si'ns  un  peu  au-delà 
de  la  première  sphère. 

N.  B.  —  Les  candidats  pourront  indiquer  dans  une  courte  légende,  en  un  coin  de  la  feuille,  les  méthodes 

qu'ils  emploieront . 

'  '  [Ecole  Polyteclinique,  1902.) 

Détermination  d'an  point  quelconque  et  de  la  tanitcnte  en  ce  point.  —  Nous  emploierons  des  sphères  auxiliaires 
ayant  pour  centre  commun  le  point  de  rencontre  (i',  i'}  de  l'axe  du  cylindre  et  de  la  verticale  du  centre  (o,  0') 
de  la  sphère.  Une  sphère  auxiliaire  quelconque  coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  parallèles  projetés  verti- 
calement sur  des  droites  dont  le  point  de  concours  est  un  point  de  la  projection  verticale  cherchée  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  ;  la  sphère  auxiliaire,  qui  coupe  le  cylindre  suivant  le  parallèle  mV,  détermine  dans 
la  sphère  donnée  le  parallèle  m'p,  d'où  le  point  m' .  La  projection  horizontale  m  du  point  correspondant  est 
donnée  par  le  parallèle  de  centre  0  et  de  rayon  op. 

La  tangente  en  {m,  m'}  a  été  obtenue  par  la  méthode  des  normales  ;  les  normales  en  (m,  m')  sont  {mn,  m'o') 
pour  la  sphère  et  {mn,  m'n')  pour  le  cylindre.  Une  frontale  du  plan  de  ces  normales  est  [no,  no'}  et  une  hori- 
zontale est  (nh,  n'h');  on  en  déduit  mt  perpendiculaire  à  nh,  et  tn't'  perpendiculaire  à  n'a'. 

Recherclie  des  points  importants.  —  Les  deux  surfaces  sont  tangentes  entre  elles  au  point  (a.  a')  ;  leur  inter- 
section présente  un  point  double  réel  en  ce  point.  La  projection  verticale  de  l'intersection  est  une  parabole 
dont  l'axe  est  a'o'.  La  projection  horizontale  de  l'intersection  est  une  courbe  du  4'  degré  admettant  ao  pour  axe 
de  symétrie. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  sont  {a,  a'),  {m,,  «;,')  et  (ma,  '"i)  qui  sont  donnés  immédiate- 
ment. Les  tangentes  en  ces  derniers  points  sont  de  bout,  projetées  horizontalement  en  (wi,  m{)  el  (wa,  mi)  per- 
pendiculaires à  xy.  Les  tangentes  à  la  projection  verticale  en  m[  et  ml  ont  été  construites  par  la  méthode  des 
normales,  d'où  m',t[  et  mU',  qui  coupent  a'o'  au  même  point  «'. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  s'obtiennent  en  coupant  la  sphère  par  les  plans 
verticaux  contenant  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal.  Le  plan  vertical  bic,  donne  dans  la  sphère 
le  cercle  o'f'  d'où  les  points  b'  et  c'  et  par  suite  61  et  c,,  et  par  conséquent  les  points  62  et  ca.  Les  tangentes  à 
la  projection  verticale  de  l'intersection  en  ces  points  se  déterminent  par  la  méthode  des  normales,  ou  bien 
encore  en  prenant    a'v'  =  a'w',     d'où  ces  tangentes    b'v'  et  c'v'. 

Quant  aux  points  rf,  et  d-2  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère,  on  les  a  déduits  du  point  de 
rencontre  d'  de  la  projection  verticale  de  l'intersection  et  de  o'f,  projection  verticale  du  contour  apparent 
horizontal  de  la  sphère. 

Il  reste  à  construire  les  tangentes  au  point  double  réel  {a,  a').  Pour  cela  nous  considérons  le  cône  d'erreur, 
qui  a  pour  sommet  (a,  a']  et  pour  directrice  l'intersection  du  cylindre  et  delà  sphère;  il  est  du  2°  degré. 
De  plus,  tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  coupant  le  cylindre  et  la  sphère  suivant  des 
cercles,  coupe  ce   cône  d'erreur  suivant  un  cercle.   Prenons  le  plan  de  bout,  de  trace  verticale  ak'  perpen- 
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diculaire  à  m'i'  ;  la  trace  du  cône  d'erreur  sur  ce  plan  est  un  cercle  dont  le  centre  est  (k,  h').  Deux  gcuératrices 
a'ml  et  a'mi  ont  pour  traces  /  et ,;",  ;  le  rayon  du  cercle  de  base  du  cône  est  k'f.  L'intersection  du  plan  de 
cette  base  et  du  plan  tangent  commun  en  (a,  a')  est  la  droite  de  bout  {k,  h')  qui  est  un  diamètre  du  cercle  et 
par  suite  rencontre  ce  cercle  en  deux  points  projetés  horizontalement  en  ti  et  '.2  tels  que  k-Zi  =  ft-j  =  k'J', 
d'où  les  tangentes    azi  et  a-zi    en  a  à  la  in-ojection  horizontale  de  l'intersection. 

La  ligne  des  points  doubles  apparents,  en  projection  horizontale,  est  c^,  projection  horizontale  de  l'inter- 
section des  plans  de  contour  apparent  horizontal  des  deux  surfaces,  qui  sont  ici  le  plan  de  bout  b'i'  et  le  plan 
horizontal  o'f. 

Ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.  —  L'ombre  portée  par  la  sphère  (0,  0')  est  limitée  par  l'ellipse,  trace 
horizontale  du  cylindre  circonscrit  à  cette  sphère  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  celles  du  cylindre 
donné.  Mais  par  ce  dernier  cylindre  passent  des  rayons  lumineux  qui  éclairent  la  portion  du  plan  horizontal 
intérieure  à  l'ellipse,  trace  horizontale  de  ce  cylindre.  Donc  la  partie  dans  l'ombre  est  celle  extérieure  à  la 
petite  et  intérieure  à  la  grande  ellipse. 

Représentation  de  l'ensemble  des  deux  solides.  -  Nous  représentons  le  corps  formé  par  l'ensemble  de  la 
sphère  solide  (0,  0')  et  du  cylindre  solide  donné.  Les  portions  de  contour  apparent  de  l'un,  intérieures  à  l'autre, 
.sont  alors  supprimées,  tout  est  vu  en  projection  verticale.  En  projection  horizontale,  les  arcs  partant  de  a  sont 
vus  jusqu'à  leurs  premiers  points  de  rencontre  avec  un  contour  apparent.  Le  reste  est  caché,  ainsi  que  l'arc  ffi 
de  contour  apparent  de  la  sphère  qui  subsiste,  mais  se  trouve  au-dessous  du  cylindre.  N.  G. 
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Mathématiques. 

518.  —  Rapport  anharmoiiique  de  4  quantités  imaginaires  ;  interprétation  géométrique. 

519.  —  On  considère  la  cubique  gauche 

1  1  _       1 

^^T^T^'         y=-r^'         --7^" 

On  coupe  par  des  plans  qui  se  déplacent  parallèlement  à  eux-mêmes  ;  on  a  trois  points    Ai,  Aj,  A3. 

1°  Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle. 

2»  Lieu  du  cercle  circonscrit  (quadrique).  Condition  pour  que  la  quadrique  trouvée  soit  de  révolution. 

520.  —   Démontrer  la  formule 

fia  +  h)-2f{a]^r{a-h)   ^  .„         ^ft)  -l<e<l. 

521 .  —  On  considère  la  courbe  : 

x  =  l\  y  =  t\  3  =  «-1-1. 

Ordre  de  la  courbe. 
Sécantes  triples  de  la  courbe.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  points  soient  dans  un  même  plan. 

522.  —  Résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

1  -h  <»  ,.       2« 

523.  —  On  donne  la  courbe  x  =^  a —<  j/  =  0 


1  —  t*  1  —  t« 

Relation  entre  quatre   l  pour  que  les  points  correspondants  soient  sur  un  même  cercle.  Discussion. 

524.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  l  et  dont  le  centre  est  .'1  l'origine,  et  deux  points  déterminés  par  les  angles  °  et  tp' 
que  font  les  rayons   OA,  OB  avec  0^;  trouver  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner   0.r  pour  l'amener  sur  Alî. 

525.  —  Combien  de  cercles  osculateurs  à  l'ellipse  passent  par  un  point'?  Les  points  de  contact  elle  point  sont  sur  un 
même  cercle. 

526.  —  Discuter  au  point  de  vue  de  la  réalité  des  racines  l'équation 

(X  —  ayix  —  bii{x  —  c)'  =  1 . 
Cas  ou  p,  ij,  r  sont  impairs. 

527.—  Quand  deux  quadriques  se  touchent  en  un  point,  la  biquadratique  d'intersection  est  unicursale.  Le  voir  géo- 
métriquement et  analytiquement. 

528.  —  On  considère  la  courbe 

X  =  al-  +  bt  +  c,  y  =  a'I*  -t-  VI  +  c,  ;  =  «"«'  -h  b"t  +  c". 

Démoutrer  que  c'est  une  courbe  plane,  une  parabole.  Trouver  son  plan,  son  ase,  son  sommet,  son  loyer. 
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529.  —  On  considère  un  faisceau  île  quadriques  honiofocales 


^-        .         !/  .        =■       -M=0. 


Lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe    ux  +  vy  +  trz  +  /t  =  0    (géométriquement) . 

On  donne  la  droite      ^  ~  '''"   =    "  ~  ''"    =   "  ~ '"  •    Lieu  des  droites  conjuguées  par  rapport  aux  quadriques  du  fais- 
a  b  c 

ceau.  C'est  un  paraboloïde.  Quand  devient-il  un  plan  ?  —  Quand  la  droite  varie,  les  droites  forment  un  complexe.  Mne  du 
complexe.  Courbe  du  complexe  (parabole).  Foyer  de  la  parabole  du  complexe. 

530.  —  On  considère  les  deux  courbes 

y'  +  Ay  +  lt  =  0, 

î/=-+-  C(/-l-D  =  0, 
A  et  B  désignant  des  fonctions  de  .r.  Intersection  des  deux  courbes.  Cas  où  3  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite  ;  cas 
où  le  résultant  est  identiciuement  nul. 

531.  —  Ktiuiier  la  série 

Elle  est  convergente.  En  déduire  que     L(n  +  1)  -  S„     tend  vers  une  limite  (en  désignant  par    S„  la  somme  des  ii  pre- 


n  I 


miers  termes  de  la  série 

n  I 

1  1  1 


532.  —  On  considère     E  =: 


a-+-l        0  +  2  a-t-o 

Si  a  et  h  augmentent  indéfiniment  et  si  — •  tend  vers  une  limite,  E  tend  aussi  vers  une  limite. 

533.  —  On  eberche  successivement  cos  ma  et  sin  via  en  fonction  de  cos  o.  On  pose  dans  le  premier  cas  cos  a  =  x, 
dans  le  second  cas    cos  a  =  !/  ;    on  a    cos  ma  =  ç(j;),    sin  ma  =  ■Ky). 

Démontrer  que  la  courbe    {^{x)]-  +  11(1/)^  =  1    se  décompose  en  coniques. 

534.  —  Soit  une  courbe  du  quatrième  degré, 

x  =  -^.  '„=z:M,  3  =  M.;  r{t]  =  al'  +  bl'  +  ct'  +  dl-he,  6tc. 

o(t)  ■'  o((|  ?(J)  '" 

Relations  entre  tt,  ts,  (j,  l^  pour  que  les  quatre  points  correspondants  soient  dans  un  même  plan.  I^iuation  du  plan. 
Condition  pour  que  3  points  soient  en  ligne  droite.  Lieu  de  la  droite.  C'est  une  quadrique. 

535.  —  On  considère  la  conique 

al^-hbt  +  c  a,(» -I- 6,<  4- c,  . 

X  = y  ^ ■ 

a'I'-hh'l-hc  o'C -t- 67 -(- c' 

Soient  Mi,  Ms  deux  points  d,  (...  Equation  delà  droite  les  joignant  :  on  trouve 

ï(,<2 -<-?(».  + M +  r  =  o, 

«,  3,  y  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

536.  —  Enveloppe  des  sphères  dont  le  centre  décrit  un  ellipsoïde  et  orthogonales  à  une  sphère  donnée. 

537.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  plan  passant  par  (j»,  i/a,  Zt).  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  section 
en  fonction  d'un  paramètre. 

538.  —  On  donne  un  faisceau  de  quadriques  homofoc:iles 

Il'  +  ).  (y-  -+-  A  C'  -h  \ 

Par  un  point  il  passe  3  quadriques  bomofocales  orthogonales.  On  prend,  au  moyen  d'une  transformation  de  coordonnées, 
pour  plans  des  axes  les  3  plans  tangents  en  ce  point.  Démontrer  que  les  cônes  circonscrits  ayant  pour  sommet  ce  point  sont 
liomofocaux  et  ont  pour  plans  principaux  les  plans  tangents. 

539.  —  Equation  cartésienne  de  la  surface 

_    ii  +  c'  _   c'-t-a^  g'  -+-  b- 

^  ""       bê     '  ^  ~       âc      '  "  ~       ab 

♦ 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1212.  —  On  considère  une  parabole  et  un  point  A  ;  par  le  point  A  on  mène  les  tangentes  à  la  parabole 
qui  touchent  cette  courbe  en  B  et  C. 

1»  Trouver  le  lieu  du  sommet  du  trièdre  trirectangle  ayant  pour  trace  sur  le  plan  de  la  parabole  le  triangle 
ABC.  On  trouve  une  surface  cubique  dont  on  demande  la  trace  sur  le  plan  de  la  parabole.  Montrer  que  cette 
surface  cubique  a  quatre  points  doubles  ;  étudier  les  droites  de  cette  surface. 
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■2°  Trouver  le  Heu  des  points  A  qui  correspondent  aux  points  de  la  surface  situés  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  de  la  parabole.  Voir  en  particulier  ce  qui  se  passe  quand  le  plan  coïncide  avec  celui  de  la  parabole. 

E.  H. 

1213.  —  On  considère  un  quadrilatère  tîxe  ABCD,  dont  A,  B  et  C,  D  sont  deux  couples  de  sommets 
opposés  et  on  envisage  une  conique  (E)  inscrite  dans  ce  quadrilatère,  puis  la  conique  variable  (C)  passant  par 
les  points  C  et  U,  tangente  à  la  diagonale  AB  et  aux  deux  droites  MA  et  MB,  qui, joignent  un  point  M  variable 
sur  la  conique  (E)  aux  points  A  et  B. 

1°  Montrer  que  la  polaire  de  M  par  rapport  à  la  conique  (C)  enveloppe  une  conique  (D  qui  passe  aux 
points  A  et  B,  qui  est  tangente  en  ces  points  aux  droites  KA,  KB,  K  étant  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la 
conique  (E),  et  qui  est  bitangente  à  cette  conique  aux  deux  points  où  elle  rencontre  CI). 

2°  Le  lieu  du  pôle  de  CD  par  rapporta  laconique  (C)  est  une  conique  (r')  qui  touche  aussi  les  droites  K.V, 
KB  aux  points  A  et  B. 

3°  Quand  (E)  varie,  toutes  les  coniques  (T)  et  (r'I  sont  homologiques  entre  elles,  l'axe  d'homologie  étant 
AR  elle  centre  d'homologie  étant  K.  G.  Gourdel. 

1214.  — Démontrer  géométriquement  que  : 

1»  Les  perpendiculaires  abaissées  de  l'extrémité  A  du  grand  axe  d'une  ellipse  sur  les  quatre  normales  issues 
d'un  point   M   rencontrent  la  courbe  en  quatre  points  qui  sont  sur  un  même  cercle. 

2»  Si  du  sommet  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  OM,  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  N 
où  celte  droite  la  rencontre  est  l'axe  radical  du  cercle  précédent  et  du  cercle  principal. 

T.  Lemov.ne. 
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1165  {').  —  Par  le  point  de  contact  0  di'  deu.v  cercles  tangents  et  de  rayons  R  et  R',  on  fait  passer 
vn  cercle  qui  passe  en  outre  par  un  point  fixe  A  de  la  ligne  des  centres  et  qui  rencontre  les  cercles  donnés  en  deux 
points  variables  M  et  M'. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'  et  montrer  les  changements  de  forme  de  la  courbe  quand  on  fait 
varier  la  longueur     UA  =  Se. 

1.  Les  axes  de  coordonnées  rectangulaires  étant  OX,  ligne  des  centres,  et  OY,  tangente  en  0  aux 

deux  cercles,  si  on  désigne  par   {a,  p)   les  coordonnées  du 
centre  co  du  cercle  variable,  les  trois  cercles  ont  respecti- 
vement pour  équations  : 
(C)  x'-i-î/^— 2Rj- r=0, 

(C)  ï- -t- j/»  —  2R'a^  =  0, 


(") 


r 


—  2rt.T  —  2Si;  = 


î/  =  0. 


Les  axes  radicaux  O.Vl  et  OM'  de  ce  dernier  cercle  et  des 
précédents  ont  respectivement  pour  équations  : 

(OMj  (R  — a)x-py  =  0, 

lOM')  (R'  — a)x  — P;/  =U. 

Les  coordonnées  du  point  M  étant  désignées  par  .n  et 
7/,,  et  celles  du  point  M'  par  x'  et  y\  on  trouve  : 


Cl  Cette  question  présente  des  difficultés  de  calcul  et  île  discussion  que  nous  n'avions  pas  prévues.  Aussi  ne  sommes-nous 
pas  étonné  de  n'avoir  pas  reçu  de  solutions  de  nos  correspondants  habituels.  Malgré  tout  nous  tenons  à  en  publier  une  solution 
assez  détaillée  :  elle  aura  l'avantage  de  faire  travailler  les  élèves  studieux  qui  la  liront  et  qui  voudront  bien  y  réfléchir. 
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2  IIP'-  (  2R'^= 


'^^     ^  2R(R  — a)p  ^^'^  \  2Rm'-a)p 

?/'  =  0.  ,  ,D — ::t^ ;  /  .'/'  = 


p-+(R  — a)-  '    •'         p^  +  (H'_rt)= 

La  droite  MM'  ou  A  a  pour  équation  : 

X  y  \ 

X,  y,  1      —  x(yi — y') —y{x, —x')-\- x,y'  —  j/,a;'  =  0. 

x'  y  1 

Il  suliit  éviileininent  do  calculer  les  numérateurs  des  binômes     J/i — y\    Xi  —  x',     et    x^y'—y^x' 
Si  on  supprime  en  outre  le  facteur  commun    2p(R  — R'),     non  nul  en  général,  on  a 

(A)  a:[pi(K^R'_„)  — «(R  — rt)(R'  -  a)]— py[Ei-^4- a'— RR']  — 2RR'3-^  =  0 

ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  au  paramètre  variable  p, 

(A)  i/|J'+[2RR'  — (R+R'  — a)x]p-+(a=  — RR')vP-t-ax(R  — a)(R'  — a)  =0. 

Le  paramètre  variable  étant  au  :J"  degré  dans  l'équation  de  la  droite  mobile  A,  cette  droite  enve- 
loppe une  courbe  de  la  3°  classe.  Elle  est  en  outre  du  4'  degré. 

2.  Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

R-+-R'-a=K,  a2-RR'=P,  a(R  — a)(R' -  o)  =  Q. 

L'équation  de  a  s'écrit  alors  : 

(A)  j/pi  -H  (2RR'  —  Kï)?-  -4-  ?y?>  +  Qx  =  0. 

En  supposant  une  variable  d'homogénéité,  on  a  entre  p  et  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  A 
et  de  son  enveloppe  les  deux  équations 

(1)  3|3-j/  +  2(2RR'  —  Kx)?>  +  Py  =  0, 

(2)  (2RR'  — Kx)P'-H2Pj/?  +  3Qa-  =  0. 

Pour  avoir  l'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe  il  suffit  d'éliminer  p  entre  ces  deux  équations.  Si 

on  pose 

ï/[(9Q  -+-  PK)x  -  2RR'P]  =  S, 

6Py2  _2(2RR'  —  Kx)-  =  2S', 

()Qj-(2RR'  —  Kx)  -  2P»i/-  =  2S", 

l'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe  s'écrit  simplement 

S-  — 4S'S"  =  0. 

Celte  équation  est  du  4«  degré  et  par  suite  la  droite  a  enveloppe  une  courbe  du  4°  ordre,  symétrique 
par  rapport  à  OX. 

Cette  courbe  a  trois  points  de  rebroussement  dont  l'un  au  moins  est  réel.  Ce  sont  les  trois  points 

communs  aux  trois  coniques  S,  S'  et  S",  dont  la  première  est  un  système  de  deux  droites    y  =  0    et 

(9Qh-PK)x  — 2RRT  =  Û. 

^    „    .  .  2RR' 

Il  y  a  un  point  de  rebroussement  effectif  sur  l'axe  des  x  à  la  distance  de  1  origine    x  =  — — 

Les  deux  coniques  S'  et  S"  qui  passent  par  ce  point  ont  une  corde  commune  d'équation 

(9Q -h  PK)x  —  2RR'P  =  0. 

Les  deux  autres  points  de  rebroussement,  réels    ou    imaginaires,  sont  situés  sur  cette   sécante 
commune. 

On  voit  immédiatement  que  pour    P<0    ou    a-  — RR'<0,     laconique  S'  est  un  système  de 
deux  droites  imaginaires  ;  donc  dans  ce  cas  il  y  aura  deux  points  de  rebroussement  imaginaires.  Au  con- 
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traire  pour    P>0    ou  bien    a- — R[l'>0.     la  courbe  aura  trois  points  de  rebroussement  réels, 
caria  conique  S"  est  toujours  réelle  ainsi  que  S. 

On  peut  observer  que  si  on  désigne  par  p  et  <:/  les  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  a,  on  a 


2RRf^    .  -2RR'p. 


î  = 


La  droite  a  sera  une  ^a^jy^'n/e  rfoi/ft/e,  perpendiculaire  à  OX  pour    p^-(-P  =  0.     Pour    P<0     ses 
points  de  contact  avec  la  courbe  seront  réels  et  pour    P  >  0    ils  seront  imaginaires, 

3.   Les  équations  (1)  et  (2)  peuvent  s'écrire 

(33-  +  P)v  —  2K,3x  +  4RR'?  =  0, 
"IP^y  -  (K^2  —  3Q)a;  -f-2RR'p-^  =  0. 
On  en  déduit  immédiatement  les  trois  rapports 

y  •*•■  _  1 


4RR'0P         2RR'|32(P-P)         K|î'  — (KP -H3Q)p2_PQ 

qui,  dans  chaque  cas  particulier  donneront  a:  et  )/  en  fonction  de  p.  Si  on  veut  les  dérivées  de  x  et  de 
y  par  rapport  à  [î  on  écrira  d'abord 

^^        2RR'   ~  p*  _(KP -f-3Q)[i-  — PQ  '  ^'*^      4RR  'Q  ~  Kp*  —  {KP  + 30)^- -  PQ  ' 

Si  on  se  reporte  aux  expressions  de  p  et  r/,  on  voit  que  le  facteur  ^-  +  P,  dénominateur  de  q, 
devra  se  trouver  dans  le  numérateur  de  x'^,  car  pour  p-  -i-  P  =  0  on  a  la  valeur  de  x  qui  correspond 
à  la  tangente  double.  De  même  le  facteur  K^  —  Q  devra  se  présenter  dans  la  dérivée  de  y'^,  car 
pour  Kp-  —  Q  =  0  on  a  une  tangente  parallèle  à  OX,  ce  qui  correspond  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  y. 

On   trouve  en  effet  sans  difficulté 


(3)  x',  = 


(6)  Ih 


[W  —  (KP  +  3Q)p^  —  PQ]2 

_„„„.o(,4)(,_I) 


[K'P*— (KPh-3Q)^-^  — PQP 

En  prenant  d'abord  a-  <  RR',  puis  a-  >  RR',  sans  aller  au-delà  de  a  =  R  -h  R',  donnons- 
nous  deux  cercles  intérieurs  l'un  à  l'autre,  de  rayons  R  =  3  et  R' =  2  et  prenons  pour  la  valeur 
numérique  entière  de  a  un  nombre  compris  dans  l'un  des  intervalles  déterminés  par  la  suite 

0  2  y/ÏÔ  5  7; 

nous  allons  obtenir  diverses  formes  de  courbes. 

Première  hypothèse  :     a-  <  RR'     ou     P  <  0. 

4.  —  l"  EXEMPLE  rt  =  1.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  les  suivants,  il  y  aura  lieu  d'envisager 
simultanément  l'ensemble  des  formules  (3),  (4),  (5)  et  (6),  ainsi  que  les  expressions  de  p  et  7  en  fonc- 
tion de  fi,  et  au  besoin  les  expressions  de  S,  S'  et  S". 

L'équation  de  A,  pour    a  =  l,    R  =  5    et    R' =  2    est 

(A)  î/P-+-(20  — 6x)p^  — 9)/?+4a;  =  0 

et  on  a  K  =  6,  p  =  —  9  et  (J  =  4. 

Le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x  et  de  y  est  G(p'  -+-  7^-  H-  6).  Il  ne  peut  être  nul  que 
pour  des  valeurs  négatives  de  |î-,  donc  la  courbe  n'a  pas  d'asymptotes.  Il  y  a  un  seul  point  de  rebrous- 
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sèment  y  =  0,   x  = 


10 
~3~ 


A  cause  de    7 


-20p 


et  de   p  — 


3p2  — 2 


18 


la  tangente  double  correspond  à     jS^  =  9    et  son  équation  est    x  —  -^ 


Elle  se  trouve  donc  à  droite  du  point  de  rebrousse- 


Or  on  a     — ■  ^ 

rj    '      3 

ment.  Enlin  7  est  maximum  pour    33^  —  2  =  0,     et  comme  pour    j3  >  0 

X  et  y  sont  toujours  positifs,  on  aune  forme  de  courbe  représentée  {/ig.  1). 

2'  EXEMPLE     a  =  3.     L'équation  de  la  droite  a  est 


Fig.  1 


t/^3  -H  (20  -  Ax)p  -  ?/P  —  Go;  =  0. 


Il  y  a  un  point  de  rebroussement  unique  y  =  0,  4{x  —  5)  =  0,  ou 
X  =  6.  La  tangente  double  correspond  à  p^  =  l  et  a  pour  équation  x  =  2;  elle  est  placée  entre 
l'origine    et  le  point  de  rebroussement    II.   Le   dénominateur  commun  des  valeurs    d'à;   et   d'y   est 


2^4+11^^—3;     il  est  nul  pour  une  valeur  positive  de  pi  qui  est    — ll_+iiiil  ;     elle  est  à 


égale  à  — -. 
4 

Les  valeurs  correspondantes  de  p  et  de  q  sont  par  suite  très  voisines  de 
ce  qui  permet  de  construire  les  asymptotes.  On  a  d'ailleurs  : 

io^-(^-  - 


P  =  j 


et 


peu  près 


40 


!) 


120fi    ^- 


2pi-  +  np2_3' 


y 


'2p*-t-H?^  — 3 


(23*-+-ll?2  — 3)2 


2/? 


720  (pi. 


t}M) 


(2p*  +  Hpi-3f 


Le  dénominateur 


2p'  +  il|i-— 3 


est  de  la  forme        m-(P-  —  pj)      avec      pf  = 


11  +v/145 
4 


et  on  a 


K>0 


On  sait  que  pour  R   différent  de  R'  on  a  toujour 
Les  valeurs  générales  de  ar  et  de  j/   deviennent 


Ayant  construit  les  asymptotes  LL'  et  GG'  (/?</.  2),  et  la  tangente 
double  TT',  si  on  fait  croître  p  depuis  zéro  jusqu'à  p,,  x  est  né- 
gatif et  décroît  jusqu'à  —  00;  au  contraire,  y  est  positif  et  croît 
jusqu'à  -)-  00 .  On  obtient  la  branche  de  courbe  OL.  Lorsque  p 
atteint  et  dépasse  la  valeur  Pi,  .T  saute  de  —00  à  -i- t»  etdé- 
croît,  puisque  sa  dérivée  est  toujours  négative,  jusqu'à  x  =  ^ 
qui  correspond  à  P  =  1  ;  de  même  y  a  sauté  de  -t- 00  à 
—  X  et  sa  valeur  croît  en  restant  négative  jusqu'à  la  valeur  re- 
présentée sur  la  figure  par  ID. 

La  courbe  touche  en  D  la  tangente  TT',  on  a  eu  la  branche  L'D. 
Enfin  quand  x  croit  depuis  p=  1  jusqu'à  p=  -+-30,  x  et  y 
vont  en  croissant  jusqu'à  la  valeur  o  pour  x  et  la  valeur  zéro  pour 
y.  On  a  la  branche  DR.  Par  symétrie,  on  construit  les  autres  por- 
tions de  la  courbe. 

3' Exemple.  —  Cas  intermédiaim     n^-  =  RR',     ou     P  =  (I. 
L'équation  de  la  droite  mobile  a  est  dans  ce  cas 
yP  +  [2a'2  —  KxfS'  +  Qx  =  0, 
et  Q  =  _„2rK_„]. 

s     R+R'>2v/ÏÏ1F. 


et 


2/  = 


ia'Q 


p(K^-^  ■ 


•3Q) 
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Si  on  poi  le  ces  valeurs  dans  l'équalion  d'une  droite  on  aura  pour  déterminer  p  une  équation  du 

3-  degré.  L'enveloppe  est  piir  suite  une  courbe  du  3"  ordre. 

Comme  on  a  Q<CO,  on  voit  que  pour  ?>-0  x  et  y  sont  positifs  et 
pour  p<0,  X  est  encore  positif  et  y  est  négatif.  La  courbe  est  tout 
entière  à  droite  de  YY'.  Elle  a  pour  asymptote  et  aussi  pour  tangente 
double  l'axe  des   y,   et  un  point  de  rebroussement  sur  OX    à  la  distance 

Sa  forme  est  celle  de  la  figure  3. 


X  = 


Seconde  hypothèse,      a- >  RR'     ou     P>-0. 

5.  4'=  Exemple.  —  Prenons    a  =  4    entre  v/lO  et  5. 

L'équation  de  la  droite  mobile  A  devient  : 
Fig.  3.  y'é^  -H  (20  —  3.r)^'^  +  0//^  —  8j;  =  0. 

Les  trois  coniques  S,  S'  et  S"  sont  réelles  ;  il  y  a  par  suite  trois  points 
de  rebroussement,  le  premier  R,  défini  par  t/ =  0  et  20— 3j;  =  0;  les  deux  autres  déterminés 
par  la  rencontre  de  la  conique  S'   par  exemple  et  de  la  droite     (9Q -h  PK)a;  — 2FRR' =  0     qui  devient 

ici    9a.-i-20  =  0. 

Les  coordonnées  à  l'origine  de  a  s'érrivent 

20S^  —  203 

■p  =  -^^ et 


3fl^-l-8 
La  tangente  double  se  présenterait  pour 


ce  qui  donnerait     p 


a    X  = 


12,     valeur  supérieure 
qui  donne  le  point  de  rebroussement  Ri   sur 


Fig.  ■' 


p^  =  -  6, 

20 

~3" 
l'axe  OX. 

Les  valeurs  A'x  et  à'y  ont  pour  dénominateur  com- 
mun 3(p'*-i-2^--(-16).  Ce  trinôme  n'est  nul  que  pour  des 
valeurs  négatives  de  p-;  donc  la  courbe  n'a  pas  débran- 
ches infinies.  Si  on  observe  maintenant  que  l'on  a  toujours 
p>-0  pour  toute  valeur  réelle  de  p,  on  peut,  sans  se 
servir  des  valeurs  de  xl  et  de  y',f,  figurer  la  courbe  en 
question.    Elle  a  la  forme  indiquée  (fig.  4). 

5°  Exemple.  —  Prenons     a  =  6    entre  R  et     R-t-R'. 
Cet  exemple  est  plus  intéressant  que  les  précédents. 

yf  -H  (20  —  x)"/-  -t-  26yP  +  24a;  =  0. 
et  que  le  coerticient  de  p-  est     (20  —  a;),     il  y  a  trois  points  de 


L'équalion  de  la  droite  mobile  est 

Comme  on  a     S  =  2?/(121x  — 260) 
rebroussement,  le  premier  R,,  à  la  distance    a;  =  20     sur  l'axe  0.\,  les  deux  autres  à  l'intersection 
de  la  conique  S'  et  de  la  droite     121.r  —  260  =  0. 

La  tangente  double  s'obtient  toujours  en  utilisant  les  valeurs  de  p  et  de  7,  qui  sont  ici 

20^2  ^^  _     —  20p 


V 


et 


«2. 


26 


Pour     p2 


20     on  a     p  = 


260 


Cette  valeur  est  inférieure  à  20   et  supérieure  à    — ^  •    On 

^  121 


^2 

p  =  6, 2 

voit  donc  que  la  courbe  n'a  aucun  point  dans  la  région  du  plan  comprise  entre  les  parallèles    a; —  20  =  0 
et     12Ia7  — 260  =  0. 

On  constate  que  a  sera  parallèle  à    OX    pour     fi-  =  24.     Pour  cette  valeur  on  aura  donc  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  do  y.  Les  valeurs   d'r,  A'y  et  de  a-j  et  y'^  sont 

20^2(^5  —  26)  _  960? 


X  = 


(P2-I-6)(P^  — loi) 


y- 


(P'  +  t))(^'^-104) 
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—  40x72?(?2-^26)(8-^ 


26' 
T 


—  40x72  |32  — 24) 


î/? 


/  2 


tiGu 

ïïT 


(p*_!,8p^-B24)^  _  ■''-  (^i  _  9sp2  -  624;^ 

Si  on  fait  croître  ^  depuis  zéro  jusqu'à  yr^,  a;   est  positif  et  croît  depuis  zéro  jusqu'à 
est  négatif  et  décroit  de  sorte  que  l'on  a  la  branche  de  courbe  ORo. 

Si  f>  croît  depuis  celle  valeur  jusqu'à  v^26,   x  décroît  et  y  augmente  jusqu'à  un  maximum  ;   on  a 

la  portion  de  courbe  R^M. 
Si  P  croît  depuis  cette  va- 
leur jusqu'à  v/26,  .F  décroît 
jusqu'à  zéro   et  y  décroit 
de    façon   que    la    courbe 
coupe  YY'  en  D.  Si  p  croît 
jusqu'à     P—  v'ÏÔ4,     x  ot 
y    décroissent    simultané- 
ment jusqu'à  —  X  .  On  a 
la  portion  DL  de  la  courbe. 
Quand  fl  dépasse  cette  valeur,  i-  et  y  sautent  de  —oc  à  -|-x  et  en  faisant  croître    ?    jusqu'à    -h  x 
on  obtient  la  branche  de  courbe    L'Ri.    Car  x  et  y  décroissent  de  manière  à  prendre  les  valeurs  20 
pour  x    et  zéro  pour   y.  On  achève  la  courbe  par  symétrie.  On  a  la  forme  indiquée  sur  la  figure  S. 
Il  y  a  deux  asymptotes    LL'    et   UG'  qui  coupent  l'axe  des   x  à  la  distance    01  =  21     et  qui  sont 
très  peu  inclinées  sur  cette  droite. 

Remarque.  —  On  peut  constater  que  les  valeurs  de  ^  auxquelles  correspondent  les  points  de 
rebroussement  Rj  et  R3  sont  obtenues  en  considérant  les  numérateurs  de  x'^  et  de  yj,  tandis  que  ces 
points  s'obtiennent  directement  par  la  considération  des  coniques  S,  S'  et  S". 

6"  Exemple.  —  Considérons  enfin  le  cas  de    a  =  R+  R'. 
L'équation  de  la  droite  mobile  a  devient 

yP^  -h  2RR'?2  +  pyp  _^-  Qa;  ^  0, 
et  on  a  P  =  a'  —  RR'  et  Q  =  aRR'. 


Les  coordonnées  à  l'origine  de  a  sont 

—  56» 


P  = 


:^» 


et 


2RR'fJ 


a  '  ^^  +  p 

La  valeur  de  p  est  toujours  négative  et  celle  de  q   reste  toujours  finie.  La  tangente  double  corres- 
pond à    p  =  —  P    et  ses  points  de  contact  avec  la  courbe  sont  imaginaires. 

Il  y  a  trois  points  de  rebroussement  dont  le  premier  est  rejeté  à  l'infini  négatif  sur  OX.  Comme  on 

a  dans  ce  cas 

S  =  {9ax  —  2P);/  et  S'  =  Py^  —  4R^R'-, 

les  autres  points  de  rebroussement  sont  les  deux 
points  où  la  conique  S'  est  coupée  par  la  droite 
9ax  -  2P  =  0. 

La  courbe  n'a  qu'un  point  à  l'infini,  savoir  le  pre- 
mier point  de  rebroussement.  Comme  on  a  toujours 
p  <<  0,  il  en  résulte  qu'elle  a  la  forme  indiquée  par  la 
figure  6. 
tt  ^  0,     a  =R',      a  =  R. 
[2RR'  —  (R  -H  R')x]P  —  RR'y  =  0. 


Fig.  6. 


6.   L'enveloppe  se  réduit  à  un  point  pour 
1°    a  ~-  0.     L'équation  de  A  est 


y'fi' 


En  exprimant  qu'il  y  a  une  racine  double  on  a     [2RR'  —  (R  -H  R'>]'  -+-  4RR'î/'-  =  0. 
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2RR' 
La  droite  ^  tourne  autour  du  point    ;/  =  0,     .. 


R-4-R' 

2"     a  =  R'.     L'équation  de  A  s'écrit      yp^  •+  R(2R'  —  .r)p  —  R'(R  —  R')y  =  0. 

L'enveloppe  a  pour  équation     R=(2R'  —  ï)2  -i-  4R'(R—  R')if  =  0. 

La  droite  A  tourne  autour  du  point     y  =  0,     .v  =  2R'. 

3°     a  =  R.     L'équation  de  A  s'écrit      rjP -h  R'(2R  —  x)'^  -h  R(R  —  R')î/  =  0. 

Par  le  même  procédé  on  aurait  pour  l'cqualion  de  l'enveloppe      R'-(iR  —  xy —  4R(R  —  R'Jj/^  =  0. 

Mais  l'équation  de  A  peut  se  mettre  sous  la  forme     [p^+R(R  — R')]y  4- pR'(âR — a?)  =  0. 

Cette  équation  est  satisfaite,  quel  que  soit    p,    quand  on  fait    y  —  0    et    x  =  2R.     On  a  écrit 

simplement  l'équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  point    y  =  0,    a:  =  2R     et  par  le  point   M'  ayant 

2R'|i-^                                               2R'(R'— n)P 
pour  coordonnées  x  =  — -— —  et  y'  =  — -— —  ■ 

La  présence  de  ^-  dans  l'équation  particulière  de  i  se  trouve  ainsi  expliquée. 

Note  complkmentaihe.  —    Désignons  par  a,  h,  c,  d  des  fonctions  linéaires  d'.r  et  d'y  et  par  t  un 
paramètre  variable  ;  la  droite  mobile        at^  —  3hl'^  +  3c<  —  d  =  0 

enveloppe  une  courbe  de  troisième  classe  et  l'on  a  l'équation  de  cette  courbe  en  exprimant  que  l'équation 
en  t  a  une  racine  double  c'est-à-dire  que  ses  deux  dérivées  du  premier  ordre  ont  une  racine  com- 
mune. Ces  deux  équations  sont  al'- — 26/-)-c  =  0,  bt' —'2ct -hd  =  0, 

et  si  l'on  pose  S  —  ad—bc,  S'  =  ac — b^,  S"  =  bd  —  cS  l'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe  ou 
l'équation  résultante  est  S^  —  4S'S"  =  0. 

Pour  que  par  un  point  il  passe  trois  droites  confondues,  il  faut  que  les  trois  dérivées  du  second  ordre 

soient  nulles  en  même  temps,  ce  qui  donne    at  —  6  =  0,     bt  —  c  =  0,     et  —  d  =  0 

abc 
ou  -—  =  —  =  —. 

b         c        a 

En  égalant  ces  rapports  deux  à  deux  on  obtient  les  équations    S  =  0,     S'  =  0,     S"  =  0    et  l'on 

voit  que  ces  trois  coniques  ont  trois  points  communs  qui  sont  des  points  de  rebroussement  de  la 

courbe  étudiée.  (Question  analogue  à  celle  des  directions  principales  d'une  quadrique  et  à  l'équation 

en  S.)  V.    H[OUX. 

♦ 
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1215.  —  On  considère  une  parabole    i/^  —  2px  =  0    rapportée  ii  deux  axes  rectangulaires  et  la  normale 
au  point  M(a,  fl)  de  cette  courbe. 

Cette  normale  rencontre  l'axe  Ox  en  A  et  la  parabole  en  un  point  H  autre  que  M. 

Le  point  M  se  meut  de  façon  que  sa  projection  sur  Oy  soit  animée  d'un'mouvcnipnt  uniforme    ;/=  at  +  b. 
i"  Déterminer  par  ses  projections  la  dérivée  géométrique  du  vecteur  MA. 
2"  Même  question  pour  la  dérivée  géométrique  du  vecteur  MB. 

3"  On  mène  par  l'origine  les  vecteurs  OP  et  OQ  équipollents  à  MB  et  à  sa  dérivée  géométrique.  Lieux  dé- 
crits parles  points  P  et  Q.  J.  Uemfuny.nck. 

1216.  —  Vn  mobile  décrit  une  parabole  :     y' — 2px  =z  0.     Supposant  que  la  vitesse  se  réduit  à  0  au  pas- 
sage à  l'origine. 

1"  On  demande  de  déterminer  la  vitesse  et  l'accélération  du  mobile  en  chaque  point  de  sa  trajectoire  sachant 
que  l'accélération  ■/  a  pour  projection  sur  Ox  :    yi  =  Kx,     K  étant  une  constante  donnée. 
2°  Même  question  sachant  que    y,  =  Kv,. 
3°  -  -  ï,,  =  K)/. 

4°  —  —  y,,  =;  Kx. 

Ilodographe  du  mouvement  dans  chaque  cas.  .L  De.meumynok. 
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SUR  LE  CALCUL  DU  NOMBRE  - 


La  leçon  sur  le  calcul  de  -  ligure  depuis  longtemps  et  conlinuc  à  ligurer  au  programme  de  l'Agré- 
galion  des  Sciences  Mathématiques.  On  peut  estimer  que  c'est  avec  raison,  car  il  paraît  tout  à  fait  néces- 
saire de  montrer  aux  élèves  d'une  classe  de  Malliématiques  élémentaires  comment  on  peut  calculer 
offectivemcnt  le  nombre  -k:  et  il  semble  même  qu'il  soit  indispensable  de  faire  cflectivement  ce  calcul 
au  tableau,  de  façon  à  obtenir,  en  un  temps  très  court,  une  valeur  suflisamment  approchée  de  -  à  Taide 
de  calculs  simples,  et  en  même  temps  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

On  peut  affirmer  ([u'aucune  des  méthodes  classiques  ne  répond  à  ces  conditions  ;  il  suffit  de  les 
essayer  pour  son  convaincre:  ou  bien  lapproximation  obtenue  est  vraiment  insulTisante,  ou  bien  l'en- 
chevêtrement des  opérations  successives  que  l'on  doit  effectuer  conduit  à  des  calculs  pénibles,  et  l'ap- 
préciation de  l'erreur  commise  devient  pratiquement  impossible. 

11  faut  donc  conserver,  si  l'on  veut,  les  méthodes  dites  des  périmètres  et  des  isopérimèlres,  mais 
seulement  au  point  de  vue  théorique  et  historique.  Si  l'on  veut  calculer  effectivement  le  nombre  it 
(toujours  en  restant  dans  le  domaine  des  mathématiques  élémentaires),  il  faut  partir  d'un  principe  nou- 
veau que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  connaissant  le  rayon  ou  l'apothème  ainsi  que  le  périmètre  d'un  poly- 
gone régulier  convexe,  on  peut  toujours,  à  l'aide  de  ces  deux  seules  données,  sans  considération  de  nou- 
veaux polygones,  calculer  v.  avec  une  approximation  indéfinie,  et  indiquer  une  limite  supérieure  de 
l'erreur  commise,  lorsqu'on  s'arrête  à  un  instant  donné. 

Voici  comment  on  peut  appliquer  ce  principe. 

Soient  a  et  r  l'apothème  et  le  rayon  d'un  polygone  régulier  convexe  de  n  côtés,  ayant  2  pour 
périmètre  ;  soient  aussi  oi,  a.i,  a^,  . . .,  les  apothèmes  des  polygones  réguliers  convexes  isopérimètres  de 
2/!,  2^n,  2'(i,  . . .  côtés. 

On  a  évidemment 


1 


et  de  plus  l'on  sait  que 
on  en  déduit 

On  a  de  même  par  suite 


a,  = 
r—  a 

a-  +  — T' 
n- 

(i-\-r  , 

2 

«  -       2       ~ 
a,  — a,  — 
"i  —  "i  = 

2(r  -+-  a] 
1 

l 

i'n-a^  ' 

(ik  —  ak_i  = 

1 

«A„i„ 

1H-(I. 


l^n-a^. 
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Par  addition,  il  vient 

1    /    1 


a=  --/'  —  -H  -î— -+-—!—  1      \ 

H-  \4a,        4'-. «2         i^.a,  '^''.0^} 


\ 

On  sait  aussi  que  les  nombres   a,  «,,  n^,  ...,a;.,  ...,   vont  en  croissant  et   ont  pour  limite  — 

1 

lorsque  k  augmente  au-delà  de  toute  limite.  En  appelant  «  un  nombre  supérieur  à  —,  on  peut  écrire 


\       \    1  i       1       1 

■^  n'a   i  4     '    4^    '    4'   "*" 

1 

+  F 

"'l  - 

—  a  > 

L^    1    /  1      1       1 

1 

\  >— ;— 1-  -rr  +  -77  -1-  ■ 

■•  +  -77 

n'7.    V  4          4-         4' 

4''' 

d'où  en  faisant  croître  k  au-delà  de  toute  limite,  et  remarquant  que  la  somme  entre  parenthèses  dans 

1 

les  seconds  membres  a  pour  limite  —  : 

O 

> 


Donc  a  +  ^^:;-  <,  —  <a  ^ 


1  1  1 

in-o.         -  3n-a 


11  est  manifeste  que  l'on  comprend  ainsi  —entre  deux  limites  beaucoup  plus  resserrées  que  les 

limites  primitives  a  et  «,  et  cela  sans  faire  intervenir  finalement  aucun  autre  polygone  que  le  polygone 
primitif. 

Ceci  posé,  il  suffit  maintenant  de  continuer  dans  la  même  voie. 

Posons  b  —  a  -\ 

et  soient   6,,  b^,  b.^,  . . .,  les  quantités  analogues  obtenues  en  remplaçant  n    par  2n,  2-h,  2^n,  ,..,   et  n 

par  (/,,  a.,  a^,  . . . 

1  1 

On  a  b  —  0,  = l'a,  — a) 

1  1  1 


'in'n         l'in'fl,  4n^a, 

1  1 


3nV         3H-a, 
a,  —  a  1 


3n'afl,         12n*aaî 

il  a  suffi  de  remplacer  partout  la  difierence    a,  —  a    par  sa  valeur  précédemment  obtenue . 

On  voit  ainsi  que  les  nombres  6,  èj,  62,  63,  . . .,  vont  en  diminuant  :  d'ailleurs,  d'après  la  définition 

1 
de  b,  ils  ont  même  limite  que  a,  c'cst-k-dire  — .  et  en  procédant  comme  plus  haut,  on  peut  écrire  : 

1      /   1 

<-T- 


1    f         ?;Vr'    V  12         12.10  12.16- 

~T(        _1_/_1_            1  1                   N 

)  -^  wx'    \  12  "^  12.16  "^  12.16-^  "*        y 

4             1  4 
ou  bien                                                    b  —               <  —  <^b- 


45n*a'         t:  4o»*a' 

et  de  cette  façon  le  nombre  —  est  compris  entre  deux  nouvelles  limites  plus  resserrées  encore  que  les 
précédenles. 


SUR  LE  CALCUL  DU  NOMBRE  ■k  195 


Posons  maintenant  c  =  b  — 


45n*a' 

et  soient  Ci,  c,,  c^,  . . .,  les  quantités  analogues  obtenues  en  iem|)laçant  »  par  2»!,  'i^n,  2^»,  . . .,  et  « 
par  a,,  n.,  Oj,  ... 

On  a  Cl  —  c  = 


4 

1 

-{b 

-M 

45»  * 

a>        ISOn'ai 

4 

1 

— 

1 

45»' 

a^          180n'a? 

12n>aaî 

i6a} 

—  15a-fl,  —  n' 

180»'a^o,' 

(16( 

î  +  16na, +  a-) 

.«,- 

-a) 

I80n'«'aï 

16«f 

+  16aai  -4-  a- 

il  a  suHi  de  remplacer     h  —  />,     et    Ci  —c    \yàv  leurs  valeurs  précédemnaent  calculées. 

Les  nombres  c,  Ci,  Cj,  c^,  . . .,  vonl  en  augmentant,  et  ont  pour  limite  —  ■   En  écrivant 

1      /   16  10  1 

c,  —c  = 


TiOn"  \  a'a-,         a'at 
33 

on  voit  que  Ci  —  c  ' 

I  Ou 

(        "72Ôn^' 
et  par  suite  en  raisonnant  comme  plus  haut,  el  remarquant  ([uo 

7-JM  l      "^  ÏÏ^"*"    K'iJ 


720  V         64         64^  /         945 

il  vient  „^       4i     .<  1  <,  ^  _ -''i_  . 


94on«a^        t:  945n^a^ 

1 
et  —  esl  compris  entre  deux  nouvelles  limites  encore  plus  resserrées  que  précédemment. 

On  peut  évidemment  continuer  de  la  même  façon;  mais  ce  qui  précède  sufflt  largement  pour  le  but 
proposé.  On  a  définilivement  ainsi 

j_  _J 4  44 

Ti  'Sn'-a        4o«'a^     '    94on*«^ 

1 

et  en  adoptant  le  second  membre  pour  valeur  de  — >    on  commet  une  erreur  par  excès  inférieure  à 


44     /  4 1_\ 


_44 

y 


Pour  appliquer  commodément  ce  résultat,  faisons     »  =  12. 

On  a  immédiatement  a  =  — — - —  et  —  —  2-/3, 

12  Mrt 

de  sorte  que  la  valeur  approchée  de  —  est 

2  +  y^3        2-^3         {i-SY         il(2-v/3f  . 
12       "^       36  135        "^        2835 

on  a  ^/3  =  1,73205081 

et  l'expression  précédente  devient,  à  l'aide  de  calculs  bien  simples, 

0,31 1 004 23  -h  0,007  443 03  —  0,000 14250  -i-  0,000 003  36  =  0,318310 12. 


li"6 
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Si  011  prend     a  =  0,32,     on  a 


44 


945/i'''a' 


0,00000465,     et  par  suite  l'erreur  par  excès  commise 


1  1 

est  moindre  que  0,00000071;  on  a  donc  à  moins  de  -—-  près,     —  =  0,318310,     ce  qui  est  exact;  on  en 


déduit  à  moins  de 


1 


10= 


près 


t:  =  3,14159. 
En  choisissant  n  plus  grand,  on  aurait  une  approximation  bien  supérieure. 


NOTE  SUR  LA  REGLE  A  CALCULS 


La  règle  à  calculs  se  compose  d'une  règle  dans  laquelle  peut  glisser  une  réglette. 

La  règle  porte  deux  sortes  de  divisions,  les  unes  marquées  à  la  partie  supérieure,  les  autres  à  la 
partie  inférieure. 

La  partie  supérieure  est  constituée  par  deux  échelles  identiques,  comprises  entre  le  trait  1  de 
gauche  et  le  trait  1  du  milieu,  et  entre  le  trait  1  du  milieu  et  le  trait  1  de  droite. 

L'unité  de  longueur  étant  la  distance  qui  sépare  I  de  gauche  de  1  du  milieu,  on  a  portéjà  partir  de 
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Règlc  à  calculs  (la  régletlc  r  glisse  daus  une  rainure  delà  règle  R). 

la  division  1  de  gauche,  qui  sert  d'origine,  des  longueurs  mesurées  par  log2,  log  3,  ...,log9;  aux 
extrémités  de  ces  longueurs  sont  inscrits  les  nombres  2,  3,  . . .,  9. 

Un  intervalle  quelconque,  3  —  4  par  exemple,  porte  des  traits  intermédiaires  qui  sont  les  extré- 
mités de  longueurs  ayant  pour  origine  1  de  gauche  et  mesurées  par  log  3,1,  log 3,2,  . . .,  log  3,9.  On 
peut  d'ailleurs  subdiviser  à  nouveau  ces  intervalles  et  on  ne  sera  arrêté  que  par  la  dilHculté  de  tracer 
des  traits  trop  rapprochés  les  uns  des  autres. 

L'échelle  comprise  entre  1  du  milieu  et  1  de  droite  est  identique  à  la  précédente  ;  un  nombre  lu  sur 
cette  seconde  échelle,  3  par  exemple,  correspond  à  un  trait  distant  de  la  première  origine  d'une  lon- 
gueur mesurée  par  1  +  log  3  ou  log  30  ;  on  devra  donc  faire  exprimer  aux  nombres  de  celte  échelle  des 
dizaines  et  non  des  unités  comme  pour  les  nombres  de  la  première  échelle. 

La  partie  inférieure  de  la  règle  porte  une  seule  échelle  de  longueur  double;  elle  est  construite 
comme  les  premières,  mais  l'unité  de  longueur  est  double  de  l'unité  qui  a  servi  pour  les  premières. 

Réglctle.  —  Dans  la  règle  à  calculs  de  M.  Mannheim,  la  réglette  est  graduée  comme  la  règle  elle- 
même. 

Mulliplicalion.  —  On  commence  par  ramener  les  deux  facteurs  à  avoir  un  chiffre  signilicatif  à  la 
partie  entière;  puis  on  ajoute  les  longueurs  qui  représentent  leurs  logarithmes. 

Soit  à  multiplier  0,45  par  l,iS;  nous  ferons  le  |)roduit    4,5x1,45;     plaçant  l   de  gauche  de   la 

réglette  sous  4,5  de  la  première  échelle  supérieure,  on  lit  au-dessus  de  1 ,45  de  la  réglette  le  nombre  6,52 

sur  la  première  échelle  supérieure  ;  la  distance    1  —  6,52    est  donc  la  somme  des  distances    1  —  4,5    et 

1  —  1,45,    c'est-à-dire  que  l'on  a 

log  6,52  =  log  4,5  -+-  log  1,45, 

6,52=4,0X1,45  et  0,652  =  0,45x1,45. 
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Si  le  nombre  lu  sur  la  rèfjle  supérieure  appartient  à  la  seconde  échelle,  il  suffit  de  le  multiplier 
par  10  puisqu'il  exprime  des  dizaines. 

Division.  —  On  modifie  les  deux  nombres  de  façon  à  avoir  un  diviseur  et  un  quotient  ayant  un 
chiffre  significatif  à  la  partie  entière  et  on  opère  par  un  procédé  inverse  du  précédent. 

Cherchons  le  quotient  de  68,5  par  9,5;  plaçons  9,5  de  la  réglette  sous  68,5  de  la  seconde  échelle 
supérieure;  1  de  gauche  de  la  ré;ilette  est  en  coïncidence  avec  7,2  de  la  première  échelle  supérieure;  il 
en  résulte  que  (18, îi  est  le  produit  do  9,5  par  7,2,  qui  est  le  quotient  cherché. 

Proportions.  —  On  peut  trouver  le  quatrième  terme  d'une  proportion  par  un  seul  déplacement  de 

X  32 

la  réglette;  soit  à  calculer  x  donné  par  — :-  =  -^j-- 


Pour  trouver  le  quotient 


32 


.  plaçons  5,4  delà  ré^ilelte  sous  32  lu  sur  la  seconde  échelle  supé- 
rieure  de  la  règle;  1  de  gauche  est  en  «,  quotient  cherché;  pour  multiplier  a  par  25,  nous  lirons  le 
nombre  11,8  de  la  seconde  échelle  supérieure,  qui  coïncide  avec  2,5  de  la  réglette;  14,8  est  le  produit 
ax2,5     et  148  est  le  produit    ax25;     c'est  le  nombre  .r. 

Carrés  et  racines  carrées.  —  On  commence  par  donner  au  nombre  dont  on  cherche  le  carré  un  chiffre 
significatif  à  la  partie  entière;  si  on  lit  ce  nombre  sur  l'échelle  inférieure  de  la  règle,  le  nombre  de  la 
partie  supérieure  de  la  règle  qui  correspond  ù  la  même  longueur  est  le  carré,  puisque  son  logarithme 
est  double  du  logarithme  du  premier  nonibio. 

Soit  à  trouver  le  carré  de  47;   nous  cherchons  4,7  sur  l'échelle  inférieure;  à  l'aide  d'un  curseur 


W  n         y.         i^  \ 


Curseur  h  glace. 


Règle  à  calculs  avec  curseur, 
portant  une  glace  sur  laquelle  est  marqué  un  trait,  on  trouve  sur  la  seconde  échelle  supérieure  22,1  au- 
dessus  de  4,7  ;  22,1  est  le  carré  de  4,7  et  2210  est  le  carré  de  47. 

Pour  trouver  la  racine  carrée,  on  lit  le  nombre  auquel  on  a  donné  1  ou  2  chitfres  îi  la 
partie  entière,  sur  les  échelles  supérieures;  le  trait  du  curseur  permet  de  trouver  le 
nombre  correspondant  de  l'échelle  inférieure;  c'est  la  racine  carrée  cherchée;  il  reste 
ensuite  à  déplacer  la  virgule,  s'il  y  a  lieu. 

Cubes  et  racines  cu/nques.  —  On  commence  par  donner  au  nombre  un  chiffre  ;i  la 
partie  entière;  nous  supposerons  cette  condition  réalisée  ;  cherchons  le  cube  de  3,5. 

Plaçons  1  de  gauche  de  la  réglette  sur  3,5  de  l'échelle  inférieure  ;  3,5  de  la  réglette  est  alors  en 
coïncidence  avec  42,9  de  la  seconde  échelle  supérieure  de  la  règle;  42,9  est  le  cube  de  3,5. 

En  effet,  la  longueur  1—42,9  est  la  somme  des  longueurs  1 — 3,5  de  l'échelle  inférieure  et 
1  — 3,5  de  la  réglette;  comme  la  première  est  mesurée  avec  une  unité  deux  fois  plus  grande  que  l'unité 
relative  aux  échelles  supérieures,  la  longueur  1—42,9  est  triple  de  la  longueur  1—3,5  mesurée 
avec  la  même  unité  ;  on  a  ainsi 

log  42,9  =  3  log  3,5  ou  42,9  =  (3,5)^ 

Il  peut  arriver  que  le  nombre  lu  sur  la  réglette  soit  en  dehors  de  la  règle  ;  si  on  imagine  alors  une 
troisième  échelle  identique  aux  échelles  supérieures,  le  nombre  lu  sur  la  réglette  coïncidera  avec  un 
nombredecette  troisième  échelle  ;  en  remarquantqueles  nombres  de  cette  échelle  exprimeraient  des  cen- 
taines, on  aura  le  cube  comme  précédemment.  Pour  éviter  la  construction  de  cette  échelle,  il  suffit  de 
supposer  qu'on  la  déplace  en  même  temps  que  la  réglette  d'une  longueur  égale  à  l'échelle  inférieure;  la 
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coïncidence  subsistera  et  le  l  de  droite  de  la  réglette  sera  sous  1  du  milieu  de  la  règle,  tandis  que  la 
troisième  échelle  deviendra  la  première  de  la  règle. 

Soit  à  trouver  le  cube  de  7,5  ;  plaçant  1  de  droite  de  la  réglette  en  coïncidence  avec  7,5  de  l'échelle 
inférieure,  on  lit  sur  la  première  échelle  supérieure  4,22  en  coïncidence  avec  7,5  de  la  réglette  ;  le 
cube  est  422. 

Le  procédé  inverse  donne  la  racine  cubique  ;  on  peut  toujours  en  multipliant  ou  divisant  le  nombre 
par  10^"  lui  donner  1,2  ou  3  chiffres  à  la  partie  entière,  le  premier  n'étant  pas  zéro. 

Si  le  nombre  a  1  ou  2  chiffres  à  la  partie  entière,  on  place  1  de  droite  de  la  réglette  renversée 
sous  le  nombre  lu  sur  les  échelles  supérieures  et  on  cherche  par  tiltonnements  le  nombre  de  la  réglette 
qui  coïncide  avec  le  même  nombre  de  l'échelle  inférieure.  Si  le  nombre  a  trois  chiffres  à  la  partie  entière, 
c'est  le  1  de  gauche  de  la  réglette  renyersée  que  l'on  place  sous  le  nombre  lu  sur  la  première  échelle 
supérieure  de  la  règle. 

Logarithmes,  sinus,  tangentes.  —  La  réglette  porte  à  son  revers  trois  échelles  :  la  première  tracée  au 
milieu  de  la  réglette  est  égale  à  la  longueur  de  l'échelle  inférieure  de  la  règle  et  est  divisée  en  500  par- 
ties égales;  elle  est  graduée  en  sens  inverse  de  la  règle. 

Une  seconde  échelle,  marquée  S,  porte  des  divisions  1°,2°,...  dont  les  distances  à  un  trait  placé  au- 
dessous  de  1  de  gauche  sont  mesurées  par  les  logarithmes  de  100  sin  1°,  iOO  sin  2%.  .  ;  les  intervalles 
1°  —  2°,...  sont  divisés  en  6  parties  correspondant  à  des  différences  de  10'. 

L'échelle  marquée  T  est  relative  aux  tangentes  et  est  construite  de  la  même  façon. 

Ces  échelles  permettent  de  trouver  les  logarithmes,  les  sinus  et  les  tangentes.  Soit  à  trouver  le  loga- 
rithme de  43,5  ;  la  caractéristique  est  1  ;  pour  avoir  la  mantisse,  plaçons  1  de  gauche  de  la  réglette  en 
coïncidence  avec  4,35  de  l'échelle  inférieure  de  la  règle  ;  retournant  la  règle,  on  trouve  qu'un  trait 

638         638 
marqué  sur  une  encoche  au-dessous  de  la  division  1  de  droite  coïncide  avec  la  division  ; 

est  la  longueur  dont  on  a  déplacé  la  réglette  ;  c'est  donc  le  logarithme  de  -4,35  et  le  logarithme  cherché 
est  1,638. 

Cherchons  maintenant  sin  20°. 

Retournons  la  réglette  de  façon  à  mettre  réchelle  S  en  coïncidence  avec  les  échelles  supérieures  de 
la  règle,  les  origines  coïncidant,  au-dessus  de  20»,  on  lit  sur  la  seconde  échelle  supérieure  3o  ;  il  en 
résulte  que  100  sin  20°  et  33  ont  même  logarithme  ;  ces  nombres  sont  égaux  et  sin  20°  est  égal  à  0,35. 

11  est  manifeste  que  les  opérations  où  entrent  des  sinus  ou  des  tangentes  se  font  avec  la  règle  à 
calculs  par  les  procédés  indiqués  plus  haut. 
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4149.  —  Soient  deux  triangles  homologiques  ABC,  a^y  ''o"'  '""»  '^^C,  est  fixe,  et  dont  l'nulre  se 
déplace  de  façon  que  ses  sommets  décrivent  respectivement  trois  droites  données  a,  h,  c. 

1°  Quand  les  droites  a,  b,  c  forment  un  véritable  triangle,  trouver  la  loi  de  correspondance  qui  existe 
entre  le  centre  et  l'axe  d'homologie. 

2»  Quand  les  droites  a,  b,  c  sont  concourantes,  montrer  que  l'axe  d'homologie  louche  une  courbe  indé- 
pendante du  déplacement  du  centre  d'homologie.  Celte  courbe  est  une  conique.  Dans  quel  cas  est-ce  une 
parabole  ? 

3°  Supposant  ce  cas  réalisé,  déterminer  la  directrice  de  cette  parabole  et  dire  ce  qu'elle  est  quand  a,  b,  c 
sont  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés  de  ABC. 
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1.   Prenons  AHC  pour  triangle  de  référence  et  désignons  par  x„,ijo,:o  les  coordonnées  du  centre 

d'homologie  w.   Celles   des  points  a,  p,  y  pourront  alors 
B  (Hre  représentées  par  le  tableau  ci-dessous  : 


oc 

X, 

î/o 

^0 

? 

■''o 

-0 

Y 

••'"o 

?/o 

-1 

On  en  déduit  facilement  l'équation  de  l'axe  d'homologie 

^0  —  Ji       ?/o  —  ;/i      =0  —  =1 

Soient  maintenant 
a  =  Ax  H- A'v -+- A":  =0,  6  =  Bx  +  B'y  +  B":  =  0, 

c  =  Cx-h  CJy  -H  C":  =  0, 
les  équations  des   trois  droites    a,  h,  c.    On  a  : 

Ax,  +  A'.v„  -+-  ^"z,  =  0,  B.r„  +  B'i/,  -H  B":„  =  0,  Cx,  -+-  C'y,  -+-  C":,  =  0, 

d'où  : 


■l'o  —  X,  — 


a{x^,  v„) 


A 


B' 


A  A  ^^       ;;■  B'  ■  "  '  C" 

les  coordonnées  de  l'axe  d'homologie  sont  donc 

A  B'  r." 

o„  ««o  Co 

Prenons  comme  triangle  de  référence  auxiliaire  le  triangle  abc;  soient  •>;,  i/^,  :;  les  coordonnées 

de  (0  par  rapport  à  ce  triangle,  ces  coordonnées  sont  respectivement  proportionnelles  à  Oo,  ^o,  t'o  el  on 

peut  convenir  que 

kx'o  =  a„,  B'vi  =  6o.  C":'  =  Co, 

d'où  MX||  =1,  ui/i  =  1,  wz'a  =  1  ; 

telle  est  la  forme  de  correspondance  demandée. 

Si  le  lieu  du  centre  d'homologie,  rapporté  au  triangle  ahc,  a  pour  équation 

f(K'  î/o,  -o)  =  0, 
l'enveloppe  de  l'axe,  par  rapport  au  triangle  ABC,  aura  pour  équation 

\  it        V        ir  / 
Supposons  par  exemple  que  l'axe  d'homologie  passe  par  un  point  ûxe  :  u,  v,  w  seront  liées  par  une 

équation  de  la  forme 

au  -1-  ?u  +  fW  =  0, 
donc  le  point  u  décrira  la  courbe 

«         P         Y         « 

—  H-  -^  -H  -^  =  0, 

*o  !/o  "-0 

c'est-à-dire  une  conique  circonscrite  au  triangle  abc. 

Supposons  comme  aulre  exemple  que  le  centre  d'homologie  décrive  une  droite  fixe 

l'axe  enveloppera  la  courbe 

«  ?  Y  « 

— -h-  +  —  =  0, 

M  V  W 

c'est-à-dire  une  conique  inscrite  au  triangle  ABC. 

2.    Supposons  les  droites  a,  b.  c  concourantes  en  un  point  0;  les  formes  ii,b,c  sont  alors  liées 
identiquement  par  une  relation  linéaire,  et  si  nous  écrivons  cette  relation  sous  la  forme 
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on  aura 


c'est-à-dire 


a  B 


? 


C" 


co  =0, 


=  o: 


a  p  Y 

h  —  +  — 

U  V  w 

équation  d'une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du   triangle  ABC  et  indépendante  des  déplacements 
de  w. 

A  un  point  co  ne  correspond  qu'un  axe  A,  mais  à  un  axe  A  correspondent  une  inOnité  de  points  w  ; 
les  équations 

a  m         hhV  Cow 

qui  déterminent  w  en  fonction  de  A,  se  réduisent  à  une  seule  d'entre  elles,  de  la  forme 

B'uoii  =  Aiî^o 
par  exemple  ;  tous  les  points  lo  correspondants  sont  donc  sur  une  droite  passant  parle  point  0.  A  tous 
les  points  m  de  cette  droite  correspond  réciproquement  un  seul  et  même  axe  A,  et  les  équations  ci- 
dessus  montrent  que  pour    ci,  =  0,     on  a    ti  =  v  =  0,     c'est-à-dire  qu'à  tous  les  points  (o  de  la  droite 
c  correspond  comme  axe  A  la  droite  AS. 


Démonstration  géométrique.  —  L'axe  d'homologic  A  renconlre  les  côtés  du  triangle  ABC  respecti- 
vement en  A',  B',  C.  Donnons-nous,  par  exemple,  le  point  B'  sur  le  coté  AC.  Par  B'  menons  une  droite 
quelconque  coupant  a  en  a  et  c  en  -/.  Le  centre  d'homologic  w  est  à  l'intersection  de  Aa  et  de  C-/. 

Si  la  droite  B'ay  tourne  autour  du  point  B',  les  côtés  du  triangle  u>%y  se  déplacent  en  pivotant  chacun 
autour  d'un  point  fixe,  et  ces  trois  points  fixes  B',  C,  A  sont  en  ligne  droite.  Deux  des  sommets  de   ce  môme 

triangle  décrivent  chacun  une  droite,  les  droites  Oa,  0^. 
Donc,  le  troisième  sommet  w  décrit  une  droite  passHut  par 
le  point  de  concours  0  des  deux  premières. 

Le  point  p  est  k  l'intersection  de  Bto  et  de  la  droite  h. 
Quand  u  se  déplace  sur  la  droite  Oco,  les  sommets  du  trian- 
gle apio  décrivent  chacun  une  droite  passant  par  le  point  0. 
Deux  des  côtés  de  ce  triangle  passent  chacun  par  un  point 
fixe,  les  points  A  et  B.  Donc,  le  troisième  côté  a^  passe 
également  par  un  point  fixe  C  en  ligne  droite  avec  A  et  B. 
Donc  enfin,  étant  donné  le  point  B',  le  point  C  se 
trouve  par  là  môme  déterminé.  Donc  les  deux  divisions 
B',  C  sont  homographiques  et  l'axe  d'homologic  A  touche 
une  conique  tangente  à  AB  et  à  AC,  et  tangente  de  môme 
k   BC. 

Remarque.  —  Si  nous  supposons  le  triangle  a^y  réduit  à 
une  droite,  cette  droite  se  confondra  nécessairement  avec  A. 
Donc  la  conique  trouvée  est  l'enveloppe  des  droites  qui  cou- 
pent a,b,  c  en   trois  points  a',  p,  ■('  tels  que  les  trois  droites  Aa',  Bi',  Cy'  soient  concourantes. 

Pour  que  la  conique  soit  une  parabole,  il  faut  que  la  droite  A  puisse  s'éloigner  tout  entière  k  l'infini  ; 
dans  ce  cas,  les  points  a',  ^',  y'  sont  tous  trois  à  l'infini  et  les  droites  Aa',  B^',  Cy'  sont  les  parallèles  issues  de 
A,  B,  C  à  a,  b,  c.  Donc  enfin  la  conique  sera  une  parabole  si  les  parallèles  issues  de  A,  B,  C  aux  droites 
a,  b,  c   sont  concourantes. 

3.  Supposons  cette  condition  réalisée:  soit  H  le  point  de  concours  des  parallèles  issues  de  A,  B,  C  à 
a,  b,  r.  A  une  tangente  A  k  la  parabole  correspond  une  droite  0(o  et  une  seule  et  inversement,  puisqu'à  la 
parabole  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  parallèle  k  une  direction  donnée,  nous  pouvons  aussi  bien  dire 
qu'à  une  direction  de  A  correspond  une  direction  de  Ouj  et  une  seule  et  inversement.  Les  parallèles  menées 
par  0  aux  droites  A  forment  donc  avec  les  droites  Ou  correspondantes  deux  faisceaux  homographiques.  D'ail- 
leurs si  l'on  place  lo  sur  Oa,  B'  vient  en  C  et  C  en  B,  autrement  dit  les  droites  A  qui  correspondent  k  Oa, 
03,  0"  sont  BC,  CA,  AB.  L'homographie  est  donc  entièrement  délerminéc  par  trois  couples  do  directions  ho- 
molosues. 
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Si  l'on  suppose  w  en  11,  la  droite  A  corrcspondaiilc  est  à  l'inlini;  donc  les  diamètres  de  notre  parabole 
sont  parallèles  à  rhomologiie  de  Utl  dans  l'hoinograpliie  ci-dessus. 

Connaissant  ainsi  la  direction  de  l'axe  de  la  parabole  et  remarquant  d'ailleurs  que  sa  directrice  passe  au 
point  Ho,  ortliocentre  du  triangle  ABC,  la  directrice  en  résulte  ininiédiatenient. 

Dans  le  cas  particulier  où  a,b,c  senties  perpendiculaires  aux  côtés  de  ABC  en  Uuirs  milieux,  les  paral- 
lèles issues  de  A,  B,  C  à  a,  b,  c  sont  les  hauteurs  du  triangle,  elles  concounMit  en  Ho.  Le  point  U  vient  en  (»,, 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

Les  directions  «,  BC.  6,  CA,  c,  AB  sont  deux  à  deux  rectangulaires.  Donc  les  faisceaux  liomograpiiiques 
ci-dessus  (qui  sont  d'ailleurs  en  involutiou)  admettent  trois  couples  rectangulaires.  Donc  tous  les  couples 
sont  rectangulaires,  autrement  dit  A  et  Ow  sont  perpendiculaires. 

La  direction  de  l'axe  de  la  parabole  est  l'homologue  de  OH,  c'est-à-dire  ici  perpendiculaire  a  CHo.  Donc 
la  directrice  n'est  autre  que  OgHu. 

Rem.\rque.  —  Sur  les  tanijcntes  isnies  du  point  0  à  la  jjarabole.  —  Soil  0'  un  point  quelconque  de  HoO»  :  si 
on  prend  pour  droites  a,  b,  c  les  perpendiculaii'es  issues  de  0'  aux  côtés  de  ABC,  la  parabole  ne  change  pas. 
Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  deux  involutions  formées  d'une  part  par  les  tangentes  issues  de  0'  aux  para- 
boles inscrites  dans  ABC,  de  l'autre  parles  parallèles  issues  de  O'  aux  asymptotes  des  coni(|uesqui  passent  en 
A,B,C,()',  se  confondent  ;  elles  ont  en  etl'et  trois  couples  communs  évidents,  formés  pai'  les  droites  U'A,  O'B,  Û'G 
et  les  parallèles  aux  côtés  de  ABC.  Donc  les  tangentes  issues  de  0'  à  la  parabole  de  directrice  HuO'  étant  rec- 
tangulaires, se  confondent  avec  les  parallèles  issues  de  0'  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  équilalèrc  qui  passe 
aux  points  A,  B,  C,  Û'. 

D'où  l'on  conclut  dans  le  cas  général  que  les  tangentes  issues  de  0  à  la  parabole  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes de  la  conique  iiiii  passe  aux  points  A,  B,  C,  H,  0. 

L.   BICKAKT. 

Très  bonne  solution  géométrique  de  M.  1'abiioi>,  à  Vesoul.  Sululioii  satisfaisante  de  M.  U.  ISouvaist. 


1167.  —  Un  ■plan  P  coupant  un  elli.psoidi>  E,  de  ccnln-  (),  saioant  une  coni<pie  C,  on  appelli;  V  le 
cône  de  sommet  0   et  de  base  C. 

Trouver  l'enveloppe  du  plan  P  lorsque  le  cône  P  conserve  un  volume  constant  V,  et  discuter  la  rénlilé 
des  cônes  correspondant  aux  diverses  parties  de  cette  enveloppe . 

IK'lPrmincr  te  maximum  du  volume  V,  et  faire  voir  que  les  cônes  1'  correspondants  sont  ceux  qui  sont 
capables  des  trièdres  fornU-spar  les  diamètres  conjugués  de  iellipsoide  E. 

On  sait  que  les  demi-longueurs  d'axes  de  la  conique  (C),  section  d'une  quadrique 

f{x,  y,  z)  =  \x'  -+-  A'*/-  ■^-A";^  -+-  IByz  -j-  2B':x  -1-  SB'xy  -+- 2Cx  +  2C'.i/  -f-  2C";  4-  D  =  0 
par  le  plan  (P)     ux  +  vij  -t-  wz  -\-  r  =  Q     sont  racines  de  l'éqnalion 


^7 

B" 

B' 

u 

B" 

A'  + 

0" 

B 

V 

B' 

B 

A" 

-^4 

w 

1/ 

y 

w 

0 

^  désignant  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  dans  f{x,  y,  z)   .r,  y,  z  par  les  coordonnées  du  centre  de 
la  conique. 

Si  la  quadrique  est  un  ellipsoïde  (E)  rapporté  à  ses  axes 


X-        y- 

f(x,y,z)=  —  ^—-^- 


1=0, 
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cette  équation  devient 


i 

a- 


h-ji 

0 

0 

^+4 

et  en  développant  on  obtient 

1      Ao\/  1   ,  /: 


=  0. 


.■(4-:f)(4-^)-(^-if)(^-f)--(^4)(i-^)=». 


ou 


(1)     p'-{a-'u"- +  è'v'-  +chr'j-{-p^fo'a'u''-[b-'-\-c''-]-\-b'-v\c'-ha''j 
Calculons  maintenant  ^  qui  est  égal  à    -^  -h -i^ h- -A _  i ^     a-„,i/(„3û  désignant  les  coordonnées 


w 


h 


du  centre  de  la  conique  (C;.  Ce  point  est  déterminé  par  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  diamètre  con- 

.T    _    y    _    - 


jugué  de  ce  plan, 


et  par  suite 

a7o  : 


a'u 


b^v 


Xo    ?/o 

a-u         b^v 

—  a^ur 


-0 


Nous  aurons  donc 
'  (i-u-  +  b-v-  -h  cHv- 


a-u'^  +  b-v^ -^  e-w- 


On  en  déduit  alors  sans  difTiculté 

(2) 


yo  = 


c-wr 


h 


,.2 


f/^U''  -^  b-v^  -f-  chc^ 


i. 


a-u-  -+-  b-v-  +  c-w- 

Soient  p'j  et  pl  les  valeurs  de  p^-  qui  vérifient  l'équation  (i).  Les  demi-axes  de  l'ellipse  (C)  ont  pour 
longueurs  o,  et  oj;   l'aire  de  cette  ellipse  est  irpio.,,  et  le  volume  V   du  cône  (f)  qui  a  pour  base  cette 

ellipse  et  pour  sommet  l'origine  0  est  —  itpipaA,  /;  désignant  la  distance  du  point  0  au  plan  P. 


Or  nous  avons 


ll-'   = 


r- 


u-  -hv-  -h  ic- 


par  suite 


V2 


1 


Tx-^cr-b^c'-fp-^ 


9      a^u--\-b'^v--h  c-w- 
ou,  en  remplaçant  f^  par  sa  valeur  (2), 

1  rM^b^c^r- 


V2   = 


9    aht--i-b'v' 


c-w-  \  a-u- 


4-  A2y2  +  c2,y2 


1 


)' 


En  y  considérant  V  comme  une  constante  donnée,  celte  équation  est  l'équation  tangentielle  de 
l'enveloppe  du  plan  P. 

Pour  la  discuter  nous  poserons 


9V2 


T.-a^b-^c- 


k\ 


ci'u^  -+-  b-v-  +  chc- 


=  1: 
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l'équation  devient 
(3)  /■(X)  =  X(X-ip-/,-  =  0. 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  X  qui  admet  trois  racines  réelles  ou  imaginaires.  A  chaque 
racine  X'  correspond  un  ellipsoïde  (E')  ayant  pour  équation  tangenlielle 

,.2  ,.2 

X',         ou  a-u^  -hlt-v--ir  c'w- — —  =0. 


à'u-  ■+■  b'^v-  -+-  c-w'  X' 

On  en  conclut  que  l'enveloppe  du  plan  P  se  compose  de  trois  ellipsoïdes  homolhéliques  et  con- 
centriques à  l'ellipsoïde  donné  (E) .  A  toute  racine  réelle  et  positive  X'  correspond  un  ellipsoïde  réel  (E')  dont 
les  demi-longueurs  d'axes  sont  av^V,  és/F,  cv/V.  Si  X'  est  plus  petit  que  1,  (E')  est  intérieur  à  E,  les  plans 
tangents  à  (E')  coupent  (E)  suivant  des  ellipses  réelles,  et  les  cônes  (r)  sont  réels.  Si  X'  est  plus  grand  que 
1,  (E')  est  extérieur  à  (E)  et  les  cônes  (P)  correspondant  aux  plans  tangents  à(E'|  sont  imaginaires. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  discuter  la  réalité  et  le  signe  des  racines  de  l'équation  (3j,  et  à  com- 
parer ces  racines  au  nombre  1.  Nous  appliquerons  le  théorème  de  Rolle. 

La  dérivée 

/•'(X)=(X-1)(3X-1) 

admet  pour  racines  -—  et  1;    formons  la  suite  de  Rolle,  en  joignant  zéro  aux  nombres  de  cette  suite; 

o 

nous  avons  ainsi 

1 

—  X  0  —  1  -f-ac  ; 


les  signes  des  résultais  de  substitution  sont 


d'où  les  conclusions  suivantes 


é-- 


1°     Â:-<—  •    L'équation  (3)  admet  trois  racines  réelles  positives  dont  deux,  X,  et  X,,  sont  plus 

petites  que  1,  et  une,  X^,  est  plus  grande  que  1.  L'enveloppe  du  plan  V  se  compose  de  trois  ellipsoïdes 

réels  dont  deux,  Ei  et  E<,  sont  intérieurs  à  E,  et  un,  E,,  extérieur  à  E.  Les  cônes  (r)  correspondant  à 

E|  et  Ej  sont  réels;  ceux  qui  correspondent  à  E3  sont  imaginaires. 

4  1 

2°    k- =  —  ■    L'équation  (3)  aune  racine  double    X,  =  —   et  une  racine  simple  X,  supérieure  à  1. 

L'enveloppe  se  compose  de  deux  ellipsoïdes  dont  l'un  seulement  est  intérieur  à  (E). 

A 

3°     />"■  >■  -^  ■    L'équation  (3)  a  une  seule  racine  réelle,  supérieure  à  1 .  L'enveloppe  se  compose  de 

deux  ellipsoïdes  imaginaires  et  d'un  ellipsoïde  réel  extérieur  à  (E).  Les  cônes  correspondants  sont  ima- 
ginaires. 

4 
11  résulte  de  là  que  pour  qu'il  existe  des  cônes  réels,  il  faut  que  /.-  soit  inférieur  ou  égal  à  -^• 

2 
Le  maximum  de  /.   est  donc-— 77^-    Gomme 

Svd 

V-  =  —  -Vé^c^AS  ou  ^'  =  4-  ^abck, 

2 

on  voit  que  le  maximum  de  V  est    -—i^Tzabc. 

tV3 

Les  cônes  correspondants  ont  pour  base  les  ellipses,  sections  de  (E)  par  des  plans  tangents  à  l'ellip- 
soïde    a-u-  -+-  b'-v--^  c-w'  —  3r-  =  0.     L'équation  d'un  de  ces  cônes  est 

»•■    — r  4-  -7T  +  -r  )  —  («■^'  -^  *"/  +  "'-J'  —  '^• 
\  a'        b-        c-  / 

Pour  qu'il  soit  capable  d'un  trièdre  conjugué  par  rapport  à  l'ellipsoïde  (E),  il  fautqu'on  ait  la  relation 
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Aa''  +  \'l)'-  -1-  A'V=  =  0     qui  s'écrit  ici 

ou  n-u'^  +  h'v-  -+-  cho-  —  ir-  =  0, 

ce  qui  a  bien  lieu. 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Dulimdeut,  Haag,  Rouvaist. 


PARROD,  k  Vesoul. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1217.  —  On  considère  dans  un  plan  un  l'ai.sceau  de  coniques  lionioforales  S  et  un  cercle  r  de  centre  C. 
1°  11  existe  quatre  coniques  ÎC  tangentes  au  cercle  r  ;  soient  Ai,  A»,  A;;,  A*  les  quatre  points  de  contact  et 

Ti,  T2,  T3,  Ti  les  tangentes  au  cercle  Y  en  ces  points;  démontrer  que  le  quadrangle  de  ces  quatre  points  et  le 
quadrilatère  de  ces  quatre  tangentes  ont  même  triangle  diagonal  PQli. 

20  On  fait  varier  le  rayon  du  cercle  r,  le  centre  C  restant  fixe,  déterminer  le  lieu  des  points  Ai,  A2,  A3,  Aj, 
l'enveloppe  des  tangentes  Ti,  1%,  X,,  T4,  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  deux  à  deux,  le  lieu 
des  sommets  du  triangle  PQR  et  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  triangle. 

3'  L'enveloppe  des  tangentes  'l'i,  To,  T;;,  T4  est  une  parabole  II  tangente  aux  axes  des  coniques  x  en  des 

points  M  et  N.  Comment  doit-on  faire  varier  le   point  C  pour  que  la  corde  MN  passe  constamment  par  ce 

point  C  ;  déterminer  dans  ce  cas  l'enveloppe  de  MN,  ainsi  que  le  lieu  du  foyer  et  l'enveloppe  de  l'axe  de  la 

parabole  II. 

II.  V. 

1218.  —  Etant  donnée  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,    ~  ^^  —  \  —Q,    on  mène  la  tangente  et  la 

normale  en  un  point  M  de  cette  courbe.  Ces  droites  rencontrent  0^.-  respectivement  en  A  et  A',  et  Oy  en  B 
et  B'.  Les  cercles  qui  ontpour  diamètres  AA'  et  BB'  se  coupent  au  point  M  cten  un  autre  point  P.  Démontrer 
que    OM  XOP  =  a^  —  b-,     et  trouver  le  lieu  du  point  P  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 

.1.  VIDAILLET,  surveillant  général  à  l'école  Colbert. 


DEUXIEME   PARTIE 
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1180.  —  Lku  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  une  ellipse  en  un  point  variable  et  de  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  â  ce  point. 

Nous  rapporlerons  l'ellipse  à  ses  axes  et  nous  prendrons  pour  équation    — -  -1-  — -  =  1. 
Soient  alors  x  et  p  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  ellipse  et 

ct.v        Si/ 

a-  6^ 

.     a(.i-  — 2)       %y  —  ?) 
l'équation  de  la  langente  en  ce  point  ;  cette  équation  peut  s  écrire  aussi \ '—— —  =  0, 

puisque  _-+-_  =  !; 
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d'autre  part,  l'équation  de  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  (a,  ^)  est 


X 


y 


n"  b- 

donc  l'équation  de  la  tangente  devient,  en  tenant  compte  de  colle-ci, 

ax  ^  P;/ 
a* 

IF         IF 


«*         6* 


ou 


-i- 


En  combinant  cette  dernière  avec  la  première  forme  de  l'équation  de  la  tangente,  nous  obtenons  de 


suite 


puis 


ax 

b^ 

1 

a^ 

—  b' 

c»' 

a» 

? 

h' 

c'x 


f.'/ 


?' 


n'y  a  plus  qu'à  écrire  que    —  +  jt  =  ^    poui'  avoir  l'équation  du  lieu  : 

(1)  .  c*a;'i/-  — a«j/2- 6'\r2  =  0. 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  aux  axes,  ayant  les  directions  de 

ceux-ci  pour  directions  asymptotiques 
doubles.  Les  asymptotes  parallèles  à 
Oi/  sont 


X'  =  a' 


X  = 


^  elles  sont  plus  éloignées  de  l'origine 
que  les  sommets  de  l'ellipse  ;  les 
asymptotes  parallèles  à  Ox  sont 


62 


a'' 


D'autre  part,  nous  voyons  que  ;/  n'est  réel  que  si  x^  est  supérieur  à  — r-   et  que  x  n'est  réel  que  si 

y^  est  plus  grand  que  — p  ;    la  courbe  a  donc  la  forme  ci-contre  ;  toute  autre  forme  est  d'ailleurs  incon- 
ciliable avec  les  remarques  évidentes  que  nous  avions  signalées  au  début. 

J.  LOUIN,  lycée  de  Toulouse. 

Bonnes  solutions:  JIM.  J.  Haag,  ;i  N;incy  ;  R,  Javelot,  à  Givet  ;  P.  Canet,  à  Nancy  ;  F.  PÉGOiiiEn,  à  Carcassonne  ;  A.  Vial, 
à  Saint-Ktienne  ;  J.  Marciial  ;  M.  Theilluu  ;  R.  Bouvaist  ;  0.  Nuytten,  lycée  de  Lille. 

Solution  géométrique.  —  Soit  M  le  point  variable  .sur  l'ellipse  et  P  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
en  ce  point  avec  l'hyperbole  dWpollonius  relative  a  ce  point.  D'après  une  propriété  de  l'hyperbole  d'Apollonius, 
la  polaire  de  P  par  rapport  à  l'ellipse  est  perpendiculaire  ii  PM,  c'est-à-dire  normale  en  M  à  l'ellipse.  Le  lieu  de 
P  est  donc  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  Tellipsc  de  la  développée  de  cette  ellipse.  Cette  courbe  se  dédiut 
facilement  de  la  développée  do  l'ellipse.  Aux  quatre  points  de  rebroussement  de  cette  développée  corres- 
pondent quatre  a.symptotes  d'inflexion  pour  la  polaire  réciproque,  ces  asymptotes  étant  deux  à  deux  parallèles 

aux  axes  de  l'ellipse.  On  en  déduit  facilement  la  construction  de  la  courbe. 

.1.  HAAG,  soldat  au  69«  de  ligne  à  Nancy. 


206  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


PHYSIQUE 


1136.  —  Deux  tubes  verticaux,  cylindriques,  de  nirme  section,  peuvent  communiquer  par  un  conduit 
à  robinet  adapté  à  la  partie  inférieure  de  l'un  et  Je  l'autre.  Les  fonds  de  ces  tubes  sont  dans  un  même  plan 
horizontal. 

L'un  des  tubes  est  fermé  à  sa  partie  supérieure  ;  sa  lonr/ucur  esl  un  mètre.  Il  renferme  une  colonne 
d'air  de  2o<=™  de  hauteur  à  la  pression  atmosphérique  75<='"  et  une  colonne  de  mercure  de  Toi^™  de  hau- 
teur. 

Au  commencement  de  l'expérience,  le  conduit  à  robinet  est  plein  de  mercure  et  le  robinet  est  fermé. 

On  ouvre  le  robinet  de  communication;  une  partie  du  mercure  passe  dans  le  second  tube  vertical  qui 
n'en  contenait  pas  et  qui  communique  avec  l'atmosphère  par  son  extrémité  supérieure.  L'équilibre  s'établit  ; 
on  demande  quelle  est  alors  la  différence  de  niveau  du  mercure  dans  les  deux  tubes. 

(Ecole  centrale,  l'obsession  1902.) 

Désignons  par   S  la  section  des  tubes  et  par    h   la  quantité  dont  le  mercure  est  monté  dans  le  tube 

ouvert   et,   par   conséquent,  descendu  dans   le   tube   fermé.    La   difTérence   de  niveau   est   devenue 

a;  =  73  — 2/i,     le  volume  occupé  par  l'air     S(25  -t-  h)     et  sa  pression,  évaluée  en  hauteur  de  mercure, 

75  —  x  —  2/i,     puisque    75   est  la  pression  atmosphérique.  Ecrivons,  d'après  la  loi  de  Mariette,  que  le 

produit  du  volume  par  la  pression  est  resté  constant  : 

S  X  25  X  73  =  S(25  h-  h)  x  2/i. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

2/i=-+-2x25/i  — 25x73  =0. 

Elle  a  ses  racines  réelles  et  de  signes  contraires  ;  la  racine  positive  seule  convient,  et  l'on  a 

h  =  SSx^V^        =  20"»,57  ; 

.r  =  75  —  2/i  =  33<:"',86. 

T.  LEMOYNE,  à  Troyes. 
Assez  bonne  solution  de  M.  Lauiie.nck,  h  Bordeaux. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


ÉCOLE  CENTRALE  (1902). 


Géométrie  analytique  (.M.  Gouilly). 

Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

2106.  —  Aire  d'un  triangle  dont  on  donne  les  trois  sommets. 

2107.  —  Angle  des  deux  droites    x^  ~  y'^  —  xij  =  0 .    Equation  du  faisceau  des  bissectrices. 

2108.  —  Que  représente  l'équation    x'  +  !/''-*-  '2xij -hx  +  y  +  l  =0? 

2109.  —  Tangentes  communes  à  deux  circonférences. 

2110.  —  Que  représente  la  fonction    (a;  —  a)^  +  [y  —  by  —  K'  ? 

21 1  i  .  —  Etant  donné  un  cercle  par  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon,  puissance  d'un  point  par  rapport  à  ce  cercle. 

2112.  —  Ecrire  que  les  cercles    x'  -i-y^  —R'  —  0,    {x  —  a)"  -h  (y  —  b]'  —  R'»  =  0    sont  tangents.    Equation   du  fais- 
ceau des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  concours  des  deux  cercles.  —  Tangentes  communes  à  ces  deux  cercles. 

2113.  —  Conditions  pour  que  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement.  Pourquoi  suffil-il  d'écrire  qu'ils  sont  orthogo- 
gonaux  en  un  point? 

2114.  —  Cercle  ortliutomique. 
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2115.  —  Lien  des  points  équiclistants  d'un  point  F  et  d'un  cercle  0. 

21 1<;.  —  On  considère  un  cercle  0  et  un  diamètre   AB  ;    par  le  point  A   on  mène  une  corde  variable  AC  et  sur  cette 
corde  on  prend  un  point  M  tel  que    AC  x  AM  =  K^    —  Lieu  du  point  M  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 

2117.  —  Equation  d'une  courbe  dont  la  normale  passe  par  un  point  ll.\e. 

2118.  —  Détermination  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  à  um^  courbe  donnée  par  son  équation. 

2119.  —  Construire  les  courbes 


(/  =  x'  —  3x  -i-2, 


y  =  .r  —  ld=v'(a;+ir— 1, 

X  +  1  : 


■-  yjx*  +2x  +  2y 


y=:  2a;-  —  2x  -H  1 , 
2x  +  3 


!l  =  v/(.r+l)»-4, 


y 


X-+-  i±^{x-iy—  5, 

4 


!/  =  a-  -+- 1  ±  v'*'  +  3a;  +  i , 
a;'  — 1 


x—l 


y  —  2x  +  l±:  /r*— 3x-i-  1, 
y  =  2x  +  3  ±v/x'-h2a;+4, 
(X—  l)(a;-4-l) 


x'- 


X' 


X  ' 


y  = 


y  =  X-  +  • 


•2)- 
1 


!'=\/^ 


=  W] 


-1 


y  =  \ 


■,.,._l)(.f  _2| 


xy-hy*' 

r-  -+-  3.r.i/ 


2120. 


2121. 


iy  —  5=0,  x^  —  xy-f2y-  +  x  +  y  =  0, 

-y-  -hx  +  y  =  0,         X-  —  2iy  —  y'  +  x-h  y  =  u. 
Directions  asymptotiqucs  et  asymptotes  de  la  courbe 

x'y  +  xy'  -i-  x'  +  y^  +  ...  =  0. 


i) 


/i  -i-x 
V  I  —a; 
2.Ty  —  x'-hy+  \  =z  0, 


{x  +  y  —  l)-—[2x-y+  1)«  -  1  =  o. 


Construi 

ire  les  coui 

bcs 

y  = 

e~. 

.'/  = 

X 

sina; 

!/  = 

X 

y  = 

1 

L  tg  a-, 

y  = 


1 


y  = 


sm  X 
tga; 

X 

Lx 

1— .r' 


y=r  a;*-f- 


sm  .T 


!/  = 


tgx 

1  —X 

L(£+21, 
x-1 


sm  X 

X 

tgx 

y  = 
y  = 

sin(l  — X) 
1/  =  L  cos  X, 


\/yi  +  1)'  —  Lx». 


(+  I 
t-  1 


t 


y  = 


t  — 1 
t— 1 


■  V 

= 

«  —  1 

(H-   1 

y 

= 

(•-1 

(-+-2' 

nr- 

2(* 

f'-2/-H 

i  +t' 
P  —  l'-  +  3t- 
t-f-1 


y  =  sin  /  ; 


I              U—t 
\     X  =  , 


2122.  —  Distance  de  deux  points  en  coordonnées  polaires. 

2123.  —  Construire  les  courbes 


cos  u 

COSîu 

sinu 


.= 

- 

a  COS  u 

c 

= 

1 

p 

= 

e". 

p 

— 

L  sinu. 

Il  sm  ••>, 


? 

= 

1 

1  +  2  sin 

tij 

= 

Ul 

1— w 

sin  u 

1  —  cos  t 


p  ^  Lu, 

2124.  —  Réduction  de  l'équation    x°  -+-  2xy  +  y  —  !/  +  x  =  0. 

2125.  —  Bapporter  une  conique  à  ses  axes.  Equation  des  axes  de  la  conique  dans  l'ancien  système. 

2126.  —  Longueurs  des  axes  de  la  conique    .i""  +  2xy  +  2y^  +  2x  —  1  =0. 

2127.  —  Equation  d'une  conique  dont  on  donne  deux  diamètres  conjugués  en  position  et  deux  points  (les  axes  rectan- 
gulaires étant  ûxés  a  priori). 

2128.  —  Etant  données  une  ellipse  et  une  corde,  trouver  l'angle  sous  lequel  on  voit  cette  corde  de  l'un  des  foyers. 

X*  tl' 

2129.  —  On  donne  une  ellipse    — -  4-  — 1=0    et  une  sécante  ;  calculer  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  l'extrémité 

a  o- 

gauche  du  grand  axe  la  corde  interceptée  par  l'ellipse  sur  cette  sécante.  —  Variation  de  cet  angle  quand  la  sécante  reste  à 
une  distance  constante  du  centre.  —  Déduire  du  calcul  la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  l'ellipse. 

2130.  —  Exprimer  qu'une  droite  est  normale  à  une  ellipse. 

2131.  —  Cordes  supplémentaires  dans  l'ellipse.  Diamètres  conjugués  égaux. 

2132.  —  Circonscrire  une  ellipse  à  un  parallélogramme. 
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2133.  —  Propriétés  des  cordes  d'une  hyperbole. 

2134.  —  Une  hyperbole  étant  représentée  par  l'équation  xy  =  /.-,  calculer  k-  en  fonction  des  longueurs  a,  b  des 
demi-axes  de  l'hyperbole. 

2135    —  Mener  d'un  point  les  normules  à  la  parabole. 

213G  —  Consliuire  une  parabole  connaissant  une  tangente,  le  point  de  contact  et  deux  autres  points.  lîquation  de  cette 
parabole. 

2137.  —  Construire  une  parabole  connaissant  une  tangente,  le  point  de  l'ontact,  la  direction  de  l'axe  et  un  point.  Equa- 
tion de  la  courbe. 

2138.  —  Construire  une  parabole  connaissant  trois  points  et  la  direction  des  diamètres.  Equalion  de  la  parabole  ainsi 
déûnie. 

2139.  —  Construire  une  parabole  connaissant  une  tangente,  la  direction  de  l'axe  et  deux  points.  Kquation  de  celte 
courbe.  Déterminer  le  point  de  contact  de  la  tangente  donnée. 

2140.  —  Démontrer  que  si,  d'un  point  de  la  directrice,  on  mène  des  tangentes  à  une  parabole,  ces  tangentes  sont  rec- 
tangulaires et  la  corde  de  contact  passe  au  foyer.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  pur  trois  tangentes  passe  aussi 
au  foyer. 

2141 .  —  Démontrer  que  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points.  —  .\ppliquer  à    xi)  -4-  x-  +  y  +  l  =  0,    y-  =  2j. 

2142.  —  Sécantes  communes  à  deux  coni([ues.  —  Kxprimer  qu'une  conique  se  réduit  à  deux  droites  concourantes;  à 
deux  droites  parallèles. 

2143.  —  Déterminer  a  pour  que  l'équation  xy  +  \{y  —  \){x  +  y  —  1)  =0  représente  deux  droites.  —  Même  question 
pour  l'équation    {x  -+■  ■2){y  —  2)  -+-  À((/i  —  a;)  =  0. 

2144.  —  Déterminer  X  pour  que  l'équation    f{xy)  +  ),  =  0    représente  deu.x  droites.  —  Appliquer  à 

a;=  +  a;)/  -H  j/-  -+-  .T  +  »/  -4-  ),  =  0. 

2145.  —  On  donne  l'équation  ?/'  —  .r  -I-  >v(.r'  -i-  y'  —  x)  =  0.  Quels  sont  les  points  fiscs  du  faisceau  de  coniques  re- 
lirésenté  par  cette  équation  ?  — Condition  pour  que  l'équation  représente  deux  droites.  —  L'équation  en  >.  ayant  une  racine 
triple,  qu'en  résulte-t-il  pour  les  deux  coniques    y-  —  ,r  :=  0,    x-  +  y-  — .r  =  0  ? 

2146.  —  Etudier  le  faisceau    xy  4-  My'  —  2px)  =  0 . 

2147.  —  Equation  générale  des  coniques  passant  par  quatre  points.  —  Propriétés  communes  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau 

X-  —  J/^  +  >,(x  +  J/)  H-  1  =  0 . 
Quels  sont  les  quatre  points  ûxes  de  ce  faisceau  ?  —  Par  quatre  points  passe-t-il  toujours  une  parabole  réelle  ? 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

2148.  —  Angle  de  deux  directions  définies  parleurs  cosinus  directeurs.  —  Parallélisme. 

2149.  —  Cosinus  des  angles  que  fiiit  avec  les  axes  une  droite  donnée  par  l'intersection  de  deux  plans 

2x  —  3y  +  iz  —  l  =^  a,  x  +  y—  :.-h-2  =  Q. 

2150.  —  Angle  de  deux  plans    ax -hby -^- c:  +  d  =  0,    a'x +  h'y  +  c'z  r^  d' =  0. 

2151.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

2152.  —  Condition  pour  que  les  deux  droites       "   ^    "       _,     !      ~  "  "       „      soient  situées  dans  un  même  plan.  — 

(  y  =  cz  -i-  d,    j  y  =  c  3  +  (/ , 

Condition  pour  qu'elles  se  coupent. 

2153.  —  Equation  du  plan  déterminé  par  une  droite  et  un  point. 

2154.  —  Mener  par  un  point  la  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 

2155.  —  Equation  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  deux  plans. 
2156     —  Que  représente  l'équation    x'  +  y'  +  Z''  —  2x  —  2y  +2z  -^-  l  =0  ? 

2157.  —  Equation  générale  des  cylindres. 

2158.  —  Cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe    z  =  /(,    .r-  +  y-  —  R'^  =  0. 

2159.  —  Tangente  en  un  point  do  la  courbe     — ■  +  — --^^ 1=0     v  =  mx  +  nz 

a'-        b-        c- 

2100.  —  Surface  engendrée  par  la  courbe    y  —  0,    3  =  Lt-     en  tournant  autour  de    0:.    Plan  tangent  en  un  point. 

2101.  —  Que  représente  l'équation    x-+y^  =  >,:  ? 

2162.  —  Étudier  la  surface  c  =  c-^+'r.  Construire  la  méridienne.  —  Plan  langent  en  un  p(jint  quelconque  de  la 
surface . 

2163 .  —  Que  représentent  les  équations 

;  =  y/x-  +  y'  -hC,  -Jx'  -+-  y'  +  mz  -i-  n  =  0,  s/x^  +  y'  +  mz''  4-  n  =  0  ? 

2164.  —  Classification  des  quadriques  par  la  théorie  du  centre  ;  par  la  discussion  du  cone  asymptote. 

2165.  ^  Plans  diamétraux  de    xy  =  z. 

2166.  —  Lorsqu'un  point  décrit  un  plan,  son  plan  polaire  pai-  rapport  à  une  quadiique  donnée  passe  par  un  point 
fixe.  Quel  est  ce  point  fixe  ? 

2167.  —  Itéduction  de  l'équation     i/z  +  zx  +  xy  =  1. 
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2168.  —  Etudier  les  surfaces 

x-  —  !i'  —  z  =  0,  x*  —  3y'  +  z  =  0,  z  = h -j-         (a  >  0,    6  >  0). 

(Génératrices  rectilignes). 

2169.  —  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  cette  dernière  surface.  Relation  entre  le  plan  polaire,  le  sommet  et  le 
point  donné. 

2170.  —  Déterminer  X  de  façon  que  l'équation    /"(t,»/,  :) -t-À  =  0    représente  un  cône,    f(x,y,s)  =  0    étant  l'équation 
<rune  quadrique. 

Mécanique  (M.    Gouillv). 

2171.  —  Hodographe  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

2172.  —  Etudier  le  mouvement    s  =  2i'  — r+-i.  —  l'hases  du  mouvement,  vitesse  au  temps  (. 

2173.  —  Dans  un  mouvement  uniformément  varié,  les  espaces  parcourus  par  le  mobile  sont  Si   au  temps    ^,   .«j  au 
temps  /;,  Sî  au  temps  1,.  Quelle  est  la  loi  du  mouvement'? 

2174.  —  Dans  un  mouvement  uniformément  varié,  la   vitesse   moyenne  entre  les  instants    t,    et  /.  est   égale   à    la 
moyenne  des  vitesses  en  ces  temps. 

2175.  —  L'accélération  d'un  mobile  étant  proportionnelle  au  temps,  quel  est  le  mouvement? 
2I7G.  —  Mouvement  vibratoire  rectiligne.  Equation,  amplitude,  phase,  période.  —  Hodographe 

2177.  —  Composition  de  deux  mouvements  rectilignes  suivant  la  même  droite 

X,  =  3l'  +  t\  X,  =  -21^ -h  t. 

2178.  —  Diagramme  du  mouvement  représenté  par  l'équation    s  =z  It. 

2179.  —  Vitesse  et  accélération  dans  le  mouvement    x  :=  l^  —  il  +  i,    ;/  =  /<  -i-  1. 

2180.  —  Un  mobile  se  déplace  sur  la  courbe    i/  =  a:\    de  façon  que    .r  -.=  l  +  \.     Construire  le  vecteur  accélération 
au  point     (=:<,. 

2181.  -  Mouvement  circulaire  uniforme.  Vitesse  angulaire,  accélération  l.ingentielle.    Qu'est-ce  que   la  force  centri- 
fuge .'  Hodographe  d'un  mouvement  circulaire  uniforme. 

2182.  —  A  quelles  heures  se  superposent  les  aiguilles  d'une  horloge  ?  A  quelles  heures  formenl-elles  un  angle  droit? 

2183.  —  Hodograplie  d'un  mouvement  circulaire  quelconque.  Peut-on  de  l'hodographe  d'un   mouvement  déduire  la 

trajectoire  ? 

2184.  —  Vitesse  et  accélération  tangentielle  dans  le  mouvement  circulaire.    DéQnition  de  l'accélération   centripète. 
Formules. 

2185.  —  Tangente  à  la  courbe  :     7-,  -H  rj  =  2n. 

2186.  —  Si  on  projette  un  mouvement  sur  un  axe,  la  vitesse  du  mouvement-projection  est  la  projection  de  la  vitesse 
du  mouvement  du  mobile  dans  l'espace. 

2187.  —  Mouvement  le  plus  général  dont  l'accélération  est  nulle. 

2188.  —  Mouvement  le  plus  général  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  des  mouvements  uniformément  variés. 

2189.  —  Mouvement  le  plus  général  dont  les  projeclions  sur  les  axes  sont  des    mouvements  harmoniques   de  même 
période.  Montrer  que  le  mouvement  est  plan.  Trouver  la  trajectoire. 

2190.  —  Principes  de  la  dynamique. 

2191.  —  Relation  entre  la  masse  et  le  poids  :  1»  pour  un  point  matériel  ;  î"   pour  un  corps  quelconque  supposé  com- 
posé d'un  système  de  points  matériels. 

2192.  —  Différence  entre  la  masse  elle  poids.  Système  C.  G.  S. 

2193.  —  Variation  de  la  pesanteur  avec  l'altitude. 

2194.  —  La  verticale  d'un  lieu  est-elle  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre  ? 

2195    —  La  pesanteur  varie  d'un  point  du  globe  à  un  autre  ;  pourquoi  ?  Influence  de  la  rotation  de  la  terre? 

2196.  —  Dimensions  d'une  accélération.  Calculer  gi  en  prenant  la  minute  comme  unité  de  temps. 

2197.  —  Dimensions  d'un  angle,  d'une  vitesse  angulaire. 

2198.  —  Dimensions  d'un  poids  spécifique. 

2199.  —  Masse  d'un  décimètre  cube  de  fer  pesant  T"--,8  ii  Paris,  exprimer  le  résultat  en  unités  C.   G.  S. 

2200.  —  Quelle  est  la  force  qui  serait  capable  de  communiquer  h    une  masse  de  S*''   une   accélération  de    1™   par 
seconde. 

2201.  —  Quelle  force  doit-on  appliquer   h    une  masse  égale  à  4,  pour  qu'elle  parcoure  lu™  dans  la  première  seconde 
de  son  mouvement  ? 

2202.  —  Vn  point  matériel  dont  la  masse  pèse  (i^e  parcourt   100"  en  deux  secondes  d'un  mouvement  uniformément 
varié  ;  quelle  est  la  force  qui  lui  est  appliquée  ? 

2203.  —  t  désignant  le  temps  et  x  l'espace,  que  représente  l'équation    x  =  W  —  t  ?    On  suppose  que  le  point  qui  est 
animé  de  ce  niou-vement  pèse  40  kilogs.  A  quelle  force  est-il  soumis  ? 

2204.  —  Mouvement  des  projectiles.  Déterminer  la  parabole  de  tir  ;  axe,  sommet,  point  situé  dans  le  plan  horizontal 
du  point  de  départ. 
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2205.  —  Cliiilo  d'un  point  matériel  pesant  en  tenant  compte  de  la  résistance  de  l'air,  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse. 

2206.  —  Un  point  matériel  soumis  à  une  force  dirigée  vers  un  point  flxe  prend  un  mouvement  plan. 

2207.  —  Mouvement  produit  par  une  force  répulsive  émanant  d'un  point  fixe  et  proportionnelle  à  la  distance. 

2208.  —  Un  point  matériel  M  peut  se  déplacer  sur  un  plan  hoiizontal  poli  et  est  attiré  par  une  masse   0   proportion- 
nellement à  la  distance.  Mouvement  du  point  M. 

2209.  —  Un  point  pesant  se  déplace  sur  un  plan  horizontal  poli  ,  h  l'instant  considéré  il  a  une  vitesse    i\  ;   on   veut 
l'arrêter  par  une  force  constante  F  parallèle  au  plan  horizontal  dans  un  temps  0  ;  (juelle  doit  être  l'intensité  de  la  force  F  ? 

Application  :     1'  =  30^6,     »o  =  2'",     0  =  20«<:. 

2210.  —  Chute  d'un  point  matériel  sur  un  plan  incliné.  Ei[uation   du  mouvement.  Calculer  la  vitesse  en  supposant 
que  le  point  parte  du  repos. 

2211 .  —  Un  point  matériel  glisse  sur  un  plan  incliné  AB  ;  il  part  de  A   avec  une  vitesse    l'o  :  quelle  est  sa  vitesse  en 
lî,  /(  désignant  la  hauteur  de  chute  '? 

2212    —  Étant   donnés   une  circonférence   dans  un  plan   vertical  et  un  mobile  partant  de  l'exlrémité   du   diamètre 
vertical,  chercher  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir  une  corde  sous  l'action  de  son  poids. 

2213.  —  Un   point  matériel  placé  sur   une    trajectoire   matérielle  est   soumis  à    une  force   F.  (Condition  d'équilibre. 
Accélération  quand  le  point  se  déplace. 

2214.  —  Un   mobile  décrit  un  arc  de  courbe  sous  l'action  de  la  pesanteur.  La   vitesse  au  point  le  plus  haut  est   i\; 
Quelle  est  la  vitesse  sur  un  plan  horizontal  donné  ? 

2215.  —  Un  mobile  sollicité  par  une  force  F  se  meut  sur  une  trajectoire  matérielle  circulaire;   sa  vitesse  au  temps    t 
est  V  ;  calculer  la  réaction  de  la  trajectoire. 

2216.  —  Quelle  est  la  réaction    opposée  par  un  bras  à  une  masse  de  4'<e«  parcourant   une  circonférence  de  0"','>Ode 
rayon  avec  une  vitesse  de  lim  et  reliée  au  bras  par  un  fil? 

2217.  —  Quelle  est  la  force  ([ui  ferait  parcourir  sur  une  circonférence  de  rayon  R  h  une  masse  égale  à  .'j  une  distance 
de  t™  par  seconde?  \ilesse  angulaire  du  mobile. 

2218.  —  On  donne  un  arc  de  cercle    AT   et  la  tangente    TR  en  l'extrémité  T;    c'est  la  trajectoire  d'un  point  matériel 

animé  d'une  vitesse  uniforme  v.  Réaction  de  la  trajectoire  sur  ce  point.  Quelles  sont  les  forces  en  pré- 
sence? Force  centripète. 

2210.  —  Sur  un  plan  horizontal  rugueux  est  placé  un  point  matériel  pesant,  sollicité  par  une  force 
horizontale  /'  qui  varie  depuis  I).  —  Variation  de  la  réaction  du  plan  sur  le  point  quand  la  force  I'  croît. 
Lois  du  frottement. 

2220.  —  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  horizontal  rugueux  sous 
l'action  d'une  force  constante.  —  Sachant  (|ue  le  point  a  à  l'instant  (  une  vitesse  v,  i-alculer  la  réaction 
du  plan. 

2221.  —  Un  corps  tombe  le  long  d'un  plan   incliné  rugueux  ;   il  a  au  départ  une  vitesse  initiale    i\\    quelle  est  sa 
vitesse  en  arrivant  au  bas  du  plan  ? 

2222.  —  Déûnir  une  somme  géométrique.  Résultante  d'un  système  de  vecteurs.   Dans  une  somme  géométrique,  on 
peut  intervertir  l'ordre  des  vecteurs. 

2223.  —  Décomposer  un  vecteur  suivant  trois  directions. 

2224.  —   Moment  d'un  vecteur  par  rapport  h  un  point;  l'exprimer  en  fonction   du   moment  par  rapport   ,'i  un   autre 
point. 

2225.  —  Qu'entenil-on   par  moment  résultant  d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  un  point  fixe    0?    Le  moment 
résultant  de  vecteurs  concourants  coïncide  avec  le  moment  de  la  résultante  de  ces  vecteurs. 

2226.  —  Le  moment  résultant  de  deux  vecteurs  formant  couple  est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace. 

2227.  —  Condition   pour   qu'un  système  de  deux   vecteurs  ait  une  somme   géométrique  nulle  et  une  résultante  de 
moments  par  rapport  à  un  point  quelconipie,  nulle  également. 

2228.  —  Si  deux  systèmes  de  vecteurs  ont  même  somme  géométrique  et  même  moment  résultant  par   rapport  à  un 
point,  ils  ont  même  moment  pour  un  point  quelconque  de  l'espace. 

2229.  —  Moment  d'un  vecteur  par  rapport  h  un  axe.  Montrer  que  ce  moment  est  la   projection  sur  l'axe  du  moment 
du  vecteur  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'axe. 

2'230.  —  Connaissant  le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  ,à  un  axe,  déterminer  le  moment  par  rapport  h  un  axe 
parallèle. 

2231 .  —  Connaissant  les  moments  L,  M,  N  d'une  force  par  rapport  à  trois  axe:  de  coordonnées,  déterminer  le  moment 
de  cette  force  par  rapport  ,'i  un  axe  quelconciue,  passant  par  l'origine. 

2232.  —  Démontrer  que  si  la  somme  des  projections  d'un  système  de  vecteurs   sur  trois  axes  est  nulle  ainsi  que  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  ces  axes,  il  en  est  de  même  pour  un  axe  quelconque. 

2233.  —  Qucntend-on  par  point  matériel?  Comment  composC-t-on  des  forces  agissant  sur  un  point   matériel?  Compo- 
sition de  deux  forces  autour  d'un  point. 

2'i34    —  Equilibre  d'un  point  matériel.  Définition  de  l'équilibre.  Conditions  analytiques.  Pourquoi  le  nombre  des  con- 
ditions s'abaisse-t-il  quand  les  forces  sont  toutes  dans  un  même  plan  ? 

2235.  —  Deux  forces  égales  et  opposées  appliquées  a  un  système  matériel  se  détruisent-elles  ? 

2236.  —  Un  système  matériel  est  en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces.  Comment  sont  liées  Ces  forces? 
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2237.  —  Réduction  d'un  système  de  vecteurs  en  trois  points  choisis  arbitrairement.  Ou  peut  toujours  trouver  trois 
vecteurs  passant  pur  trois  points  choisis  arbitrairement  et  ayant  même  somme  géométrique  et  même  résultante  de  moments 
qu'un  système  de  vecteurs  donné. 

2238.  —  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  vecteurs  de  trois  forces  pour  qu'elles  se  fassent  équilibre  sur  un 
système  matériel  ? 

2230.  —  Condition  pour  que  trois  vecteurs  appliqués  en  trois  points  donnés  aient  une  somme  géométrique  nulle  et  une 
résultante  de  moments  nulle. 

2240.  —  lin  système  matériel  est  en  équilibre  .'ous  l'action  de  trois  seules  forces;  démontrer  que  les  trois  vecteurs 
représentant  les  forces  sont  dans  un  même  plan  et  ([ue  l'un  d'eux  est  égal  et  directement  opposé  à  la  résultante  des  deux 
autres. 

2241.  —  Pour  tout  sysièrni'  de  points  matériels  en  é(|uilibre,  les  vecteurs  des  forces  qui  proviennent  des  masses 
extérieures  satisfont  aux  é(|ualions    ^if)  =  0,    ï(Mir)  =  0. 

2242.  —Conditions  d'équilibre  d'un  corps  soumis  à  un  système  de  forces.  Équations  nécessaires  d'équilibre.  .Applica- 
tion à  un  système  de  forces  complanes  ou  concourantes. 

2243.  —  Montrer  que  les  équations  d'équilibre  sont  indépendantes  des  axes. 

2244.  —  Qu'entcndon  par  systèmes  de  vecteurs  équivalents? 

2245.  —  Composition  de  iloiix  vecteurs  parallèles  et  de  même  sens,  —  de  sens  contraires. 

2240.  —Trouver  un  vecteur  qui  ait  même  somme  géométrique  et  même  moment  résultant  par  rapport  à  un  point 
que  deux  vecteurs  parallèles. 

2247.  —  Comment  compose-ton  un  nombre  quelconque  de  vecteurs  parallèles  et  de  sens  quelconques? 

2248.  —  On  sait  que  s\ir  un  soliile  deux  forces  parallèles  sont  équilibrées  par  une  Iroisième;  trouver  la  ligne  d'action 
et  l'intensité  de  celle  ci. 

2249.  —  l'n  couple  de  vecteurs  et  un  vecteur  ne  peuvent  avoir  une  somme  géométrique  nulle  et  une  résultante  de 
momenis  nulle. 

2250.  —  Un  système  de  vecteurs  admet  en  général  une  résultante  appliquée  à  un  point  0  et  un  couple  résultant  ou 
résultante  de  moments  par  rapport  à  ce  point. 

2251.  ^  La  projection  du  moment  résultant  sur  la  résultante  générale  est  constante. 

2252.  —  C.oiiilition  pour  (|u'un  système  do  vecleurs  soit  réductible  à  un  couple.  Condition  pour  qu'un  système  de 
vecteurs  ait  un  couple  résultant  nul. 

2253.  —  Axe  central  d'un  système  de  vecteurs. 

2254.  —  Délinition  du  poids  d'un  corps  et  du  centre  de  gravité.  Coordonnées  du  centre  de  gravité. 

2255.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle. 
225(>.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  triangle. 

2257.  —  Centre  de  gravité  du  volume  d'un  tétraèdre. 

2258.  —  Démontrer  que  si  aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle  se  trouvaient  des  points  matériels  recevant  des  forces 
normales  à  ces  côtés  et  proportionnelles  à  leurs  longueurs,  ces  trois  forces  seraient  en  équilibre. 

2259.  —  On  considère  un  système  formé  de  trois  points  matériels  de  poids  égaux,  à  des  distances  invariables  les  uns 
des  autres.  ICquilibrer  par  une  force  (|ui  aurait  son  point  d'application  en  un  point  à  épile  distance  de  deux  de  ces  masses 
et  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  matériels  correspondants. 

22G0.  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  un  tiiangle  de  périmètre  matériel:  on  le  suspend  par  un  fil  attaché  en  un 
de  ses  sommets.  Position  d'équilibre  ? 

2261.  —  Relations  entre  les  vecteurs  des  forces  agissant  sur  un  système  matériel  en  équilibre  et  les  réactions,  abs- 
traction faite  du  frottement. 

2262.  —  Une  poulre  horizontale  repose  sur  deux  couteaux  et  supporte  en  son  milieu  un  poids  P.  En  supposant  toutes 
les  forces  dans  un  même  plan,  quelles  sont  les  réactions? 

2263.  —  Réactions  des  appuis  d'une  partie  droite  de  longueur  (  et  de  poids  p  par  mètre  courant. 

2264.  —  Conditions  d'équilibre  d'une  poutre  reposant  sur  trois  appuis  et  soumise  à  son  poids. 

2265.  —  Equilibre  d'un  ressort  chargé  d'un  poids  P,  placé  de  telle  sorte  que  l'écartement  des  appuis  soit  invariable 

(Problème  indéterminé). 

2266.  —  Balance  de  Roberval. 

2267.  —  Bascule  de  Quintenz.  Equilibre.  Condition  de  construction  pour  que  la  bascule  indique 
toujours  le  même  poids  quelle  que  soit  la  position  du  corps  sur  le  plateau. 

2268.  —  Equilibre  de  la  poulie. 

2269.  —  Théorie  de  la  poulie  mobile. 

22  70.  —  Etant  donné  un  cylindre  raaiériel  reposant  par  une  de  ses  bases  sur  un  plan  matériel 
rugueux,  soumis  à  une  force  normale  au  plan  appliquée  au  centre  du  cylindre  el  à  une  force  appliquée  en  un  point  A  du 
cercle  supérieur  et  dirigée  suivant  le  rayon  correspondant  à  ce  point,  condition  d'équilibre. 
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2271.  —  En  un  point  A  est  attaché  un  fil  de  longueur  (,  auquel  est  suspendu  un  cylindre  de 

hauteur  A,  de  section  w  et  le  poids  P.  —  Ce  cylindre  plonge  dans  l'eau  de   —  •   Tension  appliquée 

en  A.  Recherche  de  celle  force  quand  le  fil  s'allonge  de  À  par  unité  de  longueur  et  par  unité  de 
tension. 

2272.  —  Est-il  possible  de  suspendre  un  poids,  si  petit  qu'il  soit,  k  un  ûl  tendu  en  ligne  droite 
,^        horizontalement? 

^  2273.  —  Equilibre  des  moufles. 

'■~  -■  --ï-"-^"  -  2274.  —  «  Ce  que  l'on  gagne  en  vitesse,  on  le  perd  en  force.  »  Peut-on  exprimer  ce  fait  par 

ime  formule?  —  Prendre  un  exemple  où  se  rencontre  l'application  de  cet  adage. 


i^P 


Géométrie   (M.    Lévi). 

2275.  —  Démontrer  que  si  d'un  point  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  on  abaisse  les   perpendiculaires   sur   les 
côtés  de  ce  triangle,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  irois  points  en  ligne  droite. 

2276.  —  Tangentes  communes  ii  deux  circonférences. 

2277.  —  On  donne  deux  cercles.  Tracer  une  droite  AI!  de  longueur  donnée,  rencontrant  les   deux  cercles  et  parallèle 
h  une  direction  donnée. 

2278.  —  Lieu  des  points  d'où  on  voit  deux  cercles  sous  le  même  angle. 

2279.  —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  <à  deux  cercles.  —  Etant  donnés  deux  cercles  de  rayons  variables, 
comment  doivent-ils  varier  pour  que  l'axe  radical  des  deux  cercles  reste  ûxe. 

2280.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  rencontrent  deux  cercles  donnés  0  et  0'  en  des  points  diamétralement  oppo- 
sés. 


2281.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  ; 
que  l'on  demande  de  déterminer. 


par  ces  trois  points  passent  trois  tangentes  de  longueurs  a,  b,  c   à  un  cercle 


2282.  —  Produit  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit. 

2283.  —  Théorème  de  Pappus. 

2284.  —  Construire  une  longueur  t.  sachant  qne  l'on  a 

—  =  — .     x  =  Va'(>'  +  b^c-,    X  =  Va"  -hb'-h  c'd-. 
a-         M 

2285.  —  Côtés  des  décagones  réguliers  insci'its,  convexe  et  étoile. 

2286    —  Cercle  tangent  à  deux  droites  D  et  D'  et  passant  par  un  point  A. 

2287.  —  Cercle  tangent  à  deux  droites  et  à  un  cercle  donné. 

2288.  —  Cercle  passantpar  deux  points  et  tangent  ,\  un  cercle  donné. 

2289.  —  Cercle  passant  par  un  point,  tangent  h  une  droite  et  à  un  cercle  donnés. 

2290.  —  Cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

2291.  —  Qu'appellet-on  plans  parallèles?  Montrer  qu'il  existe  de  pareils  plans. 

2292.  —  Qu'appelle-t-on  droite  parallèle  à  un  plan  ?  Montrer  qu'il  en  existe. 

2293.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  la  différence  des  carrés  des  distances  h  deux  points  fixes  est  cons- 
tante. —  Même  question  pour  la  somme. 

2294.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  le  rapport  des  dislances  à  deux  points  fixes  est  constant. 

2295.  —  Lieu  du  milieu  d'une  droite  horizontale  s'appuyant  sur  deux  droites  données. 

2296.  —  On  considère  une  droite  verticale  et  une  droite  horizontale,  dans  l'espace  ;  une  droite  de  longueur  constante 
s'appuie  sur  les  deux  droites  données  ;  lieu  de  son  milieu. 

2297.  —  Étant  données  deux  droites,  on  demande  de  trouver  une  droite  de  longueur  donnée,  parallèle  à  un  plan  donné, 
et  dont  les  extrémités  a,  p  s'appuient  sur  les  deux  droites  données. 

2298.  —  Conditions  pour  ((u'un  angle  droit  se  projette  en  vraie  grandeur. 

2299.  —  Dans  un  tétraèdre  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  passent  par  un  même  point. 

2300.  —  Somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe, 

2301.  —  Tiièdres  symétriques;  dans  quel  cas  ces  deux  trièdres  symétriques  sont-ils  superposables  ? 

2302.  —  Cas  d'égalité  des  trièdres. 

2303.  —  Lieu  du  point  de  concours  des  médianes  des  sections  parallèles  d'un  angle  trièdre. 

2304.  —  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces  suivant  un  parallélogramme. 

2305.  —  \olnme  du  tronc  de  pyramide  ;  —  du  tronc  de  prisme  triangulaire  ;  —  du  tronc  de  cône. 

2306.  —  Volume  engendré  par  une  ligne  polygonale  régulière  tournant  autour  d'une  droite  de  son  plan. 

2307.  —  Volume  du  segment  sphèrique. 

2308.  —  Déterminer  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan  donné. 

2309.  —  Expression  des  rayons  vecteurs  qui  joignent  un  point  M  d'une  ellipse  aux  deux  foyers,  en  fonction  de  l'abscisse 
du  point  M. 
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2:tIU.  —  Intersection  iVune  droite  et  d'une  ellipse.  —  l.;i  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vec- 
teurs ((ui  vont  du  point  de  contact  aux  foyers. 

231 1 .  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  la  longueur  de  l'axe  focal. 

2312.  —  Tangentes  à  l'hyperbole  par  un  point  extérieur,  parallèlement  à  luie  direction  donnée. 

2313.  —  Théorème  dePoncelct. 

2314.  —  Établir  les  propriétés  de  la  parabole  en  la  considérant  comme  limite  d'une  ellipse  dont  l'un  des  foyers 
s'éloigne  indéfiniment. 

2315.  —  Démontrer  qu'une  ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projection  d'un  cercle. 
2310.   —  Démonstration  géométrique  des  théorèmes  d'.Vpollonius. 

2317.  —  Lieu  d'un  point  M  d'une  droite  X\^  dont  les  extrémités  décrivent  deux  droites  rectangulaires. 

2318.  —  Polaire  du  foyer  dans  l'ellipse. 

2319.  —  Théorème  de  Dandelin  dans  la  parabole;  —  dans  l'hyperbole.  —  Comment  déterminc-t-on  les  asymptotes  de 
la  section  ?  —  Que  faudrait-il  pour  que  la  section  soit  une  hyperbole  é(|uilatère  '.' 

2320.  —  Construire  une  ellipse  connaissant: 
1°  un  foyer  et  trois  tangentes  ; 

2°  un  foyer,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles  ; 

3°  un   foyer  et  trois  points.  —  Construire  les  sommets; 

■4"  un  loyer,  deux  taiigcjitcs  et  un  point  ; 

5°  un  foyer,  l'extrémité  du  petit  axe  et  une  tangente.  —  Trouver  le  point  de  contact  de  la  tangente  et  les  sommets; 

(1°  un  foyer,  un  sommet  de  l'axe  local  et  une  tangente  ; 

'"  un  foyer,  la  grandeur  de  l'axe  focal  et  l'extrémité  du  petit  axe  ;  le  problème  est-il  possible  ? 

■S"  le  grand  axe  et  un  point  ou  le  grand  axe  et  une  tangente  ; 

9°  le  centre,  la  longueur  de  l'axe  focal  et  deux  tangentes  : 

10°  la  longueur  de  l'axe  focal,  le  centre  et  deux  points  (ou  bien  un  point  et  la  tangente  en  ce  point)  ; 

H"  une  directrice  et  trois  points; 

12"  deux  directrices  et  deux  points. 

2321.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  : 
1°  les  deux  foyers  et  les  directions  asymptotiques  ; 
2"  un  foyer,  une  asymptote  et  une  tangente. 

2322.  —  Construire  une  parabole  connaissant: 

1°  le  foyer  et  deux  points,  —  le  foyer,  un  point  et  une  tangente,  —  le  foyer,  une  tangente  et  son  point  de  contact,  —  le 
foyer  et  deux  tangentes  ; 

2"  la  directiice  et  deux  tangentes,  —  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de  contact,  —  la  directrice,  une  tangente  et 
un  point; 

3°  deux  tangentes  et  la  tangente  au  sommet; 

4«  quatre  tangentes  :  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  données. 

2323.  —  Tangentes  communes  à  deux  paraboles  d'axes  parallèles. 

Géométrie  Descriptive  (M.  I.i'vi). 

2324.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces  horizontales  et  un  point  commun. 

2325.  —  Amener  par  rotation  deux  droites  invariablement  liées  à  avoir  leurs  projections  verticales  parallèles. 

2326.  —  Etant  données  deux  droites  invariablement  liées,  les  amener  par  rotation  à  être  simultanément  horizon- 
tales. 

2327.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  données.  —  L'une  des  droites  est  située  dans  le  plan  horizontal, 
l'autre  dans  le  plan  vertical. 

2328.  —  Intersection  d'un  tétraèdre  régulier  reposant  sur  le  plan  horizontal  avec  le  plan  bissectem-  du  second  dièdre. 
2320.  —  On  donne  un  trièdre  ayant  une  face  dans  le  plan  horizontal.  Lui  inscrire  une  sphère  de  rayon  donné. 

2330.  —  On  donne  le  côté  du  sommet  d'un  tétraèdre  régulier  reposant  sur  le  plan  horizontal.  Construire  ce  tétraèdre. 
Centre  et  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

2331.  —  Mener  par  trois  points  du  plan  vertical  une  sphère  tangente  à  un  plan  donné. 

2332.  —  On  considère  deux  sphères  ;  l'une  a  son  centre  dans  le  plan  vertical,  l'autre  dans  le  plan  horizontal.  Plans 
tangents  communs  par  un  point  situé  sur  la  hgne  de  terre. 

2333.  -  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères. 

2334.  —  On  considère  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  une  droite  de  front.  Mener  par  cette  droite  les  plans 
tangents  à  la  sphère. 

2335.  —  Section  d'iuie  sphère  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal.  Points  de  l'intersection  où  la  tangente 
est  parallèle  à  une  direction  donnée. 

2336.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  deux  projections  et  un  plan  sécant;  on  demande  l'intersection.  —  Déterminer 
les  axes  des  deux  projections. 

2337.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'une  droite. 
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2338  —  Circonscrire  un  ciine  h  une  splicre  donnée.  —  Axes  de  la  projection  de  la  courbe  de  contact.  Ombre  propre 
et  ombre  portée  sur  les  plans  de  projection. 

2339.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

2340.  —  Peut-on  mener  dans  un  plan  donné  une  droite  faisant  avec  les  plans  de  projection  des  angles  donnés  ^ 

2341 .  _  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  plans  donnés  ;  —  avec  les  plans  de  projec- 
tion, 

2342.  —  Etant  donnés  un  plan  P,  une  droite  D  et  un  point  A,  on  demande  de  mener  par  A  une  droite  faisant  un 
angle  donné  avec  P  et  passant  à  une  distance  donnée  de  D. 

2343  _  Mener  par  un  point  A  une  droite  passant  à  des  distances  données  de  deux  droites  données.  Choisir  les  plans 
de  projection  de  façon  à  avoir  l'épure  la  plus  simple  possible. 

■>344    _  Mener  une  droite  parallèle  fi  une  droite  donnée  et  passant  i\  des  distances  données  de  deux  droites  données. 
2345    —  Etant  donnés  trois  puints  A,  B,  C,  mener  par  A  une  droite  passant  a  des  distances  données  de  lî  et  C. 

2346.  —  Résoudre  un  trièdre  connaissant  deux  faces  a,  b  et  le  dièdre  A  ;  —  les  trois  dièdres. 

2347.  —  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère,  connaissant  la  projection 
horizontale  du  point. 

2348  —  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  de  la  ligne  de  terre  et  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  donné  rabattu 
sur  le  plan  vertical  ;  projection  horizontale  d'un  point  de  ce  cône,  connaissant  la  projection  verticale. 

2349.  —  Contours  apparents  d'un  cône  (ou  d'un  cylindre)  dont  la  directrice  est  un  cercle  défini  par  trois  points. 

2350  —  On  considère  un  tétraèdre  régulier  sabc  reposant  sur  le  plan  horizontal.  Contour  apparent  du  cône  qui  a 
pou  "sommet  le  point  a  et  pour  directrice  le  cercle  inscrit  (ou  circonscrit)  à  la  face  sbc. 

2351.  Contours  apparents  d'un  cône  dont  la  directrice  est  une  courbe  située  dans  un  plan  déflni  par  deux  droites 

données  et  dont  on  connaît  la  projection  horizontale  seulement. 

2352.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  cône  de  lévolution  déûni  par  trois  génératrices;  —  par  deux  génératrices 
et  un  plan  tangent. 

2353.  Contours  apparents  d'un  cylindre  de  révolution  passant  par  un  point  donné  et  tangent  à  deux  points  donnés. 

—  L'un  des  plans  est  vertical,  laulre  debout. 

2354.  —  Mener  un  plan  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné  et  tangent  à  un  cylindre  dont  la  directrice  est 
une  courbe  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

2355.  —  On  donne  une  courbe  C  dans  un  plan  P'Q  ;  c'est  la  base  commune  à  deux  cônes  de  sommets  S  et  -  pris 
sur  la  ligne  de  terre.  Plans  tangents  communs  à  ces  deux  cônes. 

23ÔG.  —  Plans  tangents  communs  a  un  cylindre  et  à  un  cône.  —  Nombre  des  solutions. 

2357.  —  Normale  commune  à  deux  cylindres,  h  un  cône  et  à  un  cylindre. 

2358.  —  Mener  par  un  point  extérieur  une  normale  à  un  cône  de  révolution  à  axe  quelconque. 

2359.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  cône  dont  la  base  circulaire  est  dans  un  plan  donné  et  le  sommet  eu  un 
point  de  la  ligne  de  terre. 

2360.  —  Quand  a-t-on  des  sections  elliptiques  dans  un  cône  de  révolution  ;'  —  Démontrer  le  théorème  de  Dandelin.  — 
Trouver  les  directrices  de  l'ellipse. 

2361.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  de  front  dont  on  donne  l'angle  au  sommet.  .Section  par  un  plan 
quelconque. 

2362.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  de  front.  Ktant  donnée  la  projection  verticale  d'une  de  ses  généra- 
trices, trouver  la  projection  horizontale.  —  On  coupe  ce  cône  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdie;  on  demande  un 
point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  —  Comment  obtiendrait-on  les  asymptotes  de  la  section  ? 

2363.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal  et  on  coupe  par  le  plan  bissecteur  du  premier 
dièdre.  On  demande  un  point  courant  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

2364.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  la  base  est  une  hyperbole  donnée  dans  le  plan  horizontal.  Asymptotes.  Tan- 
gentes à  la  courbe  d'un  point  P  pris  dans  le  plan  sécant. 

2365.  —  On  considère  un  cône  de  sommet  (s, s')  dont  la  directrice  située  dans  un  plan  P'Q  est  projetée  horizontalement 
suivant  un  cercle.  Section  par  le  plan  bissecteur  du  dièdre  formé  par  le  plan    P'O  avec  le  plan  horizontal. 

2366.  —  Trace  horizontale  (point  et  tangente)  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  d'mi  ellipsoïde  de  révolution  à 
axe  vertical  et  dont  la  directi'ice  est  une  section  plane  de  l'ellipsoïde  donné. 

2367.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  xy  et  la  directrice  est  la  section  d'un  tore  ii  axe  vertical  par 
le  bissecteur  du  second  dièdre. 

2368.  —  Branches  infinies  dans  l'intersection  de  deux  cônes. 

2369.  —  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  du  plan  vertical  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Un  cône 
homothétique  a  pour  sommet  un  autre  point  du  plan  vertical  ;  le  construire.  —  Intersection  des  deux  cônes  ;  montrer  que 
la  courbe  est  plane.  Trouver  un  point  et  la  tangente;  asymptotes. 

2370.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  a  sur  ce  cercle.  On  considère  un  cône  de  somiuet  S 
ayant  le  cercle  pour  base  ;  intersection  avec  un  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  Sa  et  dont  la  base  est  une  courbe 
donnée  dans  le  plan  horizontal.  Point  et  tangente.  Asymptotes. 

2371.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  sur  xy  et  dont  les  directrices  situées  sur  deux  plans 
donnés  ont  pour  projection  horizontale  le  même  cercle. 
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2372.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal.  Construire  la  projection  du  som- 
met. —  Intersection  de  deux  cOnes  ayant  pour  sommets  deux  des  sommets  de  la  base  et  pour  directrices  les  cercles  inscrits 
dans  les  faces  opposées. 

2373.  —  Un  cercle  dans  un  plan  donné  est  la  base  commune  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  deux  points  S  et  i; 
de  la  ligne  de  terre.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

2374.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  directrice  commune  un  cercle  dans  le  plan  vertical.  Points  doubles 
de  l'intersection.  -^  Même  problème  avec  une  ellipse,  ou  une  hyperbole. 

2375.  —  On  donne  un  télraèdre  régulier  S.\liC  reposant  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Intersection  d'un  cùne 
ayant  pour  sommet  S  et  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AliC  avec  le  cylindre  qui  a  même  base  et  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  SA. 

237G.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  l'un  est  de  révolution  autour  d'un  axe  de  Iront  et  dont  l'autre  a  pour  base 
une  hyperbole  équilatère  dans  le  plan  horizontal.  l'oints  à  l'inûni,  asymptotes. 

2377.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point,  connaissant  la 
projection  horizontale. 

2378.  -  On  fait  tourner  un  cercle  contenu  dans  un  plan  P'Q  autour  de  la  ligne  de  terre.  Connaissant  la  projection 
verticale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  sa  projection  horizontale.  Plan  tangent  en  ce  point.  —  Même  problème  avec  un 
axe  de  front. 

2379.  —  On  donne  un  axe  dans  le  plan  horizontal.  Construire  un  point  et  le  plan  tangent  en  ce  point  de  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  rotation  autour  de  l'axe  d'une  courbe  donnée  dans  le  plan  vertical.  —  Contours  apparents. 

2380.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  frojit. 

2381.  —  Plans  tangents  menés  d'un  point  à  une  surface  de  révolution.  Points  de  contact  sur  un  méridien  donné. 

2382.  —  On  considère  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  extérieur  aa' .  Mener  à  la  surface  un  plan 
tangent  passant  par    aa'    et  faisant  un  angle  a   avec  le  plan  horizontal. 

2383.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  ;  lui  mener  un  plan  tangent  par  un  point  extérieur. 

2384.  —  Plan  tangent  par  une  droite  donnée  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.—  Cas  d'une  droite  horizontale 
ou  d'une  droite  de  front. 

2385.  —  Mener  par  une  droite  de  front  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  bout. 
238G.  —  Cône  circonscrit  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical. 

2387.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front.  Ligne  d'ombre  de  la  surface  éclairée  par  des  rayons 
lumineux  parallèles. 

2388.  -  Section  par  un  plan  d'un  ellipsoïde  de  révolution  h  axe  vertical.  —  Déterminer  les  axes  de  la  section.  —  Point 
le  plus  haut.  —  Section  par  le  premier  plan  bissecteur. 

2389.  —  Section  par  un  plan  quelconque  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  bout. 

2390.  —  Section  d'un  tore  à  axe  vertical  par  le  bissecteur  du  second  dièdre. 

2391.  —  Section  par  un  plan  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  courbe  du  plan  horizontal  en  tournant 
autour  d'une  droite  du  plan  vertical.  Trouver  un  point  de  l'intersection  et  la  langente  en  ce  point. 

2392.  —  Intersection  d'une  droite  de  front  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

2393.  —  Intersection  d'une  droite  quelconque  avec  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  debout. 

2394.  —  On  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout.  La  section  ainsi  obtenue  est  la  direc- 
trice d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  front.  Intersection  des  deux  surfaces.  Tangente  en  un  point. 

2395.  _  On  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  bout  par  un  plan  vertical.  La  section  est  la  directrice  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  a  xy.  Intersection  des  deux  surlaces.  —  Tangente  en  un  point. 

2390.  —  Un  cône  a  pour  directrice  la  section  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout  et  son 
sommet  est  sur  l'axe  de  l'ellipsoïde.  Déterminer  la  seconde  courbe  d'intersection  du  cône  avec  l'ellipsoïde.  Tangente  en  un 
point. 

2397.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Un  parallèle  donné  de  cette  surface  est  la  directrice  d'un 
cône  de  sommet  (s,  s').  Intersection  des  deux  surfaces.  Tangente  en  un  point  courant 

2398.  —  Intersection  d'une  surface  de  révolution  à  axe  vertical,  donnée  par  sa  méridienne  principale  avec  un  cylindre 
dont  la  directrice  est  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

2399.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  une  droite  du  plan  de  front  qui  passe  par 
le  centre  de  la  sphère  et  la  génératrice  une  tangente  à  la  section  de  la  sphère  par  ce  plan. 

2400.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  du  tore. 

2401.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  rencontre  celui  du  tore.  Tan- 
gente en  un  point.  —  (jue  faut-il  pour  que  l'intersection  présente  un  point  double  ? 

2402.  —  Intersection  de  deux  tores  engendrés  par  la  rotation  d'un  même  cercle  autour  de  deux  axes  situés  dans  le 
plan  horizontal. 

2403.  —  Trace  horizontale  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  en  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Tangente  en 
un  point.  Méridienne  de  la  surface. 

2404.  —  Section  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  front. 

2405.  —  On  fait  tourner  une  droite  de  front  autour  d'un  axe  vertical,  l'rojection  verticale  d'un  point,  connaissant  la 
projection  hoiizontale.  Comment  trouverait-on  les  points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  avec  la  surface  sans 
s'appuyer  sur  les  propriétés  de  Ihyperboloïde? 
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2406.  —  Génératrices  d'un  liypei-boloïde.  Propriétés.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  liyperboloide. 

2407.  —  Mener  à  un  hyperljoloïde  il  axe  vertical  un  plan  tangent  par  une  droite  hoi-izontale. 

2408.  —  Une  surface  de  révolution  est  engendrée  par  la  rotation  d'une  droite  quelconque  autour  d'un  axe  de  bout.  — 
Projection  verticale  d'un  point  dont  on  connaît  la  projection  horizontale.  Plan  tangent  en  ce  point. 

2409.  -  On  considère  dans  le  plan  horizontal  une  droite  Z.  Contour  apparent  vertical  de  la  surface  engendrée  par 
une  droite  quelconque  en  tournant  autour  de   Z. 

2410.  —  On  fait  tourner  une  horizontale  autour  de  la  ligne  de  terre.  —  Projection  verticale  d'un  point  de  la  surface 
engendrée,  connaissant  sa  projection  horizontale. 

2411.  —  Combien  de  systèmes  de  génératrices  dans  ui  paraboloïde  hyperbolique  ?  Définir  un  plan  tangent  à  cette 
surface  et  en  chercher  le  point  de  contact. 

2412.  —  Démontrer  que  deux  génératrices  de  même  système  d'un  paraboloide  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

2413.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  déûni  par  une  génératrice  de  front  et  une  autre 
verticale.  Existe-t-il  sur  la  surface  une  génératrice  horizontale  parallèle  h  une  direction  donnée?  La  construire. 

2414.  —  Plans  tangents  par  un  point  h  un  paraboloide  hyperbolique.  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  ayant  le 
point  pour  sommet.  —  Courbe  d'ombre  produite  par  un  point  lumineux  ss'  sur  un  paraboloide  donné  (plan  directeur  hori- 
zontal). -  Courbe  de  contact  d'un  cylindre  hyperbolique. 

2415.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux 
génératrices  non  parallèles  à  ce  plan.  Pourquoi  la  courbe  de  contour  apparent  est-elle  une  parabole  ? 

2416.  —  Section  d'un  paraboloide  hyperbolique  (plan  directeur  horizontal)  par  un  plan  donné.  Asymptotes  de  l'inter- 
section. Sommets.  —  Section  par  le  plan  bissecteur  du  premier  ou  du  second  dièdre  ;  point  et  tangente. 

2417.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  paraboloide  hyperbolique. 

2418.  —  Mènera  un  paraboloide  hyperbolique  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné.  —  Sommet  et  axe  du  para- 
boloide. —  Cas  où  le  paraboloide  admet  le  plan  horizontal  pour  pian  directeur. 

2419.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  a  pour  plan  directeur  un  plan  P'(J  et  pour  directrices  la  ligne  de  terre  et  une 
droite  de  front.  Sommet  de  ce  paraboloide.  Trouver  sa  trace  sur  le  plan  directeur   P'Q. 

2420.  —  Plans  tangents  à  un  paraboloide  par  une  droite  donnée.  —  Cas  d'un  paraboloide  admettant  les  deux  plans  de 
projection  pour  plans  directeurs. 

2421.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  el  défini  par  une  droite  de  front  et  une  verti- 
cale. On  considère  un  cône  de  révolution  autour  de  cette  génératrice  verticale  du  paraboloide  ;  intersection  des  deux  surfaces. 
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1219.  — On  considère  un  cercle  fixe  et  sur  ce  cercle  deux  points  A  et  B  en  lesquels  les  tangentes  a  et  b 
sont  rectangulaires. 

1°  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  osculatrices  au  cercle  donné  en  A  et  tangentes  en  outre  à  la 
droite  b.  Choisir  le  paramètre  variable  de  façon  que  l'équation  soit  rationnelle  par  rapport  à  ce  paramètre  et 
trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques. 

2°  Chacune  de  ces  coniques  coupe  le  cercle  en  un  nouveau  point  M  et  touche  la  tangente  b  en  un 
point  N.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  à  la  conique  en  N  avec  la  tangente  au  cercle  en  M.  Séparer 
sur  ce  lieu  les  arcs  qui  correspondent  à  des  ellipses  de  ceux  qui  correspondent  à  des  hyperboles. 

3°  Lieu  des  foyers  de  ces  coniques.  Construire  ce  lieu. 

E.  II. 

1220.  —  Si  on  considère  deux  ellipses  coaxiales,  E  el  E',  et  une  tangente  T  quelconque  à  la  développée 
de  E'  et  que  l'on  désigne  par  P  et  P'  les  pôles  de  T  par  rapport  aux  ellipses  E  et  E',  lu  perpendiculaire 
abaissée  de  P  sur  T  et  la  droite  PP'  enveloppent  chacune  une  ellipse. 

E.-N.  liARISlEN. 


BAU-LE-UUC.    —  IMr.    C0MTlS-;ACgUET. 


Le  Rédacleur-Gévunl  :  H.  VUIBEIIT. 


13°  Année. 
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Juillet  1903. 


REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


HCOLIÎ  NATIONALE  SUPEUlliURE  DES  MINES 


Le  nouveau  programme,  qui  a  paru  ces  jours-ci.  inodilie  profondément  les  condilions  du  concours 
d'admission  aux  cours  prépaiatoires. 

C'est  sur  le  programme  des  matières  exigées  pour  l'entrée  à  l'école  polytechnique  que  rouleront, 
dès  celle  année,  les  examens,  lesquels  ne  seront  plus  seulement  oraux,  mais  comporteront  aussi  des 
com|)Osition^  écrites  [matliémaliciucs  {'),  physique,  composition  française],  ainsi  qu'un  dessin  d'après 
la  bosse  et  un  croquis  non  coté  d'une  pièce  de  machine. 


PREMIERE   PARTIE 


LEÇON  SUR   LA  TRANSFORMATION  DES  FIGURES  DANS  l^N  PLAN 
PAR  POLAIRES  RÉCIPROQUES 


1.  Considérons  dans  le  plan  étudié  une  conique  (S)  que  nous  appellerons  conique  fondamentale  ou 
conique  directrice  et  considérons  en  outre  une  figure  quelconque  de  ce  plan  composée  de  points  et  de 
droites.  Si  nous  prenons  la  polaire  de  chaque  point  et  le  pi'de  de  chaque  droite  de  cette  figure,  nous 
aurons  une  nouvelle  (igure  composée  de  droites  et  de  points,  que  nous  appellerons  la  polaire  réciproque 
de  la  première  ;  par  définition,  à  chaque  point  correspond  sa  polaire  et  à  chaque  droite  correspond  son 

pôle. 

2.  Lorsqu'un  point  se  meut  sur  une  droite,  sa  polaire 
tourne  autour  du  point  correspondant;  il  en  résulte  qu'à 
des  points  en  ligne  droite  correspondent  des  droites  concou- 
rantes, et  inversement  qu'à  des  droites  concourantes  cor- 
respondent des  points  en  ligne  droite. 

Nous  allons  montrer  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  en  ligne  droite  ou  de  quatre  droites  concou- 
rantes est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  élé- 
ments correspondants. 

En  effet,  soient  U  un  point  par  lequel  passent  quatre 

droites   o,   b,  c,  d,    et  u  la  polaire  de  ce  point;  les  pôles 

D',    de   M,   et  ces  points  sont  conjugués  des  points  de  ron- 


de   (/,  b,  c,  d   sont  des  points    A',  B',  C' 


■)  La  mécanique  n'en  est  pas  exclue. 
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contre  de  a,  b,  c,  d  avec  la  droite  m  dans  une  involulion  doul  les  points  doubles  sont  les  points  de 
rencontre  de  u  avec  la  conique  (S).  Soient  A,  13,  C,  I)  ces  poinis;  leur  rapport  anharmonique  est  le 
même  que  celui  des  points  A',  B',  C,  D',  puisque  les  deux  séries  correspondantes  sont  homogra- 
phiques,  et  il  est  le  même  que  celui  des  quatre  rayons  a,  h.  c,  d  par  délinilion.  La  propriété  est  donc 
établie. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  remarquer  que  si  on  déduit  d'une  figure  V  une  autre  ligure  F'  par 

le  procédé  indiqué,  la  ligure  F  se  déduira  de  F'  de  la  même  façon, 
de  telle  sorte  que  les  deux  figures  sont  réciproques  l'une  de  l'autre, 
chacune  d'elles  se  déduisant  de  l'autre  par  le  même  procédé. 

3.  Proposons-nouj  maintenant  de  voir  quelle  est  la  figure  que 
l'on  peut  faire  correspondre  à  une  courbi  donnée  (C).  A  cet  effet 
envisageons  d'abord  la  courbe  (C)  comme  étant  le  support,  l'enve- 
loppe de  ses  tangentes;  nous  pourrons  considérer  le  lieu  des  pôles 
de  ces  droites,  nous  aurons  ainsi  une  certaine  courbe  (C),  et  nous 
allons  montrer  que  cette  courbe  osL  aussi  l'enveloppe  des  polaires 
des  points  de  (C),  Pour  cela,  nous  prendrons  une  tangente  b  voisine 
de  a  et  qui  rencontre  celle-ci  en  C;  le  point  G  est  le  pôle  de  A'B'. 
Mais  quand  b  tend  vers  a,  C   tend  vers  le  point  de  contact  A  de  a 
avec  la  courbe  (C);  B'  tend  vers  A'  et  la  corde  A'B'  tend  vers  la  tan- 
gente en  A';  donc  celle  ci  est  la  polaire  du  point  A.  Les  deux  courbes  sont  donc  réciproques  l'une  de 
l'autre  :  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  ;i  l'autre  et  l'enveloppe  des  polaires  des 
points  de  l'autre.  La  courbe  (C;  se  nomme  la  polaire  réciproque  de  (G). 

Si  nous  envisageons  le  couple  formé  par  la  tangente  a  et  par  son  point  de  contact  A,  nous  le 
désignerons  sous  le  nom  d'élément  de  conlacl  de  la  courbe  (C).  A  un  élément  de  contact  de  l'une  des 
courbes  correspon  1  un  élément  de  contact  de  l'autre,  mais  la  droite  de  l'un,  a  ou  a',  correspond  au 
point  de  l'autre,  A' ou  A. 

Considérons  maintenant  les  points  de  rencontre  de  l'une  des  courbes,  (C)  par  exemple,  avec  une 
droite  u;  à  chacun  d'eux  correspond  une  droite  passant  par  le  point  U'  correspondant  de  m,  et  cette 
droite  est  tangente  à  (C),  et  réciproquement.  Donc  aux  points  de  rencontre  de  l'une  des  courbes  avec 
une  droite  correspondent  les  tangentes  à  l'autre  menée  par  un  point  ;  par  conséquent  l'ordre  de  l'une  est 
égal  à  la  classe  de  l'autre. 

4.  11  nous  reste  à  voir  maintenant  comment  se  transforment  les  divers  points  d'une  courbe  algé- 
brique (C). 
(1  /  ^,^  Prenons  d'abord  un  point  ordinaire  A  avec  sa  tangente  a.  Ce  point  est 

^l^,^^  un  point  simple  et  toute  droite  passant  en  ce  point  y  rencontre  la  courbe  en 

un  seul  point,  sauf  la  tangente  qui  y  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
confondus. 

Cette  tangente  est  simple;  donc  par  tout  point  B 
de  cette  droite  on  peut  mener  une  tangente  con- 
fondue avec  a  et  une  seule,  mais  quand  le  point  B 
tend  vers  A  une  nouvelle  tangente  tend  vers  a  et 
à  la  limite  on  peut  mener  par  le  point  A  deux  tangentes  confondues  avec  a. 
A  tout  point  B  de  a  correspond  une  sécante  b'  passant  par  A'  et  à 
l'unique  tangente  confondue  avec  a  correspond  un  point  de  rencontre  unique 
confondu  avec  A';  le  point  A'  est  donc  un  point  simple.  Quand  B  tend  vers 
A,  //  tend  vers  la  tangente  en  A',  une  nouvelle  tangente  à  la  courbe  C   tend  vers  a  et  une  seule;  donc 
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un  nouveau  point  de  rencontre  de  b'  avec  la  courbe  (C)  tend  vers  A'  et  un  seul  ;  donc  ce  point  est  un 
point  simple  ordinaire. 

Si  le  point  A  eft  un  point  simple  d'inflexion,  la  tangente  en  ce  point  est  double  et  uses  deux  points 
de  contact  confondus  avec  le  point  A.  Il  en  résulte  déjà  ininiédiatement  que  le  point  correspondant  de 

(C),  le  point  A',  est  un  point  double  à  tangentes  confondues. 

Par  tout  point  H  de  a  on  peut  mener  deux  tangentes  confondues 
avec  a  et  quand  15  tend  vers  A  une  nouvelle  tangente  tend  vers  a  et 
une  seule;  donc  toute  sécante  //  passant  en  A'  y  ren- 
contre la  courbe  en  deux  points  confondus  et  de  plus 
quand  //  tend  vers  a'  il  n"y  a  (ju'un  nouveau  point  de 
rencontre  avec  (C)  qui  tend  vers  A'.  Il  n'y  a  en  outre 
qu'un  élément  de  contact  en  A'  comme  il  n'y  en  a  qu'un 
en  A  ;  donc  le  point  A'  est  un  point  de  rcbroussement 
ordinaire. 

Nous  démontrerions  de  même  que  s'il  existe  sur  (C)  un 
point  simple  en  lequel  la  tangente  ait  quatre  points  confondus  avec  la  courbe,  le  point  correspondant  de 
(G)  est  un  point  triple  oh  les  trois  tangentes  sont  confondues  et  la  tangente  en  ce  point  n'y  rencontre 
la  courbe  qu'en  un  point  de  plus  confondu  avec  lui. 

Une  tangente  double  ordinaire  donne  deux  élémculs  de  contact  on  ligne  droite,  il  lui  correspond 
donc  deux  éléments  de  contact  ayant  en  commun  les  points  de  contact  c'est-à-dire  un  point  double 
ordinaire. 

Iléciproqiicmcnt,  il  est  évident  de  même  qu'à  tout  point  double  ordinaire  correspond  une  tangente 
double  ordinaire. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  cette  étude  ;  il  est  facile  dans  chaque  cas  d'appliquerla  même  méthode  et 
de  transformer  l'élément  d'une  courbe  donnée  (C),  pourvu  ([ue  cet  élément  ait  été  étudié  complètement 
au  point  de  vue  ponctuel  et  au  point  de  vue  tangentiel. 

5.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'équation  de  la  polaire  réci|)roquc  d'une  courbe  donnée 
(C).  Pour  cela  nous  supposerons  la  conique  directrice  (S)  donnée  par  son  équation  ponctuelle 
S(a;,  !/,  î)  =  0  et  aussi  par  son  équation  tangentielle  S((/,  v,  to)  =  0.  Deux  cas  sont  alors  à  distin- 
guer, suivant  que  la  courbe  (G)  est  donnée  par  son  équation  ponctuelle  ou  par  son  équation  tan- 
gentielle. 

Dans  le  premier  cas,  soit  f\x,y,z)=0  l'équation  ponctuelle  de  (C);  nous  allons  montrer  que 
l'équation  tangentielle  de  (G')  est  immédiate.  En  effet,  soit  (u,  v,  w)  une  tangente  de  (C),  les  coor- 
données homogènes  de  sou  pôle  sont  -,',  ïl,  -,', ,  et  ce  point  devant  être  sur  (G),  nous  avons 

/(-«)  -'U  -«')  =  0  ; 
telle  est  l'équation  tangentielle  de  (G';. 

Dans  le  second  cas,  soit  f{u,  v,  w)  =  0  l'équation  tangentielle  de  (G);  c'est  alors  l'équation 
ponctuelle  de  (G')  qui  est  immédiate.  Gar,  soit  [.c,  y,  z)  le  pôle  d'une  tangente  à  (G'),  la  polaire  de  ce 
point  a  jiour  é(|uation  XS^-i-  YS!,-^-ZS;  =  0,  et  en  exprimant  qu'elle  est  tangente  à  (C),  nous  avons 
la  relation 

/■{Si,  s;,  Si)  =  U; 

telle  est  l'équalion  ponctuelle  de  (G'). 

Ges  deux  résultats  mettent  on  relief  ce  fait  établi  géométriquement  que  l'ordre  de  l'une  des  deux 
courbes  est  égal  à  la  classe  de  l'autre. 


6.  Supposons  maintenant  que  l'on  prenne  pour  conique  fondamentale  le  cercle  imaginaire 
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ayant  pour  équation  tangentielle 

u-  -t-  V-  -t-  w-  —  0  ; 

alors  tout  point  (ot.  ^,  •/)  a  pour  polaire  la  droite 

«a-  +  fl(/  +  Yï  =  0, 

ou  M  =  a,  V  =  p,  «!  =  y;  toute  droite  (a,  p,  y)  a  pour  pôle  le  point  x  =  a,  y  =  P,  ;  =  y-  Les 
éléments  correspondants  ont  les  mêmes  nombres  pour  coordonnées  ;  par  suite  doux  courbes  réciproques 
ont  pour  équations  respectives    f{x,  y,  :)  =  0     et    f[u,  v,  «')  =  0. 

Il  en  résulte  que  tout  calcul  géométrique  est  susceptible  d'une  double  interprétation;  lorsque,  par 
une  suite  de  calculs  déterminés  sur  les  éléments  d'une  figure,  points  et  droites,  on  sera  parvenu  à 
l'énoncé  d'une  certaine  proposition,  il  suffira  de  reprendre  les  mêmes  calculs  en  changeant  la  significa- 
tion de  chaque  élément,  c'est-à-dire  en  remplaçant  les  points  parles  droites  de  mêmes  coordonnées  et 
réciproquement,  pour  obtenir  une  nouvelle  proposition  qu'on  appelle  la  corrélative  de  la  première.  On 
regarde  comme  proposition  principale  celle  dont  l'énoncé  est  le  plus  clair,  le  plus  aisé  à  formuler  et  à 
comprendre. 

C'est  dans  ce  résultat  capital  que  consiste  le  principe  de  diialilé. 

7.  Si  on  considère  l'équation  générale  ponctuelle  des  courbes  d'ordre  m,  la  ligne  correspondante 
n'a  ni  points  doubles  ni  points  de  rebroussement  ;  en  revanche,  elle  a  des  tangentes  doubles  et  des 
points  d'inflexion,  c'est-à-dire  qu'elle  a  des  tangentes  doubles  à  points  de  contact  distincts  et  des  tan- 
gentes doubles  à  points  de  contact  confondus.  Ce  sont  là  les  singularités  ponctuelles  ordinaires. 

La  transformation  de  figures  que  nous  venons  d'étudier  nous  apprend  de  même  que  si  on  envisage 
l'équation  tangentielle  générale  des  courbes  de  classe  m,  la  ligne  correspondante  n'a  ni  tangentes 
doubles  ordinaires  ni  tangentes  inflexionnelles,  mais  qu'elle  a  des  points  doubles  et  des  points  de  re- 
broussement ordinaires. 

Pour  celle  raison,  nous  appellerons  les  tangentes  doubles,  les  tangentes  infle.xionnelles,  les  points 
doubles  et  les  points  de  rebroussement,  les  singularités  ordinaires  des  courbes  algébriques. 

Or  l'élude  du  nombre  des  tangentes  menées  par  un  point  à  une  courbe  algébrique  d'ordre  m,  et 
celle  du  nombre  des  points  dinllexion  nous  ont  conduits  à  établir  deux  formules  fondamentales  connues 
sous  le  nom  de  formules  de  Plïtcker  ;  l'application  du  principe  de  dualité  nous  en  donne  immédiatement 
deux  autres  applicables  aux  lignes  de  classe  ix.  Désignons  alors  par  m,  jji,  l'ordre  et  la  classe  d'une 
courbe  algébrique,  &  le  nombre  des  points  doubles  et  p  le  nombre  dos  points  de  rebroussement,  sup- 
posés ordinaires  ;  soient  en  outre  t  le  nombre  des  tangentes  .doubles,  i  le  nombre  dos  points  d'in- 
flexion; supposons  essentiellement  toutes  ces  singularités  ordinaires  et  supposons  en  outre  qu'il  n'y  en 
ait  pas  d'autres  ;  nous  aurons  alors 

(1  =  m(?n  — 1)— 2o  — 3?, 
i  =  3w,(m  — 1)  —  6o— 8p, 
puis,  par  application  du  principe  de  dualité, 

m  =    u(;i_l)_2<— 3i, 
p  =  3(x(a_l)_6<  —  Si. 

Si  ces  égalités  étaient  indépendantes,  elles  donneraient  S,  p,  /  et  i  en  fonction  de  m  et  de  |ji  ;  mais 
elles  ne  sont  pas  indépendantes  :  les  deux  premières  combinées  entre  elles  donnent 

3,a  —  i  =  3m  —  p 
et  celte  combinaison  dérive  aussi  des  doux  dernières.  Donc  les  quatre  égalités  envisagées  se  réduisent 
à  trois  :  les  deux  premières  do  chatiue  couple  ol  celles  que  nous  vouons  d'obtenir. 

8.  Dans  la  pratique,  on  emploie  habitiiellemenl  comme  conique  fondamentale  un  cercle  ordinaire  ; 
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alors,  indépendamment  des  propriétés  descriptives  de  la  transformation  que  nous  avons  étudiées,  il  y 
a  un  certain  nombre  do  propriétés  mélriques  imporlanles  que  nous  allons  signaler.  Nous  avons  déjà  vu 
que  le  rapport  anharmoniqiie  se  conserve  toujours,  ainsi  que  toutes  les  propriétés  qui  en  dérivent. 
Appelons  0  le  cenire  du  cercle  et  R  son  rayon,  ici  la  droite  a  est  perpendiculaire  au  rayon  OA'  qui 
joint  le  point  G  au  point  correspondant  de  a  ;  en  outre,  en  appelant  A  le  pied  delà  perpendiculaire  O.V 
sur  n,  on  a    OA.OA'  =  R-. 

Telles  sont  les  propriétés  métriques  évidentes  de  la  transl'ormalion.  Nous  allons  y  joindre  un  théo- 
rème connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Salmon  et  dont  voici 
l'énoncé  :  A'  el  B'  <Hant  les  pôles  de  deux  droites  a  el  h  par 
rapport  à  un  cercle,  A,  el  B,,  leurs  projections  respectives  sur  b 
el  a,  on  a  la  relation 

OA'  _  A'Ai 
OB'  "  B'B,  ■ 
Menons  eneflet  par  0  deux  parallèles  à  /»  et  a,  OP  cl  OQ, 
et  abaissons  de  A'  et  B'  des  perpendiculaires  sur  ces  deux 
droites.  Les  deux  triaufïles  rectangles  OPA'  el  OQB'  sont 
semblables,  comme  ayant  les  angles  en  A'  et  B'  égaux;  nous 
avons  donc 

OA' 


'\ 

\ 

/^ 

:^ 

>^ 

^ 

/               1 

'^\ 

^o\ 

'  i 

.''»■ 
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y 
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/  \ 

/ 

\                      \ 

'^' 

a 

\ 

OA' 

TÛT 


PA' 


ou 


PA,-+-A,.V 


OB'         QB, -^B,B' 


mais    OB,  =  OA, 
donc  finalement 


ou  enfin 
OA'.OB,  -t-OA'.B,B'  =  OB'.PA,  +0B'  A.A', 
PA,  =  OB    et    OA'.OA  =:  OB'.OB; 

OA'.B.B'  =  OB'. A, A'. 


C'est  la  relation  annoncée. 

9.  Ce  théorème  va  nous  permettre  d'étudier  sans  peine  les  courbes  polaires  réciproques  des  cercles 
du  plan  par  rapport  à  un  cercle  fondamental  pris  pour  conique  directrice. 

Soient  0  le  cercle  choisi  pour  conique  directrice  et  C  le  cercle  à  transformer.  Menons  une  tangente 
quelconque  au  cercle  C,  et  prenons  son  pùle  M'  par  rapport  au  cercle  0  ;  soient  en  outre  c  la  polau-e 
de  C,  M'C  la  perpendiculaire  abaissée  de  M' sur  e  et  CM  le  rayon  de  contact  de  m.  Nous  avons,  d'après 


le  théorème  de  Salmon, 


OC 
OM' 


CM 
M'C 


ou 


OM' 

'mi 


oc 

CM 


■=  Cl^ 


Donc  le  lieu  du  point  M'  est  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  point  G  et  pour  directrice  adjointe  c;  l'excentricité  de  cette 

conique  est    f  =  -^  ;     si  donc  OC  est  plus  grand  que  CM  la 

^  CM 

conique  est  une  hyperbole,  si  OC  est  plus  petit  que  CM,  cette 
conique  est  une  ellipse,  et  si  OC  =  CM,  c'est  une  parabole. 
La  nature  de  la  conique  transformée  dépend  donc  de  la  posi- 
tion du  point  0  par  rapport  au  cercle  C.  Cela  était  évident  a 
priori  ;  si  le  point  0  est  extérieur  au  cercle  C,  on  peut  mener 
de  ce  point  deux  tangentes  au  cercle  C,  dont  les  pôles  sont  à 
l'inOni  et  la  conique  ayant  deux  points  à  l'infini  est  une 
hyperbole;  si  le  point  0  est  intérieur  au  cercle  C,  la  conique 

n'a  pas  de  points  à  l'infini,  c'est  une  ellipse  ;  si  enfin  le  point  0  est  sur  le  cercle,  sa  polaire  est  à  l'inlini 

et  la  conique,  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  est  une  parabole. 
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11  serait  facile  d'ailleurs  déliidier  les  transformées  des  divers  cercles  du  plan  à  l'aide  des  propriétés 

générales  de  la  tranformalion  réciproque  sans  faire  appel  au  théorème  de  Salmon. 

» 

10.  11  nous  reste  mainlenant  à  indiquer  comment  on  transforme  une  propriété  de  ligures  planes 
et  k  donner  quelques  exemples. 

Pour  éviter  toute  erreur  ou  tout  oubli,  on  commence  par  former  un  tableau  complet  1res  détaillé 
de  tous  les  éléments  de  la  figure  qui  interviennent  dans  l'énoncé  de  la  propriété  à  transformer  et  on  place 
les  éléments  correspondants  dans  la  ligure  nouvelle  en  observant  avec  soin  les  relations  qui  existent 
cnire  eux.  Quand  cela  est  fait,  il  n'y  a  plus  qu'à  énoncer  la  nouvelle  propriété. 

11  importe  toutefois  de  n'appliquer  la  méthode  qu'aux  propriétés  descriptives  des  figures  ou  à 
celles  qui  ne  reposent  que  sur  des  relations  méiriques  très  simples,  susceptibles  d'interprétation  immé- 
diate dans  la  nouvelle  figure,  comme  nous  l'avons  montré  antérieurement.  Toutes  les  relations  métri- 
ques sont  susceptibles  d'être  transformées  et  interprétées,  mais  elles  ne  conduisent  le  plus  souvent 
qu'à  des  théorèmes  obscurs  et  compliqués,  inutiles  à  considérer. 

Pour  terminer,  traitons  quelques  exemples  simples. 

1°  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un  mrnie  point. 

Aux  trois  côtés  BC,  CA  et  AB  du  triangle  donné,  correspondent  les  trois  sommets  A',  B',  CJ  du 
1  triangle  polaire  réciproque;  à  la  hauteur  AAi  correspond  un  point  du  côté  B'C  tel 

que  le  rayon  qui  joint  le  point  0  à  ce  point  soit  perpendiculaire  à  OA'.  Le  théo- 
rème corrélatif  est  dès  lors  évident  :  si  on  joint  un  point  0  du  plan  d'un  triançjle  aux 
(rois  soynmris  de  ce  triangle  et  qu'on  élève  n  chaque  fois  par  le  point  0  une  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  ainsi  obtenu,  les  trois  points  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires 
avec  les  côlés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

2»  Lorsque  deux  tangentes  a  un  cercle  se  coupent  sous  un  angle  constant,  leur  point 
de  rencontre  décrit  un  cercle  concentrique  au  cercle  proposé. 

Le  cercle  proposé  se  transforme  en  une  conique  ayant  le  point  0  pour  foyer;  le  second  cercle  se 
transforme  en  une  autre  conique  ayant  aussi  le  point  G  pour  foyer  et  même  directrice  que  la  précé- 
dente. Quant  aux  deux  tangentes  au  premier  cercle,  elles  deviennent  deux  points  de  la  première  coni- 
que tels  que  la  corde  qui  les  joint  soit  vue  du  point  0  sous  un  angle  donné.  Le  théorème  corrélatif  du 
théorème  donné  consiste  en  ce  que  celle  corde  vue  du  foyer  sous  un  angle  fixe  enveloppe  une  seconde 
conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice  que  la  première. 

'3"  Lorsque  deux  droites  rectangulaires  t':>urnent  autour  de  deux  points  fixes,  le  lieu  de  leur  point  de 
rencontre  est  un  cercle  gui  passe  aux  deux  points. 

Le  théorème  corrélatif  est  immédiat:  lorsque  Us  deux  extrémités  d' un  segment  glissent  sur  deux  droites 
fixes  de  façon  que  ce  segment  suit  vu  d'un  point  fixe,  0,  sous  un  angle  droit,  la  droite  qui  le  porte  enve- 
loppe une  conique  dont  le  point  0  est  un  fouer. 

E.  H. 
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1153. 


On  considère  un  ellipsoïde 


a- 

~a^ 


6-  (- 


1°  Montrer  qu'il  q  a  trois  séries  de  sphères  douljlement  tangentes  à  cet  ellipsoïde  et  que  pour  une  seule 
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les  plans  des  deux  sections  p/nnes  cnmmunes  sont  réels.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  celle  série 
qui  ont  un  rayon  donné. 

2"  Soit  ^  la  sphère  variable  ipii  décrit  cette  série.  Trouver  le  lieudes  poinli^sphères  du  faisceau  linéaire 
déterminé  par  i:  et  par  le  plan  polaire  par  rapport  à  l'ellipsoide  d'un  point  fixe  M  (j;„,  j/o^  ^o)- 

3°  Ce  lieu  est  une  i/nndri/pte.  Discuter  cette  quadrique  d'aprèi  la  position  du  point  M  dans  t'espace,  et 
trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  elle  se  réduit  à  un  cône. 

i.  Soil  (j- — '<)"H-(.'/  —  '^)'+{2— t)'^ — ?"  =0  l'cquation  d'une  sphère;  nous  écrirons  que  celte 
sphère  est  doublement  tangente  à  rellipsoïde  en  écrivant  que  dans  le  faisceau  formé  par  l'ellipsoïde  et 
la  sphère  il  y  a  un  couple  de  plans.  Nous  .«avons  en  effet  que  lorsque  deux  quadriques  sont  doublement 
tangentes  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  ou  bien  ont  une  génératrice  commune  ;mais,  dans 
le  cas  actuel,  si  les  quadriques  avaient  une  génératrice  commune,  cette  génératrice  étant  imaginaire, 
elles  auraient  aussi  en  commun  la  génératrice  imaginaire  conjuguée;  cela  ferait  deux  génératrices  com- 
munes d'un  même  système  ;  les  quadriques  auraient  donc  encore  deux  génératrices  communes  de 
l'autre  système;  par  suite,  elles  se  couperaient  encore  suivant  deux  courbes  planes. 
Nous  avons  donc  ;i  exprimer  que  pour  une  certaine  valeur  de  X  la  forme  quadratique 


^{^  +  jr-+'$-^)  +  i^-^y  +  OJ-rr-^-{-^-r)'- 


est  une  .somme  de  doux  carrés  ou  un  produit  de  doux  facteurs;  il  faut  alors  écrire  que  les  (juatre  dérivées 
partielles  so  réduisent  à  doux  ou  (juo  les  ((uatro  équationsoblenues  en  égalant  ces  dérivées  à  zéro  repré- 
sentent une  droite  ;  or  ces  équations  sont 


la 


ï  =  0, 


-  >■  -  a(.r-a)  _  p  (y  _  p)  -  ■,  {z--;)  -  p"^  =  0; 
les  trois  premières  ne  contiennent  chacune  qu'une  inconnue  x,  y,    ou    :  ;    le  système  ne  peut   donc 
se  réduire  à  deux  équations  que  si    l'une  des  trois    premières  est    identiquement    nulle.    Annulons 

6-3                    c'y 
alors   la  première;  nous  aurons    X  =  —  "-,     a  =  0;     par  suite,    y—  -— ^>   z  =  — ^»  puis 

î/  —  S  =  — — ■ — ,  z  —  y  —  —z — ---  et  la  dernière  équation  devient 
6'  —  a'  c^^a^ 

^  '  1  -H  -'  .    =  0  • 


b-  —  a-         c-  —  a-  a- 

elle  donne  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  la  série  envisagée  qui  ont  un  rayon  donné  et  montre  que  cette 
série  dépend  de  deux  paramètres  arbitraires.  Les  deux  plans  des  courbes  planes  suivant  lesquelles  se 
coupent  l'ellipsoïde  et  la  sphère  sont  donnés  par  l'équation 

(?/-  py^+ (=- vr-  -  ?^-  "^(|î-+ 1-  - 1)  =  0  ; 

et  leurs  directions,  par  l'équation 

ib'-a'-)^  +  [c'-a')^  =0, 

et  nous  voyons  ainsi  que  ces  plans  sont  toujoursimaginaires.  Pour  p  <<  «  le  lieu  des  centres  est  une 
ellipse  imaginaire  du  plan  des  yz  ;  pour  p  =  0,  c'est  la  focale;  enlin,  pour  p  >  a,  c'est  une  ellipse 
réelle,  et  il  y  a  des  sphères  réelles  correspondantes.  Si  on  se  donne  arbitrairement  le  centre  de  la  sphère 
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(0,  ?,  v),  p-  est  toujours  positif  et  plus  grand  que  a-:  la  sphère    correspondante   est  réelle  et  parfaite- 
ment déterminée.  D'autre  part,  on  a  identiquement 


donc,  pour  tous  les  points  de  la  sphère,  —  +  -jr  ^ — ï  —  '  ^^^  positif;  par  conséquent  l'ellipsoïde  est 
tout  entier  à  l'intérieur  de  la  sphère,  sauf  aux  deux  points  de  contact  qu'il  a  avec  la  sphère. 

Si  on  annule  identiquement  la  seconde  équation,  on  a  >.  =  —  fc^,     ^  =  0,  et  on    obtient  une  nouvelle 
série  de  sphères  doublement  tangentes  à  rellip?oïde  dont  l'équation  générale  est 

avec  la  relation 

a-  y-  0- 

a-  —  0^         c-  —  b^  0^ 

celte  relation  montre  que  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  cette  série  qui  ont  un  rayon  donné  p  est 
une  hyperbole  du  plan  des  zx.  Toutes  les  valeurs  de  p^  sont  acceptables,  même  celles  qui  sont  néga- 
tives; il  y  a  donc  des  sphères  de  cette  série  qui  sont  imaginaires  de  première  espèce.  Pour  p-  =  0, 
on  retrouve  l'hyperbole  focale,  comme  on  devait  d'ailleurs  s'y  attendre. 

Les  plans  des  courbes  planes  qui  correspondent  aux  sphères  de  cette  série  ont  pour  directions 

\  «-         c-  I 
ils  sont  toujours  réels. 

Si  on  annule  identiquement  la  dernière  équation,  on  a    ).  =  —  c-,     ■/  =  0,     et  on  obtient  une  troi- 
sième série  de  sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipsoïde  dont  l'équation  générale  est 


avec  la  relation 


S2  rT- 

1  -t--^r  =  0. 


a-  —  c-         b-  —  c-  c^ 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  cette  série  est  donc  une  ellipse;  cette  ellipse  est  réelle  si  p  <  c, 
imaginaire  si  ■?'>  c  et  réduite  à  un  point  pour  p  =  c.  Pour  p  =  0,  on  retrouve  l'ellipse  focale 
réelle.  Si  on  se  donne  a  et  p,  p-  a  une  valeur  parfaitement  déterminée,  moindre  que  c-,  mais  qui  peut 
être  négative;  par  conséquent,  à  tout  point  du  plan  des  xxj  correspond  une  sphère  unique  ayant  son 
centre  en  ce  point  et  doublement  tangente  à  l'ellipsoïde,  mais  cette  sphère  peut  être  imaginaire  de  pre- 
mière espèce;  celles  qui  sont  réelles  ont  leurs  centres  à  l'intérieur  de  l'ellipse  focale. 

Les  plans  des  courbes  communes  à  l'ellipsoïde  et  aux  sphères  de  cette  série  sont  toujours  imagi- 
naires; ils  ont  pour  directions 


x"-         y^ 


Quelques-uns  de  ces  résultats  sont  évidents  quand  on  connaît  bien  la  théorie  des  plans  cycliques. 
On  sait  qu'il  y  a  trois  couples  de  plans  cycliques  passant  par  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde;  un  seul  de 
ces  couples  est  réel,  celui  qui  passe  par  l'axe  moyen. 

Au  surplus,  les  plans  des  courbes  planes  communes  à  l'ellipsoïde  et  à  une  des  sphères  qui  lui  sont 
doublement  tangentes,  sont  deux  plans  cycliques  associés  ;  par  conséquent,  il  est  évident  a  priori  qu'il 
y  a  trois  séries  de  sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipsoïde  et  que,  pour  une  seule,  les  plans  des 
courbes  planes  communes  sont  réels. 

2.  Considérons  les  sphères  de  la  seconde  série,  qui  peuvent,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  prendre 
des  rayons  de  grandeurs  quelconques  et  qui  coupent  toujours  l'ellipsoïde  suivant  deux  cercles  réels  ou 
imaginaires,  mais  situés  dans  des  plans  réels.  Leur  équation  générale  est 

(a;  —  a)2  -I-  j/-'  -F  (:  —  yf  _  o^  =  0, 
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avec  la  condition 

Le  faisceau  linéaire  déterminé  par  l'une  de  ces  sphères  et  par  le  plan  polaire  du  point  {x„,  y„,  Zo)  a 
pour  équation  générale 

nous  aurons  le  lieu  du  centre  de  l'une  des  sphères  de  rayon  nul  qui  fait  partie  de  ce  faisceau  en  annu- 
lant les  quatre  dérivées  partielles  de  cette  fonction  et  en  éliminant  a,  ^,  p^  et  (x  entre  les  équations 
ainsi  obtenues  et  la  relation  qui  donne  p^  Ce  calcul  nous  donne  d'abord 


2(x-a)  +  i.-^  =  0, 


2!/-»-.^  =0, 

2(2--r)-M--^=o, 


et 


-2a(.-a)-2,(.-v;-2p^-H,(^+^-Hf-2)=0; 


puis  la  seconde  de  ces  équations  nous  donne     (x  =  — 2b-  —,     la  première  et  la  troisième  donnent 

Va 

ensuite 

%    =    X 5  ï    — 1 

En  remplaçant  p^  par  sa  valeur  et  ensuite  a,  y  et  \j.,  nous  avons  de  suite  l'équation  du  lieu. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  réduction  de  cette  équation  qui  se  fait  sans  aucune  difûculté  et 
qui  nous  conduit  finalement  à 

(a^yox—  b^x„y){yx„  —  xy^)         {c'y^z  -  b%y)(yz^  —  ^y,)  y_(  f5l  _|_  1^    i     ^'°        2^    1-1  r^  0 

ahjl[a^  —  b^)  "^  c^yl{c'  —  b'^)  y,  \   à'  b'-  c»  / 

Deux  vérifications  nous  apparaissent  immédiatement:  la  première  est  fournie  par  la  section  de  la 
quadrique  par  le  plan  y  =  0  ;  cette  section  est  bien,  comme  cela  devait  être,  l'hyperbole  focale  de 
l'ellipsoïde,  car  il  est  évident  que  si  on  part  d'une  sphère  de  rayon  nul  de  la  série,  son  centre  est  juste- 
ment l'un  des  points  du  lieu,  c'est-à-dire  l'un  des  points  de  Poncelet  du  faisceau  correspondant  ;  la  deu- 
xième vérification  consiste  en  ce  que,  pour  y^  —  0,  la  quadrique  se  réduit  à  deux  plans  confondus 
avec  le  plan  y  =  0  ;  il  est  évident  géométriquement  aussi  que  le  lieu  ne  pouvait  contenir  dans  ce  cas 
que  des  points  du  plan  y  =  0,  puisque  la  perpendiculaire  abaissée  alors  du  centre  de  la  sphère  sur  le 
plan  polaire  est  tout  entière  contenue  dans  le  plan    ;/  =  0. 

3.  Géométriquement  d'ailleurs,  il  est  évident  que  le  lieu  est  une  quadrique  ayant  le  plan  polaire  pour 
plan  de  symétrie  ;  car  toute  perpendiculaire  à  ce  plan  rencontre  le  plan  des  xz  en  un  point  qui  est  le 
centre  d'une  sphère  parfaitement  déterminée  de  la  série,  et,  pour  le  faisceau  linéaire  correspondant,  il 
y  a  deux  points  de  Poncelet  symétriques  par  rapport  au  plan  polaire,  qui  est  toujours  par  définition  le 
plan  radical  du  faisceau.  Ces  deux  points  sont  confondus  dans  le  plan  quand  la  sphère  lui  est  tangente  ; 
l'un  d'eux  est  dans  le  plan  des  xz,  quand  la  sphère  a  un  rayon  nul. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  quadrique,  nous  remarquons  que  le  plan  y  =  0  coupe  la 
quadrique  suivant  une  hyperbole  ;  il  nous  suffira  dès  lors  de  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  qua- 
drique avec  le  diamètre  conjugué  du  plan  y  =  0  pour  être  fixé  sur  la  nature  de  cette  quadrique.  En 
effet  cette  quadrique  contenant  une  hyperbole,  ne  peut  être  qu'un  hyperboloide  à  une  ou  à  deux  nappes, 
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ou  un  cône  réel,  ou  un  paraboloïde  hyperbolique,  ou  un  cylindre  hyperbolique.  Dans  le  premier  cas,  les 
points  de  rencontre  avec  le  diamètre  sont  réels  ;  dans  le  second  ils  sont  imaginaires;  dans  le  troisième, 
ils  sont  confondus  ;  dans  le  quatrième  cas,  l'un  d'eux  est  à  l'infini,  et,  dans  le  cinquième,  ils  sont  tous 
deux  à  l'infini.  Ces  divers  cas  sont  donc  parfaitement  séparés. 

Or  le  diamètre  conjugué  du  plan    j/ =  0    a  pour  équation    /';  =  0,    f'.  =  Q;     on  trouve  aisément 

de  cette  façon    —  =  -^  =  —    En  appelant   p   la  valeur  commune  de  ces  rapports,  l'équation  qui 

donne  les  p  des  points  de  rencontre  avec  la  quadrique  est 

elle  n'a  jamais  de  racine  infinie. 

Si     1  —  /  —  +  —  -4-  —  )     est  positif,  les  deux  points  de  rencontre  sont  réels,  la  surface  est  un 

\  n^         u-  c-  I 

hyperboloïde  à  une  nappe  ;  ce  qui  arrive  quand  le  point  (a:„,  y„,  :„)  est  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde. 

Si     1  —  (  — ^  +  4^  -I-  —  )     est  négatif,  les  deux  points  de  rencontre  sont  imaginaires,  la  surface 

\  a-'  n^         c-  I 

est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes;  ce  qui  arrive  quand  le  point  (.e„,  ?/„,  :„)  est  à  l'extérieur  de  l'ellip- 
soïde. 

Enlin,  quand  le  point  (a^u,  j/j,  s^)  est  sur  l'ellipsoïde,  les  deux  points  de  rencontre  avec  la  quadri- 
que sont  confondus,  et  cette  quadrique  est  un  cône.  Comme  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  p  =  1,  le  som- 
met du  cône  est  au  point  (.r„,  j/^,,  :„)  lui-même. 

J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 

Assez  bonnes  solutions  ;  MM,  Parrod,  à  Vesoul  ;  R.  BonvAisi  ;  M.  Treilloh. 
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CONCOURS  GÉNÉRAUX    DE  MATHEMATIQUES   SPÉCIALES 

Malhéniatiques   (Paris  et  Départements). 

1221     —  On  donne  une  sphère    S  de  centre   P   et  un  paraboloïde  hyperbolique    II    dont  l'équation,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est 

^  —  —  —  2(a;  —  h)  —  0 
P  '1 

avec 

Parle  point   P   on  mène  un  plan  Q   perpendiculaire  à  une  génératrice  rectiligne    G    du  paraboloïde    11    et 
rencontrant  cette  droite  au  point  g. 

Soit  r  le  cercle  situé  dans  le  plan  Q,  ayant  pour  rentre  le  point  g  et  coupant  à  angle  droit  la  sphère  i;. 
1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  le  cercle  r  quand  la  droite  G  décrit  le  paraboloïde  n. 
2°  L'équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

(r2  +  y^  -+-  :-^x  +  Ax^  -+-  A'yi  +  A":"-  +  iCx  -4-  2C'i/  -h  2C"o  -f  D  =  0, 

les  coefficients  A,  A',  A"  étant  liés  par  une  relation. 

3°  Trouver  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  placées  sur  la  surface  S. 

4°  Montrer  que  la  surface   S   admet  dix  familles  de  sections  circulaires;  les  plans  des  cercles  d'une  môme 

famille  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

{Sô  mai,  de  S  li.  1 12  à  4  li.  1/S.) 
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Physique  (Paris). 

I.  —  Electromètres. 

II.  —  1222.  —  On  adeu.\  condensateurs  C  et  C;  la  capacité  du  premier  est  1  microfarad,  celle  du  second 
-5-  de  microfarad  ;  l'épaisseur  du  diélectrique  séparant  les  deux  armatures  est  la  même  et,  par  suite,  ils  peuvent 

supporter  une  Tnèmc  ditïï'rence  de  potentiel  maxima  E,  qui  est  de  1  000  volts. 

On  demande  d'évaluer  en  dynes  par  cenlimétre  carré  l'aiigiiientation  maxima  de  pression  que  pourrait  pro- 
duire la  décharge  de  ces  condensateurs  dans  un  litre  d'air  pris  à  0»  et  sous  la  pression  de  76  centimètres  de 
mercure  et  maintenu  à  volume  constant: 

i'  quand  on  les  réunit  en  parallèle  (en  batterie)  ; 

2°  quand  on  les  réunit  en  série  (en  cascade). 

On  aduu'llra  que  toute  la  chaleur  produite  par  la  décharge  peut  être  i;ommuniquée  à  l'air,  dont  la  chaleur 

spécifique  à  volume  constant  est  0,17. 

[S7  mai,  (le  8  h.  IjS  à  S  h.  112.) 

Chimie  (Paris). 

I.  —  Dissociation.  Equilibres. 

II.  —  1223.  —  On  chauffe  une  solution  sulfiirique  de  sulfate  de  nitrosyle  additionnée  d'une  quantité  suf- 
fisante de  sulfate  d'ammoniaque.  Le  gaz  (jui  se  dégage  est  conduit  dans  un  tube  chaulVé  011  il  est  en  contact  avec 
une  nacelle  remplie  de  calcium.  A  la  lin  de  l'expérience,  le  contenu  de  la  nacelle  est  repris  par  un  excès  d'eau 
qui  dégage  alors  un  volume  de  gaz  de  5''',57.  L'alcalinité  de  la  solulion,  déterminée  par  un  titrage  à  l'acide  sul- 
fiirique,  exige  pour  la  neutralisation  430<:c  d'une  solution  contenant  une  molécule  d'acide  par  litre. 

1"  Exposer  la  suite  des  réactions. 
2°  Déterminer  le  poids  du  calcium  avant  l'expérience. 
3»  Calculer  le  volume  gazeux  absorbé  (lar  le  calcium. 
4°  Fixer  le  poids  de  sulfate  de  nitrosyle  contenu  dans  l'acide  siilfurique. 

5»  Déterminer  la  composition  qualitative  et  quantitative  des  mélanges  gazeux  qui  pourraient  être  absorbés 
par  une  solution  sulfuriquc  concentrée  pour  qu'elle  renfermât  la  même  quantité  de  sulfate  de  nitrosyle. 
L'acide  sulfuriquc  contient  l'eau  nécessaire  aux  réactions.     C't  =  40  ;     S  =  32. 

(29  mai,  de  SU.  112  a  S  h.  )I2.) 


ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 

Mathématiques . 

1224.  — Deux  points  P,  Pi,  rapportés  à  un  système  d'axes  rectangulaires  0.r,  Ov,  0=,  ont  pour  coordonnées 
a,  b,  cet  aubi,  c,.  De  ces  points  partent  respectivement  deux  droites  [D]  et  [Di]  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs a,  p,  y.  et  ai,  {3i,  yi .  L'axe  des  :  est  vertical. 

Deux  points  pesants,  placés  d'abord  en  P  et  Pi,  sont  abandonnés  à  eux-mêmes,  au  même  instant,  et  des- 
cendent sur  les  droites  [D]  et  [Di],  sur  lesquelles  ils  occupent,  au  bout  du  temps  t,  les  positions  M  et  Mi. 

I.  —  Exprimer  les  coordonnées  des  points  M  et  Mi  en  fonction  du  temps. 

Les  masses  des  deux  points  étant    |ji  et  |jli,  déterminer  le  mouvement  de  leur  centre  de  gravité  G. 

En   supposant    ci  =  e,    Y'  =  ".    trouver  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  a,  a,,  ^,  ^1,  et  quelle  doit 

être  la  valeur  du  rapport  —  pour  que  fi  décrive  une  droite  verticale. 

II.  —  Ces  dernières  conditions  étant  remplies,  former  l'équation  de  la  surface  lieu  de  la  droite  MMi,  quand 
le  temps  varie. 

Mettre  en  évidence  les  génératrices  rectilignes  de  cette  surface. 
Calculer  les  coordonnées  de  son  sommet. 


III.  —  Le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  on  suppose  que  l'on  ait 


n  =  6  =  0,     c  —  i,     at  —  0,     b,  —  2,     Ci  =  1,     a  =  y  =  "7^'    P  = '^'     °"  = 5~'    ?'  =  *^'     Y' —   2 
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Tmil  iiifn-ifur 


Dans  ce  cas  particulier,  calculer  le  rapport  -^—  de  telle  sorte  que  G  parcoure  une  droite  verticale  :  calculer 

en  outre  sa  vitesse  v  à  l'instant  où  il  vient  rencontrer  l'axe  des  ?/,  ainsi  que  la  durée  T  de  sa  chute  jusqu'à  cet 
instant.  Ces  valeurs  seront  calculées  en  secondes  pour  le  temps,  en  mètres  à  la  seconde  pour  la  vitesse,  en 
prenant  9,8  pour  valeur  de  l'accélération  due  à  la  pesanteur. 

N.  B.  —  Il  est  bien  entendu  qu'on  ne  tient  aucun  compte  du  frottement,  ni  delà  résistance  de  l'air  dans  le 

mouvement  des  points  M  et  Mi. 

(,2  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  I.  La  Loupe.  —  II.  Détermination  de  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie  par  les  expériences 
de  Joule  sur  le  frottement  des  liquides  sur  les  solides. 

Chimie.  —  Préparation  et  purification,  composition,  caractères  et  usages  de  l'eau  oxygénée. 

(2  juin,  de  2  h.  à  5  h.) 
Epure. 

1225.—  l'n  Ironc  de  cône  de  révolution  a  son  axe  l'S'  vertical.  Le  solide  compris  entre  ses  deux  bases  d'd' 

et  /■'/■'  est  évidé  en  forme  de  paraboloïde  de  révolution  qui  a  le  même 
axe  que  le  cône,  et  dont  la  parabole  méridienne  est  a'b'c'.  La  généra- 
trice d'f  du  tronc  de  cône  est  parallèle  à  la  tangente  en  c'  à  la  para- 
bole. 

Ces  conditions  et  les  cotes  inscrites  en  millimètres  sur  le  croquis 
ci-contre  suffisent  pour  déterminer  les  données.  On  suppose  que  ce 
solide  creux  est  coupé  par  le  plan  méridien  de  front  dsd,  et  que  la 
moitié  située  en  arrière  subsiste  seule. 

Cela  posé,  on  admet  que  le  solide  restant  est  éclairé  par  des 
rayons  lumineux  parallèles  entre  eux  et  k  la  direction  R,  R'  des 
projections  de  l'une  des  diagonales  d'un  cube  dont  deux  faces  sont 
parallèles  aux  plans  de  projection. 

On  demande  : 

I.  —  de  déterminer  les  ombres  portées  dans  l'intérieur  du  para- 
boloïde :  1°  par  le  demi-cercle  de  base  supérieure  ac,  a'c'  ;  2°  par  l'arc 
de  parabole  a'  V  ; 

II.  —  de  tracer  les  ombres  portées  par  le  solide  sur  un  mur  de 
front  supposé  indéfini,  et  situé  à  103  millimètres  en  arrière  de  l'axe. 

On  emploiera  les  traits  noirs  pour  tracer  les  parties  vues;  les 
points  ronds  noirs  pour  les  parties  cachées;  les  traits  rouges  pour  les 
constructions  relatives  aux  points  remarquables  qu'on  désignera  par 
m,  wi,  ...,  etc.,  et  aux  tangentes  qu'on  désignera  par  les  lettres  t, 
<i,  ...,  etc.  Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  par  des  ha- 
chures. 

[4  juin,  de  7  h.  à  1 1  h.) 

Lavis. 

Exécuter,  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou  à  teintes  fondues  (k  volonté), 
le  lavis  du  solide  représenté  ci-contre  en  projection  verticale.  Il  est  formé  par 
l'ensemble  d'une  sphère  et  d'une  pyramide  octogonale  régulière;  l'axe  de  la  pyra- 
mide est  vertical  et  passe  par  le  centre  de  la  sphère  ;  les  deux  faces  SG  et  SH  sont 
perpendiculaires  au  plan  vertical.  Les  surfaces  seront  supposées  dépolies. 

CP.  Ombre  portée  par  l'arête  CD  sur  la  sphère. 

OPQ.  Séparatrice  d'ombre  de  la  sphère. 

abf.  Ombre  portée  par  la  sphère  sur  la  pyramide. 

^  (4  juin,  de  2  h.  a  4  h.) 

Calcul  trigonométrique . 

Dans  un  triangle  on  donne  deux  côtés    h  =  482"',76,    c  =  674", 37,    et  l'angle 
compris      A  =  35»  42'  12". 
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Calculer  :  1°  le  côté  a  et  les  angles  B  et  C  à  l'aide  des  formules  ordinaires  : 

1  b-c  1  (6  +  c)sin-iA 

tgT(B-C)  =  -^;^cotgyA,  a=  r-T— • 

cos-5-(B  — C) 

2°  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé  a. 

30  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  sommet  C. 

{4  juin,  de  4  li.  à  S  h.) 


ÉCOLE   NORMALE   SUPERIEURE 

Mathématiques. 

1226.  —  On  considère  les  deux  surlaces  du  second  degré  (P),  (Q),  délinies  en  coordonnées  rectangulaires 
par  les  équations 

(P)  y^—  zx  —  a^  =  0, 

(Q)  2i/*  ~x-  —  sx  —  ay  =  0, 

OÙ  a  désigne  une  constante.  Soit  (C)  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

1°  Former  les  écpiations  des  projections  orthogonales  de  celte  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan 
des  zx.  Construire  ces  courbes. 

2»  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (C)  sur  le  plan  des  zx,  on  déterminera  l'aire  comprise 
entre  l'axe  des  x,  la  branche  supérieure  de  la  courbe  et  les  droites  qui,  dans  ce  plan,  ont  pour  équations 

ir  =:  a,  a;  =:  ai/3. 

3»  Soit  M  un  point  de  (C)  ;  par  ce  point  passent  deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface  (P),  qui  ren- 
contrent la  courbe  (G)  en  deux  poinis  M,,  M',  autres  que  M.  Quel  est  le  lieu  fU)  de  la  droite  M.m;  quand  le 
point  M  décrit  la  courbe  (C)  ?  De  quoi  se  composent  les  intersections  de  la  surface  (15)  avec  chacune  des  sur- 
faces (P),  (Q)  ? 

4°  Par  le  point  Mi,  précédemment  défini,  passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  Mi.M  ;  soit  M2 
le  point  d'intersection,  autre  que  Mi,  de  cette  génératrice  et  de  la  courbe  (C)  ;  par  le  point  M2  passe  une  géné- 
ratrice de  (P),  autre  que  la  droite  M^M,  ;  soit  M^  le  point  d'intersection,  autre  que  Mo,  de  cette  génératrice  et 
de  la  courbe  (C)  ;  on  continue  de  la  même  façon...  Démontrer  que  la  ligne  polygonale  MM1M2...  se  ferme 
et  qu'il  en  est  de  même  de  la  ligne  polygonale  obtenue  par  la  même  construction  en  remplaçant  simplement  le 

point  M|  par  le  point  ML 

(15  juin,  de  8ih.  a  2  h.) 

Physique. 

I.  —  Un  thermomètre  à  mercure  étant  construit  et  sa  tige  calibrée,  comment  achève-t-on  son  étude,  et 
comment  s'en  sert-on  pour  déterminer  une  température? 

II.  —  1227. —Deux  surfaces  sphériques  de  centre  0  ont  respectivement  pour  rayons  un  centimètre  et  un 
grand  nombre  de  centimètres.  Elles  sont  conductrices  et  portent  des  charges  électriques  M  et  —  M  (M  =  lO"» 
coulombs). 

i"  Prenant  pour  origine  des  potentiels  lu  potentiel  de  la  sphère  extérieure,  on  demande  quel  est  le  poten- 
tiel sur  la  petite  sphère,  quel  est  le  potentiel  ii  un  mètre  du  centre,  et  quelle  est  l'énergie  accumulée  dans  le 
condensateur  formé  par  les  deux  sphères. 

2°  Un  corpuscule  portant  une  charge  jx  =  10-"  coulombs,  constitue  un  élément  de  surface  de  la  petite 
sphère;  quelle  est  la  valeur  de  la  force  qui  le  sollicite  à  se  détacher,  et  à  quelle  force  serait-il  soumis  s'il  se 
trouvait  à  une  distance  finie  mais  très  petite  de  cette  surface?  Ce  corpuscule  s'étant  détaché  sans  vitesse  initiale, 
et  se  déplaçant  ensuite  suivant  le  rayon,  on  demande  de  calculer  à  un  pour  cent  près  le  travail  effectué  par  les 
forces  électriques  quand  le  corpuscule  sera  arrivé  à  un  mètre  du  centre,  et  l'on  demande  quelle  sera  alors  sa 
vitesse,  sachant  que  sa  masse  est    m  =  10--^    grammes. 

3°  Supposant  maintenant  que  le  corpuscule  subisse  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  on  écrira 
d'abord  l'équation  qui  permettrait  de  trouver  le  mouvement  de  ce  corpuscule,  dans  l'hypothèse  où  l'on  pourrait 
négliger  le  produit  de  sa  masse  par  son  accélération  devant  les  forces  mises  en  jeu.  On  calculera  ensuite  sa 
vitesse  à  un  mètre  du  centre,  sachant  que  si  ce  corpuscule  était  lancé  avec  une  vitesse  de  un  centimètre  par 
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seconde  dans  la  direction  des  lignes  de  forces  d'un  champ  uniforme  de  un  volt  par  centimètre,  il  continuerait 
à  se  déplacer  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

(16  juin,  de  S  h.  à  S  h.) 
♦ 


QUESTION    PROPOSEE 


1228.  — D'un  point  P  on  mène  les  six  normales  à  un  ellipsoïde  et  on  considère  les  plans  tangents  à 
l'ellipsoïde  aux  pieds  de  ces  normales. 

i"  Trouver  l'enveloppe  des  plans  coupant  les  plans  tangents  suivant  six  droites  tangentes  a  une  conique  (S). 
C'est  une  surface  de  quatrième  classe  dont  on  indiquera  des  droites  et  plans  tangents  remarquables.  Trouver  le 
lieu  des  centres  des  coniques  (S). 

2°  Pour  qu'une  conique  (S)  se  trouve  sur  un  cône  donné  ayant  pour  sommet  le  centre  0  de  l'ellipsoïde, 
il  faut  que  le  point  P  soit  sur  une  certaine  surface.  Trouver  dans  ces  conditions  l'enveloppe  du  plan  (Q)  de  la 
conique,  le  lieu  de  son  centre,  le  lieu  de  ses  asymptotes. 

3"  Le  plan  tangent  au  pied  Pi  de  l'une  des  normales  est  coupé  par  les  cinq  autres  plans  tangents  suivant 
cinq  droites  qui  touchent  une  parabole,  dont  la  directrice  est  la  projection  de  OP  sur  son  plan.  Montrer  que 
lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  normale  en  Pi  à  l'ellipsoïde,  cette  parabole  reste  fixe. 

40  Trouver  toutes  les  coniques  (S)  qui  sont  des  paraboles  ;  donner  une  g(>nératlon  de  leurs  plans  et  montrer 
que  la  définition  du  3°  s'applique  aux  directrices  de  ces  paraboles.  Les  directrices  sont  situées  sur  une  surface 
du  quatrième  ordre  qui  a  une  droite  triple. 

.')»  Toutes  les  paraboles  sont  situées  sur  une  surface  (S)  du  quatrième  ordre  dont  on  cherchera  les  géné- 
ratrices rectiJignes.  Montrer  que  les  sections  planes  de  (ïi  possèdent  en  général  trois  rebroussements  et  trou- 
ver le  lieu  des  points  de  rebroussemeni  quand  le  plan  de  la  section  varie.  Quels  sont  les  plans  qui  donnent  des 
cubiques,  des  coni(|ues  ?  Examiner  en  particulier  les  plans  perpendiculaires  à  OP. 

6"  Réciproquement,  étant  donné  un  plan  (Q),  le  lieu  des  points  P  tels  que  les  six  droites  d'intersection  de 
ce  plan  par  les  plans  tangents  aux  pieds  des  six  normales  issues  de  P  soient  tangentes  a  une  conique  est  un 
hyperboloïde  équilatère  qui  contient  la  droite  A,  perpendiculaire  au  plan  donné  mené  par  son  pôle.  Le  lieu  des 
centres  des  coniques  est  une  conique.  Que  deviennent  ces  résultats  lorsque  le  plan  donné  passe  par  le  centre  0 
de  l'ellipsoïde  ? 

Vasnier. 
♦ 


DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE  CENTRALE  (1902,  2«  Session.) 


Géométrie    analytique    et    Cinématique. 

1156.  —  Lfi  lettre  t  représentant  iin  paramètre  réel  arbitraire,  on  considère  le  point  M  du  plan  dont 
les  coordonnées  rectangulaires  sont  : 

t'--^i  2<  -  1 

1°  Etudier  les  variations  de  x,  et  avssi  celles  de  y,   lorsque  t  croit  de    — oo    à    4- oc  . 

2°  Considérant  la  ligne  S,  lieu  du  point  M,  donner  la  formule  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
en  fonction  de  la  valeur  <„  du  paramètre  qui  détermine  le  point  de  contact. 

Appliquer  cette  formule  aux  points  remarquables  :  point  d'inflexion,  point  de  rebroussemeni .  —  Asymp- 
totes de  la  ligne  S.  —  Tracer  la  courbe  S. 

3"  La  lettre  t  représentant  le  temps,  on  demande- de  discuter  la  vitesse  du  point  M  sur  la  trajectoire  S, 
pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  1/2. 
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1.  X  et  y  sont  des  fonctions  de  la  variable  t,  définies  pour  toutes  valeurs  de  t,  sauf  0  et  admet- 
tant des  dérivées  : 

t^  —  l                       —  2(<  — 1) 
X  =  T—  V   =  ■ 

Le  tableau  suivant  indique  les  variations  de  x  et  de  »/,  quand  i  varie  de     —  »     à     -f-  »  . 


l 


—  1 


0 


1 


x' 

H-                0           - 

— 

0 

-f- 

X 

—  Qc    croît    —  1     décroit 

{Max.) 

—  00 

-1-00 

décroit 

1 
(Min.) 

croît 

—  00 

y' 

— 

■+- 

0 

— 

0 


décroit 


croit         I       décroit    û 
{Max.) 


2    Le  coelTicient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  est  donné  par  la  formule 

y'        —4 

m  =  —  = 

x'        t{t-^l) 

Pour    /  =  ±  00  ,     on  aura     m  =  0;     pour    (  =  —  1     (maximum  de   x,      x  =  —  1,     y  =  —  3) 
7/i  =  00  ;     enfin  pour    /  =  0,     ?/!  =  oc  . 

Un  point  d'inflexion  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  m,  ici  à  un  maximum  ou  un 

minimum  de      t{l-^i);      il  y  a  un  minimum  pour     /= — —    (r  =  — -,    y  —  — 8,     ?h  =  16). 

Pour  /  =  1,  X  passe  parun  minimum  égal  à  1,  ;/  par  un  maximum  aussi  égala  1.  Au  point  cor- 
respondant A,  la  tangente  a  pour  coefficient  angulaire  —  2  ;  l'équation  de  cette 
droite  est 

y-\  =-=L[x-i). 

Pour  étudier  la  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  tangente,  nous 
devrons  étudier  le  signe  de  l'expression 

/' -  3<2 -+- 3(  -  1         (/— 1)^ 


1 


2(.P 


1)  =  ;/  +  2x  — 3  = 


r- 


Pour     t  <,{,     '^  <  0,     la  courbe  est  située  au-dessous  de  la  tangente  ; 

pour     /  >  1,     0  >  0,     la  courbe  est  située  au-dessus  ;  le  point  A  est  un  point  de  rebroussement 
de  première  espèce. 

Etudions  maintenant  les  branches  infinies.  Le  point  M  va  à  l'infini  :  1°  pour     l  =z  ±<x> ,    x  devient 
infini,  y  tendant  vers  0.  La  courbe  est  asymptote  à  l'axe  des  x. 

Pour      /  =  — 00,      ,r=: — oc      et   y   décroit  à  partir  de    0;    pour 

^ •_       '  =  -Hx,     x=-f-ao      eli/   tend  vers  0  en  décroissant.  La  courbe  par 

rapport  à  son  asymptote  présente  la  disposition  ci-contre: 


y 


Pour     t  =-.{),     X   el    y    deviennent  tous  deux  infinis,  le  rapport    —  — 

X  lit- 


2(-2<-l) 


1) 


augmentant 


indéfiniment  quand  t  tend  vers  0,  la  direction  asymptotique  correspondante  est  donnée  par  l'axe  des  y  ; 
mais  l'asymptote  est  rejetée  à  l'infini:  la  courbe  présente  une  branche  parabolique. 

On  peut  déterminer  une  parabole  asymptote  ;  en  elTet  les  coordonnées  du  point  M  peuvent  s'écrire 

1  /  2/—  1 
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Posons 


^  =  17' 


Y  = 


2«— 1 


Le  point  de  coordonnées  X,  Y  décrit  la  parabole    Y  =  4X  —  4X^    et  pour  une  même  valeur  de  t, 

on  aura 


I  I 
I  I 

i  I 
I 

f  I 

I  / 

I'  ' 

I 


.y' 


y  =  \\  X  = 

La  différence    8  =  a;  —  X 


^-i 


entre  les  abs- 


cisses de  deux  points  de  même  ordonnée  tend  vers  0 
en  même  temps  que  /  et  on  a  5  <  0  pour  t  <  0, 
0  >  0    pour     t  >  0. 

La  courbe  S  présente  la  disposition  ci-contre. 

3.  Désignant  par  v   la  vitesse   du  point   M    au 
temps  <,  on  a  : 

(<  —  l)^(/*-t-2<3 -!-<='  + 16) 


a;'-  +  ?/'^  = 


4<8 


Etudions  les  variations  de  v-  lorsque  t  varie  de 

1 

— -  (y  =  0,     point  de    rencontre  de    la  courbe  avec 

l'axe  des  rj)  a     H-  oo  .     La  dérivée  de  u^  est 

2ot  =  -^ : -; 

t' 

Elle  s'annule  visiblement  pour    ^  =  1.     Posons 

z  =  «■'-4-<-  — 16f  +  24; 


z   s'annule  pour  une  valeur  négative  de  t,  dont  nous  n'avons  pas  à  tenir  compte  ;  étudions  comment 

1 


varie  z  quand  t  varie  de  -^  à    -h  œ 


On  a 

D'où  le  tableau  suivant  : 


z'  =  3<^-l-2f— 16  =  3(/4- y)((  — 2). 


/ 

1 

2 

2 

-f-oo 

z' 

— 

0 

-l- 

z 

décroit 

-+- 

croît 

reste  donc  constamment  positif.  Par  suite  '2vv'  est  négatif  pour  /  compris  entre  q- et  1  (mouvement 


relardé,  la  vitesse  décroit  de 


»/265 


à  0),  et  positif  pour  t  supérieure  1  (mouvement  accéléré,  la  vitesse 


1  \ 
croît  de  0  à  — i  • 

2  / 

Solutions  lie  MM.    P.  l'^GoniEu,  à  Carcassonue  et  J.  Haag,  soliiat  au  69"  de  ligne,  à  Nancy. 


P.   L. 
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Mécanique. 

1157.  —  1°  ù'iioncer  et  dcmonirer  la  condition  nécessaire  et  suffiscuilr  pour  l'équilihrc  d'un  corpx 
solide,  invariable,  sollicité  par  des  forces,  sachant  que  ce  corps  ii  un  axe  fixe  autour  duquel  il  ne  peut  que 
tourner. 

2°  La  fixité  de  cet  axe  étant  oljtenueen  fixant  deux  de  ses  points,  établir  les  relations  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  réactions  exercées  par  ces  points  sur  le  corps  en  équilibre. 

3°  Une  portion  de  plan  indéfurniable,  limitée  par  le  rectangle  ABCD  (AB  =  4,  BC  =  12),  qui  a 
deux  points  fixes  E,  V,  milieux  des  côtes  opposés  AB,  CD,  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  P,  Q,  R, 
lorsqu'elle  est  horizontale.  V  et  Q  orthogonales  avec  EF  sont  appliquées  l'une  P  en  I,  au  1/6  de  DE  à 
partir  de  D,   l'autre  O  en  H,  nu  1/3  de  EG  à  partir  de  E. 

Les  projections  sur  l'axe  DC,  comptées  positivement  de  D  vers  C,  des  vecteurs  qui  représentent  ces 
forces  sont  —  2  et  -1-3,  et  les  projections  de  ces  mêmes  vecteurs  sur  ta  verticale  {dirigée  de  bas  en  haut)  sont 
4  et  o. 

Calculer  Vinlensité  de  la  force  R  sachant  qu'elle  est  verticale  et  que  son  point  d'application  est  le  milieu 
K  de  DE. 

A"  Représenter  les  projections  des  forces  P,  Q,  R,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  EF. 

1.    2.   ^uf^slions  do  cours. 

3.  Lo  rectangle  ABCD  étant  supposé  horizontal,  nous  prendrons  son  plan  pour  plan  desary;  soit  F 
l'origine  des  coordonnées  ;  nous  placerons  l'axe  des  x  suivant  la  droite  FE  quijoint  les  deux  points  ûxes, 
l'axe  des  y  suivant  DG  et  l'axe  des  :  suivant  la  normale  au  plan  du  reclanj;le  menée  par  le  point  F  et 
vers  le  haut. — Désignant  par  R'  et  R"  les  réactions  des  [loints  E  et  F,  nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


X 

.'/ 

: 

X 

'^ 

Z 

L 

M 

N 

P 

2 

—  5 
3 

0 

0 
0 

2 

4 

—  20 

T 

-8 

—  4 

0 

8 

3 

0 

3 

o 

10 
3 

-40 

24 

II 

6 

—  1 

0 

0 
X 

0 

R 

—  R 

-6R 

0 

IV 

12 

0 

0 

Y' 

Z' 

0 

-  12Z' 

12Y' 

R" 


0 

0 

0 

X" 

Y" 

Z' 

0 

0 

0 

D 

A 

/^ 

"~~^ 

/ 

"/'e 

X 

L'équation     L  =  0     donnera  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  l'équilibre 


Elle  permet  de  déterminer  R 
R  =  — 


10 


4.  Les  cinq  autres  équations  d'équilibre  serviront  à  calculer 

les  réactions. 
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Elles  se  réduisent  à 

X'  H-  X"  =  0, 
Y'  H-  Y"  -+-1=0, 

Z'  -4-  Z"  +  4/-  =  0. 


28  -4-  12Z'  =  0, 

2(1 -+-12  Y'  =  0, 


Toutes  les  forces  étant  orthogonales  à  Ox,  nous 
pouvons  admettre  que  X'  =  X"  =  0.  Supprimant 
la  première  équation  et  résolvant  les  quatre  autres 
on  trouve 


Y'  =  — 


Z'  = 


Y" 


--T 


La  figure  ci-contre  représente  les  projections  des 
forces  P,  Q,  R  et  des  réactions  R',  R"  sur  le  plan 
des  yz,  perpendiculaire  à  l'axe  EF.  Toutes  ces  forces  s'y  projettent  en  vraie  grandeur  puisqu'elles  lui 
sont  parallèles. 


P.  r.. 


Solution  rie  M.  1!.  Javelot,  à  Civet. 
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Mathématiques. 

1178.  —  l'  X  élmU  un  nombre  posilif  et  >.   un  nomlire  quelconque^  énumêrcr  tris  brièvement  et  sans 
déxnonstrnlions  la  série  des  définitions  et  conventions  nécessaires  pour  donner  une  si(jni ficalion  à  l'expression 


(C) 


x" 


2°  Représentation  géométrique,  x  et  y  étant  coordonnées.  Allures  de  la  courbe,  suivant  que  ).  est  >  1, 
compris  entre  Oel  l,  <0.  —  Nous  appellerons  ces  courbes  les  courbes  (C). 

3°  Exprimer  que  la  droite  y  ^  ux  -\-  iv 

est  tangente  à  une  des  courbes  (C). 

4°  Soient  C  et  C  deux  des  courbes  correspondant  aux  valeurs  >-  et  X'  du  paramèti-e. 

Montrer  qu'on  peut  leur  mener  une  tangente  commune  si  X  et  X'  sont  simultanément  compris  entre  0  et  l, 
ou  simultanément  en  dehors  de  cet  intervalle.  Figurer,  suivant  les  cas,  les  positions  de  cette  tangente  com- 
mune. 

5°  Si  dans  l'équation  (G)  on  considère  x  et  y  comme  donnés,  x  étant  toujours  positif,  l'équation  (C) 
définit  X  comme  fonction  d'x  et  d'y.  (x,  y)  étant  un  point  du  plan,  montrer  que  du  côté  des  x  positifs, 
X  n'existe  pas  pour  tout  point,  que  suivant  les  cas  X  a  0,  1  ou  2  valeurs.  Montrer  que  ces  régions  sont  limitées 
par  l'axe  x,  la  droite     a,'  =  l     et  une  certaine  courbe  1'  â  laquelle  toutes  les  courbes  (C)  sont  tangentes. 

1.  Commençons  par  rappeler  lasigniûcation  du  symbole  a,-\ 

1"  X  entier  et  positif  :  .r'-  représente  le  produit  de  X  facteurs  tous  égaux  à  x. 


2°  X  fractionnaire  positif  :     X  =  — .      On  a 


X  1 


yxp . 
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3°  X  entier  ou  fractionnaire,  négatif:  soil     >  =  —  )'(X'>0). 


i 


I*  =  X'      = 


Puur     À  =  0,     on  aurait     )'"'■  =  .t"  =  1. 

/»"  >.  incommensnrnhie.  poailif  nu  nér/ntif.  —  Supposons  X  (h'fini  par  nnn  snito  do.  nombres  com- 
ninnsnrahlos  f|UPlconques 


(!) 


A I      /j     /t 


)... 


tendant  vers  >.  I.es  nombres 

j,.A|  ^1,  ^)lj  j,*,, 

tendront  eux  aussi  vers  une  iimile  ;  on  démontre  que  la  limite  est  la  même  quelle  que  soit  la  suite  (1) 
considérée  et  on  convient  de  représenter  cette  limite  par  le  symbole  .t"\ 

a;''  étant  ainsi  défini  pour  toute  valeur  de  X,  l'expression     i/  =  ^     n'est  autre  que  le  quotient  de 

deux  nombres  quelconques:  elle  est  définie  pour  toute  valeur  de  l,  sauf  0. 

2.  X  étant  donné,  y  est  une  fonction  de  la  variable  ju  définie  pour  toute  valeur  positive  de  x.  La 
dérivée 

,/  =  -^  =.  x^ 

est  positive  pour  toute  valeur  do  x;  la  fonction  i/  est  donc  constamment  croissante. 

1"  X>.1.  1/  croît  de  0  à  +  x  ;  la 
courbe  part  de  l'origine  tangentiellement  à 
l'axe  des  x  (?/'=0),  tourne  sa  concavité 
vers  le  baut  [?/"  =  (X  —  1  b^-^  >  01  et  va 
à  l'infini  par  une  branche  parabolique  dans 
la  direction  do  Oi/.  —  Pour  X  =  1,  la 
courbe  C  se  réduit  à  la  première  bissectrice 

1/    =    X, 

2°    0<X<l.     —  La  courbe  part   de 
l'origine    tangentiellement   à    l'axe    des    y 
[y'  =  oo),     tourne  sa  concavité  vers  le  bas 
(î/"<<0)     et  va  à  l'infini  par  une   branche 
parabolique  dans  la  direction  de  Ox. 

3"    X<;û.     )/    croît   de  — oo     à  0.    La  courbe    admet   pour  asymptotes  Ox  et  Oy';   elle  tourne 
constamment  sa  concavité  vers  le  bas. 

3.  Considérons  une  courbe  (C)  et  soit  x„,     y^  =  -^     un  point  de  cette  courbe.  La  tangente  en  ce 
point  a  pour  équation 

;/  --y-  =  ■^''ix  —  x,) 
ou  mieux 

y  =  x\-'x -hx^i- 1  j  ■ 

La  condition  nécessaire  et  sutTisante  pour  que  la  droite     y  =  ux-+-  w    soit  tangente  à  la  courbe  (C), 
c'est  qu'il  existe  une  valeur  réelle  et  positive  de  r„  telle  que  l'on  ait  simultanément 

La  première  condition  ne  peut  être  vérifiée  que  si  u  est  positif;  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  ;  on 
en  déduit 


2°    0  <  À  <  1 
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et  portant  dans  la  seconde, 


.=  (i-l)„- 


Une  courbe  quelconque  (C)  adme(  donc  une  langente  et  une  seule  parallèle  à  une  direction  de 
coefficient  angulaire     m>0.     L'équation  de  cette  tangente  est 


y  =  ux- 


[f-'> 


1.  1 

L'ordonnée  à  l'origine  w   est  positive  si    -r 1     est  positif    (0<)><1)    et  négative  si    -^ 1 

A  A 

est  négatif  ().  extérieur  à  l'intervalle  0,  1). 

4.  Pour  qu'il  existe  une  même  droite 
tangente  aux  deux  courbes  C  et  C,  il 
faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer 
une  valeur  réelle  et  positive  de  u  vérifiant 
l'équation 


(y-0"'^-'  =  (f-0""^'"'' 


ou 


-1       x'-i     _ 


'       0<V<l'^>''        ^      V>l"<''         3      A'<o"'< 


T-' 


Cette   équation  exponentielle  ne  pourra 
être  vérifiée  que  si  le  second  membre  a 


une  valeur  positive  c'est-à-dire  si  l'on  a   simultanément  : 

1  1 

1°— >1,    Y>1'     ce  qui  exige    0<X<1     et    0<X'<1.     (îy>0). 

1  1 

i^°  TT-  <  1       et       —  <  1,     ce  qui  exige  que  X  et  X'  soient  tous  deux  extérieurs  à  l'intervalle  0,  1, 

A  A 

(w<0). 

Ces  conditions  remplies,  on  trouve  une  valeur  et  une  seule  pour  m;  les  deux  courbes  C  et  C 
admettent  une  tangente  commune  et  une  seule.  La  figure  ci-dessus  indique  les  trois  dispositions 
possibles. 

5.  X  et  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  (i'>-Oj,  cherchons  pour  les  différentes  posi- 
tions de  ce  point,  combien  de  valeurs  de  X  vérifient  l'équation 


/■(^)  =  y 


0. 


Pour  cela,  nous  étudierons  les  variations  de  la  fonction  /'(X)  quand  X  varie  de    — 00     à     -hoc. 
J^a  dérivée  de  cette  fonction  est 

r(^)  =  Ç{i-\.Lx). 

Elle  a  le  signe  de  la  différence     1 — X.La;.     Pour  étudier  ce  signe,  il  faudra  distinguer  suivant 
que     Lx^O,     c'est-à-dire  suivant  que    a- ^  1,  d'où  le  tableau  : 
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x<l,     Lj,<0. 


X 

/■'(>) 

fW 

X 

-t-x 

- 

décroît 

1 

Lr 

0 

1/  —  eL-v{Min.) 

H- 

croît 

0 

H-  X 

—  X 

+ 

croit 

4-x 

y 

\ 

T7 


2»    a;>l,     La>0. 


On  déduit  de  là  les  conclusions  suivantes  : 
1°    .r<l 


;/ 

croît 
-f-  X 

—  X 

croît 

<j  —  eLx  (Max.) 

décroit 

X 


2"    a-  >  I 


y<;eLx,     deux  valeurs     X,,  X^ 
-00  <X,<-— <Xo<0. 

]jX 


i/<0    une  valeur  X  comprise 

entre     —  x  et  0. 
0  <  ?/  <  cEx,     0  valeur. 
eLa:<;y,     deux  valeurs  X.,,  X,. 


0<X,<-î-<X3<+x. 
La' 


eLx  <  y  <  0,     0  valeur 
0-<î/,    une  valeur  X,, 

comprise  entre    0  et  +  x  . 

Soit  r  la  courbe  représentée  par  l'équation    t/ =  eLx:     cette  courbe  avec  l'axe  de  x   et  la  droite 

X  —  l  partage  la  partie  du  plan  située  h  droite  de  Oy  en  six  régions. 
Si  le  point  (x,  y)  est  dans  l'une  des  deux  régions  marquées  0),  il  n'y 
a  pas  de  valeur  de  X  vérifiant  l'équation  proposée;  pour  un  point  dans 
Tune  des  deux  régions  marquées  (1),  il  y  aura  une  seule  valeur;  enfin 
pour  un  point  pris  dans  l'une  des  régions  (2)  on  trouvera  deux  valeurs 
de  X.  Si  le  point  était  pris  sur  r,  les  deux  valeurs  se  confondraient  en 

i 

une  seule    X  =  - — 
La' 

La  courbe  r  n'est  autre  que  l'enveloppe  des  courbes  C;  elle  est 

définie  comme  le  lieu  des  points  des  courbes  C, 


(C) 


A^)  =  î/-— =0, 


1 

pour    lesquels    on    a     /"(X)  =  0,     c'est-à-dire     L.(  =  -r  ■    Nous  pou- 

1 

vons  exprimer  en  fonction  de  X  les  coordonnées  d'un  pareil  point.  De  l'équation    La-  =  y.    on  déduit 

-L  e 

X  =i  e"    et  portant  dans  l'équation  de  la  courbe  (C),     !/  =  y 

Quand  X  varie,  le  point  de  coordonnées 


engendre  une  courbe  qui  n'est  autre  que  r    (y  —  ehx). 


y  =  T' 
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Pour  une  valeur  donnée  de  À,  ce  point  esl  aussi  un  point  de  la  courbe  C  correspondante.  Je  dis 
qu'en  ce  point  les  deux  courbes  sont  tangentes.  En  effet  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  à  la 
courbe  C  en  ce  point  esl 


'j:  =  »>-' 


Pour  la  courbe  r,  le  coefficient  angulaire  est 


Les  deux  courbes  admettent  donc  même  tangente  en  ce  point. 


P.  L. 


Solutions   ilo  J.-B.  Martin   et  A.    Vial,  Pcnsioiin;it  de  Viilbeiioile,    CoNFAvnEix,  he  Tiiv,   l'ensionnat  Saint-Louis,  Saint- 
Élieiine. 


Géométrie  descriptive. 

1179.  —  Section  l'LAME  d'une  surface  de  rkvolution.  —  L'are  de  récoliUion  luZZ'  est  vertical  et  à  100""' 
en  avant  de  la  ligne  de  terre  XY. 

La  courbe  génératrice  de  la  surface  est  une  ellipse  de  centre  oo'  situ-ie  dans  un  plan  jiaraUèle  au  bisseclct.r 
du  [«''  dièdre  et  dont  les  projections  sont  deux  cercles  de  même  rayon  : 

om  =  o'm'  :=  oQnim. 

Le  point  oo'  est  à  150"™  en  avant  de  la  ligne  de  terre,  à  75"°"  au-t'essus  de  la  même  ligne,  et  à  îo""  à 
guuclie  de  l'axe  mZ'L'.  Il  en  résulte  que  le  plan  de  front  de  l'axe  touche  l'ellipse  en  un  point  iiim',  situé  dans  le 
plan  de  profil  de  oo' ,    et  qui  est  le  point  le  plus  bas  de  l'ellipsti; 

Le  plan  sécant  passe  par  le  point  mo'  et  est  déterminé  par  une  liort:ontale  mb',  u'V  et  une  ligne  de  front 
ma,  o'a'   de  ce  point,  chacune  de  ces  lignes  faisant  un  angle  de  60°  avec  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  représenter  à  l'encre  noire,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées,  ce  qui  reste  du 
solide  de  révolution  lorsque  l'on  enlève  la  partie  située  en  avant  du  plan  sécant. 

Reproduire  à  l'encre  (traits  discotitinus  noirs  ou  traits  continus  de  couleur)  les  constructions  d'un  point  courant 
tant  pour  le  contour  apparent  que  pour  l'intersection,  et  celles  des  points  et  tangentes  remarquables  qu'il  est 
possible  d'obtenir  exactement. 

Toutes  les  courbes  [autres  que  les  circonférences)  seront  tracées  à  la  main  [avec  le  tire-ligne  ou  à  la  plume) 
satis  faire  usage  de  pistolet. 

Feuille  quart  grand  aigle.  On  pourra  placer  XL  suicant  le  grand  axe  de  la  feuille  et  la  ligne  de  terre  à  îiO""™ 
au-desàus  du  petit  axe. 

Titre  :  Surface  de  rcvolulioii.  Cadre  inutile. 

Contour  apparent  vertical  de  la  surface.  —  Pour  avoir  un  point  (piclconque  de  la  méridienne  ilc  front  de  la 
surface,  nous  prendrons  sur  l'ellipse  génératrice  donnée  un  point  quelconque  (n,  n')  que  nous  ferons  tourner 
autour  de  l'axe  vertical  toZZ'  jusqu'à  l'amener  dans  le  plan  de  front  de  cet  axe  en  (v,-/),  qui  est  un  point  du 
contour  apparent  vertical.  La  tangente  en  ce  point  s'obtient  en  imprimant  la  même  rotation  à  la  tangente  à 
l'ellipse  au  point  (n,  n'),  qui  vient  alors  en  (vr,,  vV,');  la  tangente  à  la  méridienne  principale  au  point  (v,  v') 
est  projetée  verticalement  en  vV,'.  Faisant  varier  le  point  {n,  n')  de  l'ellipse,  nous  aurons  autant  de  points 
que  nous  voudrons  du  contour  apparent  vertical. 

Les  points  importants  sont  :  le  point  le  plus  liaut  (y,  y')  donne  par  le  point  le  plus  iiaut  (c,  c')  de  l'ellipse, 
le  point  le  plus  bas  (m,  m')  qui  est  connu  a  priort,  le  point  (S,  8')  sur  le  parallèle  de  rayon  minimum  qui 
passe  par  (d,d'),  et  enfin  le  point  (e,  s.')  sur  le  parallèle  de  i-ayon  maximum  auquel  appartient  [c,e').  En  ces 
points  remarquables  la  tangente  est  horizontale  ou  verticale;  nous  pouvons  tracer  la  méridienne  principale 
qui  se  compose  de  la  courbe  formée  par  tous  les  points  précédents  et  de  sa  syn)étrique  par  rapport  à   ZZ'. 

Contour  apparent  horizontal  de  la  surface.  —  11  est  formé  par  les  deux  cercles  de  rayons  maximum  et 
iiiiniuuim  de  la  surface,  qui  sont  projetés  suivant  les  cercles  de  centre  commun  eu   et  de  rayons    loe  et  ux/. 


X      h\ 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


Section  plane  de  la  surface.  —  Le  plan  sécant  PaP'  est  perpendiculaire  au  bissecteur  du  second  dièdre.  Lin 
plan  horizontal  coupe  ce  plan  suivant  une  horizontale  et  la  surface  suivant  deux  parallèles;  leurs  points  com- 
muns appartiennent  à  la  section  plane  cherchée.  Le  plan  horizontal  de  (v,  v')  coupe  PaP'  suivant  l'horizontale 
{Ip,  l'p')  qui  rencontre  la  parallèle  cov  située  dans  ce  plan  en  deux  points  dont  l'un  est  {p,p')  qui  est  un  point  de 
la  section  plane  cherchée.  Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point  (p,  p')  nous  construisons  le  plan  tangent  en  ce 
point;  il  est  défini  par  la  tangente  en  {p,p''i  au  parallèle  el  par  la  position  que  vient  occuper  la  tangente  en 
(n,  n')  à  l'ellipse  génératrice  quand  (n,  n')  vient  en  (p,p').  Cette  tangente  à  l'ellipse  est  venue  en  pr-î  dont 
la  trace  horizontale  est  î-j  ;  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  est  alors  r-2t  perpendiculaire  a  mp.  Cette 
trace  horizontale  coupe  en  (  la  trace  horizontale  Pa  du  plan  sécant  et  on  a  en  {pt,  p't')  la  tangente  au  point 
{p,  p)  de  la  section  plane. 

On  obtiendra  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  cette  section;  nous  avons  construit  les  points  importants 
qui  sont  (A  f)  et  (g,  y')  sur  le  parallèle  le  plus  haut,  [q,  q']  et  (d,  v')  sur  le  parallèle  le  plus  bas,  et  enfin  ,/  et  i 
sur  le  parallèle  maximum. 

La  projection  horizontale  de  cette  section  admet  pour  axe  de  symétrie  w^  perpendiculaire  à  Pa. 

Représentation  du  solide.  —  Le  plan  sécant  coupe  le  plan  de  front  de  l'axe  de  la  surface  suivant  la  droite 
o'a'  qui  rencontre  la  méridienne  principale  aux  points  s'  et  a'.  Il  reste  donc  en  projection  verticale  l'arc  s'o'u' 
de  cette  méridienne  ainsi  que  loulc  la  portion  de  méridienne  à  droite  de  ZZ'.  En  projection  horizontale,  du 
contour  apparent  il  reste  le  parallèle  minimum  tout  entier  et  le  parallèle  maximum  sauf  l'arc  jei  qui  est  enlevé. 

En  projection  horizontale  tout  est  vu,  sauf  l'arc  Jqvi  de  la  section  plane,  et  l'arc  du  parallèle  maximum 
situé  dans  le  second  dièdre. 

En  projection  verticale  tout  est  vu,  sauf  l'arc  s'oa  restant  de  la  méridienne  de  gauche  et  l'arc  intérieur 
à  la  surface  dans  la  méridienne  de  droite.  Les  parallèles  supérieur  et  inférieur  restent  et  sont  vus,  sauf  pour 
les  arcs  à  gauche  de  f  et  de  }'. 

N.  C. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1229.  —  On  considère  un  cercle  variable  qui  passe  par  deux  points  fixes  A  et  15  et  une  droite  fixe  A  qui 
passe  au  point  A;  cette  droite  rencontre  le  cercle  variable  en  un  point  variable  M. 

1°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  A  avec  la  droite  BM. 

2°  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  BM  et  l'enveloppe  du  rayon  perpendiculaire  à  cette  corde. 

3°  Trouver  l'enveloppe  de  la  tangente  en    M.    Cette  enveloppe  est   une  parabole.  Trouver  le  lieu  de  son 
sommet  quand  la  droite  A  tourne  autour  du  point  A. 

Tii .  Leconte. 


1230.  —  On  donne  un  cercle  (G),  deux  points  P  et  P'  sur  un  même 
diamètre,  et  une  droite  (T))  perpendiculaire  à  PP'.  D'un  point  quelconque  S 
de  (D)  on  mène  les  sécantes  PS  et  P'S  qui  coupent  respectivement  le  cercle 
(C)  en  A,  B  et  A',  B'.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  S'  de  AA'  et  BB', 
et  le  lieu  du  point  de  rencontre  S"  de  AB'  et  BA'. 

Montrer  que  lorsque  le  point  P  seul  est  donné,  on  peut  toujours  déter- 
miner la  position  du  point  P'  et  de  la  droite  (D),  de  telle  façon  que  le  lieu  de 
S'  soit  la  droite  [D),  et  le  lieu  de  S"  le  diamètre  PP'. 

E.-N.  Barisien. 


BAll-LK-LUC.    mv.    CUMTK-JAUQHET. 


Le  Rédacteur-Gérant  :  H.  'VUIBEUT. 
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REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


CUUIŒSPONDANCE 

Lille,  28  mai  1903. 
Monsieur, 

La  Reçue  de  Malhémntiques  spéciales  a  signalé  il  y  a  quelques  années  quelques  propriétés  des  cubiques 
gauches  équilalères  {").  Voici  une  démonstralion  géométrique  de  ces  propriétés. 

1.  Si  une  caliique  gauche  équildlère  passe  par  les  sovimets  d'un  létraédrc   oiihocenlrique,  elle  passe 

par  rorlhocenlre  du  tétraèdre. 

jl  En  eflet,  d'abord  tout  cône  ayant  son  sommet  sur  la  cubique  et  admettant  cette 

/^/i\\^  courbe  pour  directrice,  est  équilalère.  Considérons  en  particulier  les  cônes  de 

/     /jn\^       ^\  sommets  C  et  D.  Ils  ont  en  commun  la  génératrice  CD. 

•*  \"-J.'    \  ^^^D  De  plus,  le  plan  ABF  perpendiculaire  à  CL)  les  coupe  suivant  deux  liyper- 

\|^>^--f  boles  équilatères  dont  les  points  communs   (F  excepté)  sont  sur  la  cubique. 

C  Parmi  ces  points  se  trouve  l'orthocentre  du  triangle  .\BF  qui  est  aussi  l'ortho- 

cenlre  du  tétraèdre. 

2.  Réciproquement,  une  cubique  gauche  qui  passe  par  les  sommets  et  l'orthocentre  du  tétraèdre  ABCD 
est  équilalère. 

En  effet,  si  on  coupe  par  le  plan  ABF  les  cônes  qui  ont  pour  sommets  C  et  D  et  qui  ont  pour 
directrice  la  cubique,  on  obtient  deux  coniques  passant  par  A,  B,  F,  H,  c'est-à-dire  deux  hyperboles 
équilatères. 

Les  deux  cônes  sont  donc  équilatères. 

Il  en  est  de  même  du  cône  de  sommet  .\  et  qui  s'appuie  sur  la  cubique. 

Soient  a,  p,  ^  les  points  où  la  cubique  rencontre  le  plan  de  l'inflni. 

Les  traces  des  cônes  (A)  (C)  sur  le  plan  de  l'inûni  sont  deux  coniques  harmoniquement  circonscrites 
au  cercle  de  l'inflni  et  dont  les  points  communs  sont  a,  ^,  y,  m.  Donc  le  pôle  de  la  droite  »/  par  rapport 
au  cercle  de  l'infini  est  sur  la  droite  y'" 

En  considérant  les  cônes  (A)  et  (D)  dont  les  traces  se  coupent  en  »,?,-;,  m'  on  démontre  que  le 
pôle  de  ïi  est  sur  -inï. 

Ce  pôle  est  donc  le  point  -(.  Eu  d'autres  termes,  le  triangle  aâ-f  est  conjugué  au  cercle  de  l'infini 
et  la  cubique  est  équilatère. 

Veuillez  agréer,  . . . 

II.  DfiROini:, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales,  hjcce  de  Lille. 

{')  Voir  Reoue,  octobre  1897,  page  3o2. 


U2  NOTE  SUR  DEUX  PROBLÈMES 


NOTE   SUR   DEUX  PROBLEMES 
Par  MR.   Bouvaist. 


L'objet  de  cette  courte  note  est  d'esquisser  rapidement  les  solutions  géométriques  de  deux  problèmes 
déjà  résolus  analytiqiiement  dans  la  Revue. 

j  936.   —  Si  un  Irianijle  varie  en  restant  inscrit  à  une  conique    G   et  circonscrit  à  une  autre  conique  C 

le  cercle  circonscrit  au  triangle  reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  tt  son  centre  décrit   une  conique  {n"  de 
janvier  1901). 

Soient  deux  triangles  T,  et  T,  inscrits  à  C  ot  circonscrits  à  C;  d'a[)rùs  un  (héorème  connu,  ces 
deux  triangles  sont  conjugués  à  une  môme  conique  ^C;  G  et  C'  sont  évidcmnieiil  polaires  réciproques 
par  rapport  à  2  qui  par  suite  est  conjuguée  au  triangle  aulopolairc  commun  de  G  et  C'.  La  conique  1' 
conjuguée  à  T,  et  à  un  triangle  analogue  T3  coïncidera  avec  i^,  puisque  ces  deux  coniques  ont  deux 
triangles  autopolaires  communs  sans  être  bitangentes;  il  on  résulte  que  tous  les  triangles  T  sont 
conjugués  à  une  même  conique  S,  par  suite  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  sont,  d'après  le 
théorème  de  Faure,  orthogonaux  au  cercle  de  Monge  de  S.  Le  centre  de  ce  cercle  est  d'ailleurs  le  point 
d'intersection  des  deux  cordes  D  cl  D',  interceptées  sur  C  par  les  tangentes  à  G'  parallèles  aux  asymp- 
totes de  G. 

Les  droites  D  et  D'  jointes  respectivement  à  la  droite  de  l'infini  forment  deux  cercles  circonscrits 
h  des  triangles  inscrits  à  G  et  circonscrits  à  G',  par  suite  la  droite  de  l'infini  coupe  en  deux  points  le 
lieu  des  centres  de  ces  cercles  qui  jiar  conséquent  est  une  conique. 

Remarque.  —  De  ce  qui  précède  il  résulte  immédiatement  que  l'enveloppe  des  cercles  considérés 
est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre. 

992.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  coniques  S  et  S'  et  un  point  R.  Soient  P,  Q  et  P',  Q'  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  de  R  respectivement  aux  coniques   S  et  S'. 

l"  Montrer  que  les  droites  l'P',  PQ',  QP',  QO'  et  les  quatre  tangentes  communes  aux  coniques  S 
et  S'  sont  tangentes  à  une  même  conique  S.  Pi,  Qi  et  V[,  Q[  étant  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  Ri  à  S  e/  S',  montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  points  Ri,  tels  que  les  droites  PiP,', 
PiQi,  QiPi'i  QiQi  soient  tangentes  à  ^  et  trouver  le  lieu  du  point  R). 

2"  La  conique  S  et  le  point  R  étant  fixes,  trouoer  l'enveloppe  de  la  p)olaire  de  R  par  rapport  à  S, 
lorsque  S'  varie  en  restant  inscrite  à  un  quadrilatère  circonscrit  a  S  ou  circonscrite  à  un  quadrilatère 
imcrit  à   S. 

La  solution  repose  sur  le  lliéorèmo  suivant  : 

TuiloiiÈME.  —  Etant  données  quatre  coniques,  si  le  faisceau  ponctuel  ou  tangentiel  déterminé  par 
deux  d'entre  elles  et  le  faisceau  analogue  déterminé  par  les  dniv  autres  ont  une  conique  commune,  il  en  est 
de  même  quelle  que  suit  la  manière  de  grouper  deux  à  deux  les  quatre  coni(jucs. 

Soient  G,,  Cj,  Cj.Ci  les  quatre  coniques,  supposons  que  le  faisceau  Ci  -t- AC,  =  0  et  le  faisceau 
G3  +  X'Gj  =  0  aient  une  conique  commune  1',  ces  deux  faisceaux  sont  alors  rospeitivement  identiques  aux 
faisceaux  Ci-t-nS  =  0,  C3  h- jJt'S  =  0  qui  appartiennent  à  un  même  réseau  Gi -t- ).iG3 -t- ÀjS  =  0;  il 
en  résulte  que  les  quatre  coniques  considérées  appartiennent  à  un  même  réseau.  Gomme  deux  fais- 
ceaux ajjpartenant  à  un  même  réseau  ont  toujours  une  conique  commune,  le  théorème  est  démontré. 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  la  conique  S  et  les  points 


SUR  UNE  APPLICATION  DE  LA  TRANSFORMATION  PAR  INVERSION  2i3 

P  et  Q  et  le  faisceau  analogue  déterminé  par  S'  et  les  points  P'  et  Q'  ont  une  conique  commune,  le 
point  double  R,  parsuile  les  tangentes  communes  à  S  et  S'  et  aux  coniques  (PU).  (I*'Q')  sont  tangentes 
à  une  menu;  conique   1'. 

On  voit  d'ailleurs  facilement  que  la  conique  I',  polaire  réciproque  de  ï  par  rapport  à  l'une  des 
quatre  coniques  p;ir  rapport  auxquelles  S  se  transforme  en  S',  passe  par  R,  cette  conique  -  constitue 
le  lieu  des  points  R,  tels  que  les  quatre  droites  PiP,',  PiQi,  P,Oi,  UiQ,'  soient  tangentes  à  ï.  La  seconde 
partie  du  problème  n'offre  aucune  diflicuUé,  elle  revient  à  chercher  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point 
fixe  soit  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  tangcnliel,  soit  par  rapport  aux  coni(iues  d'un  faisceau 
ponctuel.  On  sait  que  dans  le  premier  cas  cette  enveloppe  est  une  conique  harmoniquement  inscrite  aux 
coniques  du  faisceau  considéré,  dans  le  second  c'est  le  point  conjugué  du  point  considéré  par  rapport 

aux  coniques  du  faisceau. 
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SUR    UNE  APPLICATION   DE   LA    THANSFOU.MATION    PAR    INVERSION 

par  .M.  R.  Bouvaist. 


Je  me  propose  de  démontrer  au  moyen  de  la  transformation  par  inversion,  le  théorème  suivant, 
probablement  déjà  connu  des  lecteurs  de  la  Reoue. 

Par  un  point  M  pris  sur  une  slrophoide  droite  on  peut  mènera  cette  courbe  deux  tangentes,  et  ta  droite 
joignant  les  points  de  contact  enveloppe  une  parabole  dont  le  sommet  coïncide  avec  celui  de  la  slrophoide 
cl  dont  If  foger  est  le  symétrique  du  point  double  par  rapport  au  sommet  commun. 

Ce  théorème  résulte  des  propriétés  suivantes  qu'il  est  à  peine  besoin  de  démontrer  : 

1°  Par  le  sommet  S  d'une  hyperbole  équilatère  H  et  par  un  point  M  pris  sur  la  courbe  passent  deux 
cercles  tangents  à  l'hyperbole  ;  leurs  points  de  contact  avec  l'hyperbole  sont  sur  un  même  diamètre. 

Soit  en  effet  »  l'un  des  contacts  ;  le  diamètre  Oi  et  la  corde  MS  sont  rectangulaires,  ces  deux 
droites  sont  en  elfet  symétriques  de  la  tangente  en  a,  la  première  par  rapport  aux  asymptotes,  la 
seconde  par  rapport  aux  axes.  11  en  résulte  immédiatement  que  le  contact  du  second  cercle  sera  l'ex- 
trémité p  du  diamètre  Ox. 

2°  Le  cercle  G  passant  par  un  sommet  S  d'une  hyperbole  équilatùre  II  et  par  les  extrémités  d'un  dia- 
mètre enveloppe  la  podaire  de  l'hyperbole  II  par  rapport  au  point  S. 

Soient  a,  fi  les  extrémités  du  diamètre  considéré,  y  le  quatrième  point  d'intersection  de  l'hyper- 
bole et  du  cercle.  Le  diamètre  a^  et  la  corde  Sy  étant  également  inclinés  sur  les  axes,  le  diamètre  con- 
jugué de  S'c  sera  perpendiculaire  sur  a^  ;  si  l'on  désigne  par  m  le  milieu  de  S-j-  on  aura  par  conséquent 

Sui  =  ti>^  =  lù'i,    le  point  w  sera  le  centre  du  cercle  considéré.  Le  lieu  'le  ce  point  est  alors  évidemment 

1 
l'hyperbole  homolhétique  de  l'hyperbole   H   par  rapport  au  point   S   dans  le  rapport —•    Le  cercle  G 

passant  constamment  par  le  point  S  enveloppe  alors  la  podaire  de  l'hyperbole  H  par  rapport  au  point  S. 

On  sait  que  la  transformée  par  inversion  d'une  conique  par  rapport  à  un  point  pris  sur  la  courbe 
est  une  cubique  circulaire  admettant  le  point  considéré  pour  point  double,  les  tangentes  en  ce  point 
étant  parallèles  aux  directions  asymptotiques  de  la  conique.  Dans  le  cas  d'une  hyperbole  équilatère  la 
transformée  est  une  strophoïde,  c'est  une  strophoïde  droite  si  le  pôle  d'inversion  coïncide  avec  l'un  des 
sommets. 

On  voit  alors  qu'aux  deux  cercles  tangents  à  l'hyperbole  II  menés  par  les  points  M  et  S  corres- 
pondent les  tangentes  menées  à  une  strophoïde  par  un  point  M'  pris  sur  la  courbe  ;  au  cercle  passant 
par  le  point  S  et  les  extrémités  du  diamètre  a?  correspond  la  droite  joignant  les  points  de  contact  des 
deux  tangentes,  cette  droite  enveloppe  la  transformée  de  la  podaire  de  l'hyperbole  H. 
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On  sait  que  la  podaire  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point  S  et  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  un 
cercle  de  centre  S  sont  deux  ligures  inverses,  la  puissance  d'inversion  étant  égale  au  carré  du  rayon 
du  cercle. 

La  transformée  de  l'enveloppe  du  cercle  G  est  alors  visiblement  une  parabole  ayant  pour  sommet 
le  sommet  de  la  stroplioide  et  le  point  S  pour  pied  de  sa  directrice. 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  an  début. 


NOTE  SUR   UNE  CUBIQUE 

(Remarque  sur  la  Note   de  M.    V'acquant  :  n"  d'avril  1903.) 

Par  M.  A.   Sainte-Laguë ,  ijlè\e  à  l'Ecole  Normale  Supérieure. 


Dans  une  note  insérée  dans  la  Jlevue  (n°  d'avril  1903)  on  considère  les  coniques  tangentes  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  et  telles  que  les  trois  normales  aux  points  de  contact  soient  concourantes.  On  trouve 
pour  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  normales  une  certaine  cubique  r. 

Si  on  considère  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC  et  telles  que  les  normales  en  A,  B,  C 
soient  concourantes,  on  trouve  pour  lieu  du  point  de  concours  de  ces  normales  une  cubique   qui  est 

aussi  r. 

On  verrait  en  effet,  en  refaisant  des  raisonnements  analogues,  que  la  cubique  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  communs  k  deux  faisceaux  homograpbique.s  de  droites  et  d'hyperboles.  On 
verrait  que  la  cubique  oblenue  ainsi  passe  par  les  points  A,  B,  C,  A',  B',  G',  D'x ,  E'oo ,  F'oo  en  gar- 
dant les  mêmes  notations  ;  qu'elle  passe  par  les  centres  des  cercles  circonscrit,  inscrit  et  exinscrits 
ettjar  l'orlhocentre.  11  y  a  assez  d'éléments  pour  qu'on  puisse  l'identifier  à  la  cubique  r. 

On  iieut  remarquer  que,  d'après  la  théorie  des  transversales,  si  un  point  appartient  à  la  cubique,  il 
en  est  de  même  du  point  symétrique  par  rapport  au  centre  0  du  cercle  circonscrit.  La  cubique  r 
admet  donc  0  pour  contre.  C'est  d'ailleurs  le  point  de  rencontre  des  trois  asymptotes.  On  a  en  ce  point 
une  tangente  d'inflexion.  Si  on  considère  le  symétrique  par  rapport  à  0  du  centre  du  cercle  inscrit,  on 
trouve  que  la  cubique    r  passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  des  trois  bissectrices 

extérieures. 

♦ 
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±±QS.   Soient  Cl,  Cj,  Cj,  Cj  les  centres  cli'^  quatre  cercles  de  Joachimstal  i-clntifs  auv  normales 

menées  d'un  point  P  à  une  ellipse  (E)  ayant  pour  axes  de  symétrie  Ox  et  Oi/. 

1°  Démontrer  que,  quelles  que  soient  les  grandeurs  des  axes  de  l'ellipse,  ces  centres  sont  situés  sur  une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  Ox  et  0)/  et  passant  par  le  milieu  I  de  OP. 

2»  Si  ta  et  26  désignent  les  longueurs  des  axes  de  (E),  les  centres  C,,  Cj,  C3,  d  sont  les  points  d'in- 
cidence drs  normales  menées  d'un  point  0  à  une  conique  (C)  ayant  pour  centre  le  point  1,  dont   les  axes 

c-  c' 

sont  parallèles  à  ceux  Je  (E)  et  ont  respectivement  pour  longueurs  -^^  et  — —  • 

3°  En  déduire  que  trois  des  centres  C;  et  le  point  symétrique  du  qualriènte  par  rapport  au  point  I  sont 
sur  un  cercle. 
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Soionl     —  4-  -■'' 1  =0     l'équation  (Fane  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  a,  p  les  coordonnées  d'un 

a-         ù- 

point  P  quelconque  dans  le  plan  de  cette  ellipse.  En  exprimant  que  la  normale  au  point  (x,  y]  passe 
en  P,  nous  avons  la  condition 

I  —  i-     _     3 !/ 

désignons  par  l  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports,  nous  avons 
et,  en  écrivant  que  ce  point  est  sur  l'ellipse, 

Cette  équation  du  quatrième  degré  en  X  donne  les  paramètres  des  pieds  des  quatre  normales 
menées  du  point  P  à  l'ellipse;  nous  désignerons  par  X^  l'un  d'eux,  et  nous  allons  chercher  l'équation  du 
cercle  qui  passe  aux  points  ayant  pour  paramètres  les  autres  valeurs  de  X. 

A  cet  ellet,  remarquons  que  les  équations  (1)  représentent,  quand  X  varie,  l'hyperbole  habituelle- 
ment désignée  sous  le  nom  d'hyperbole  d'Apollonius  du  point  P,  et  que  l'équation  (â)  donne  les  valeurs 
de  X  qui  conespondent  aux  points  de  rencontre  de  celle  hyperbole  avec  l'ellipse.  Si  nous  dc?ignonspar 

a,i  4-  jy2  —  2/ja;  —  ^qy  +  r  =  0 
l'équation  du  cercle  cherché,  les  X  des  points  de  rencontre  de  l'hyperbole  et  du  cercle  sont  racines  de 

l'équation 

a*a2  i*3»  2r)rt=a        276-p 

+1-  =  0, 


[a'-i-iy  (624-Xf  a-  +  X  /j-'  +  X 
et  celle-ci  doit  avoir  trois  racines  communes  avec  l'équation  (2);  or  si  nous  multiplions  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  par  X  et  que  nous  l'ajoutions  ensuite  à  la  précédente,  nous  obtenons  une 
équation  plus  simple,  du  troisième  degré  seulement, 

rt'-a2  — 2»a-ï         A^a^  — 200^3 
a- -+- A  i--r-X 

qui  donne  les  paramètres  des  trois  points  choisis. 

En  multipliant  le  premier  membre  par     — ^ ,    nous  avons  une  expression  identique  au 

premier  membre  de  l'équation  (2).  Nous  n'avons  alors  qu'à  décomposer  cette  fraction  rationnelle  en  ses 
éléments  simples  et  à  identilier  le  résultat  avec  la  fraction  (2).  Or  on  a  identiquement 

X  — X„  _     (1--1-X0  ''--i-Xd    . 


teurs,  on  a 

d'où  2p 


par  conséquent  la  fraction  en     — -^ ^^^     s'obtient  immédiatement  et,  en  égalant  les  deux  numéra- 


le^+X„)(a-2/j)  =  cH, 


a'+X„ 


de  même  ^q  =  -— — ^p. 

0    H-A„ 

Reste  à  trouver  ?•;  pour  cela,  il  faut  former  la  fraction  en     -^ r-    et  annuler  son  nutpérateur; 
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1 

ceLfc  fraclion  provient  de  la  fraclion  en     —- —77- ^     que  1  on  décompose  en  éléments  simples  et 

(«24- X)(/;2-+-À) 
i 

de  la  fraclion  en    — —  ;    les  deux  numérateurs  réunis  donnent  l'égalité 

«2  -1-  A  ° 

D'aulre  part,  on  a 

l'égalité  précédente  se  réduit  donc  à 

(«'  +  K){'>'  H-  ^'o)  4-  (r  +  a^){fi-  +  )■»)  =  0  ; 
elle  donne 

r  =  —a^  —  b'-  —  \. 

L'équation  du  cercle  de  Joachimstal  est  donc  finalement 

a    -H  Ao  ""  -t-  ''j 

Nous  avons  suivi  cette  méthode  un  peu  longue  pour  établir  l'équation  du  cercle  de  Joacliimslal 
uniquement  pour  donner  aux  élèves  une  application  intéressante  de  la  théorie  des  fractions  rationnelles 
qui  vient  d'être  réintroduite  dans  le  programme  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 

1.  Les  coordonnées  du  centre  d'un  tel  cercle  sont  donc  fournies  par  les  équations 

-1=0; 


y.  élan!  une  racine  de  l'équation 

par  conséquent  ces  quatre  points  sont  sur  l'hyperbole 

4.-ri/  =  aï, 
que  l'on  obtient  en  éliminant  X   entre  les  deux  équations   qui  donnent  x  et  y.  C'est  bien  l'hyperbole 
indiquée  dans  l'énoncé. 

2.   En  outre,  on  voit  aisément  que 

donc  on  a 

—(2a;  — a    = -, 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  qui  donne  X, 

a-(2j  -  a)5  4-  l/{^i/  —  f^Y  =:  c'. 
C'est  l'ellipse  indiquée  dans  l'énoncé. 

Reste  à  montrer  que  les  points  de  rencontre  de  cette  ellipse  avec  l'hyperbole  déjà  trouvée  sont  les 
points  d'incidence  des  normales  menées  par  un  point  à  cette  ellipse,  c'est-à-dire  en  somme  que  l'hyper- 
bole irij  =  aS  est  l'hyperbole  d'Apollonius  d'un  certain  point  H  par  rapport  à  l'ellipse  précédente. 
Pour  cela,  nous  écrivons  l'hyperbole  d'Apollonius  d'un  point  (X,  Y\ 

X  — .f       _       Y  —  ?/ 
.       a2(2.r  — a)    "    /i%iy  —  ^)  ' 
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et  nous  annulons  les  coefficients  de  x  et  de  j/;  ce  calcul  nous  donne 

^  =  W  ^  -   2^' 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'hyperbole,  nous  voyons  de  suite   qu'elle  se  réduit  a. 
ixy  ^  ap. 

Le  fait  est  donc  établi. 

3.  Quant  à  la  dernière  partie  elle  est  évidente  :  elle  résulte  des  propriétés  classiques  du  cercle  de 
Joachimslal. 

J.    MARCHAL. 
Nous  publions  une  deuxième  solution  à  cause  de  son  originalité  toute  particulière. 

Autre  solution.  —  1.  L'ellipse  ayant  pour  équation 

a'         0- 
les  coordonnées  d"un  point  quelconque  de  celte  ellipse  peuvent  être  représentées  par 

a{l-  +  1)  6(/»  -  1) 

Xt  et  î/i  étant  les  coordonnées  du  point  P,  les  points  d'incidence  des  normales  menées  de  ce  point 
à  l'ellipse  sont  sur  l'hyperbole 

c'-xi/  -+-  b-ijyx  —  à-Xi]i  =  0. 

Donc  les  valeurs  du  paramètre  t  correspondant  à  ces  quatre  points  sont  les  racines  de  l'équation 

(1)  c-i'  — 2(ax,  —  6)/,?:)<'4-2(ax, -+-  bij,i)l—c-  =  0. 

Soient  /,  t„  t,,  tj  ces  racines.  Les  valeurs  de  l  qui  correspondent  aux  points  où  l'un  des  cercles  de 
Joachimslal  coupe  l'ellipse  sont  —  /,  /,,  U,  t,.  Si  p  et  q  sont  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle, 
on  voit  sans  peine  que  ces  quatre  valeurs  sont  racines  de  l'équation 

(2)  c^/*  —  A{ap  —  bqi)l^  +  2(rt-  +  b-  h-  2/;)/^  —  4(ap  -^  hqi)t  -^c-  =  0. 

On  déduit  de  cette  équation 

k(ap  —  bq'i)  =.  c\/,  -i-i.,-^tj  —  t), 

et  4(ap  -I-  bqi)  =  cittUt^  —  ({td^  -+-  Wj  -+■  1,1,)], 

ou 

4(rtp  4-  bqi)  =  À  —  y  —  '(<i'2  -+-  f^J,  4-  'j'i)  1  • 

Mais  on  tire  de  la  première  équation 

2(rtx,  —  bq,i)  =  c\l,  -t-  /,  -I-  /3  -I-  '). 
et 

2(ax,  +  by,i)  =  c-i  j—  _  +  t{t,U  +  U,  H-  «3<,)1 . 

On  a  donc,  en  fonction  de  t  seulement, 
(3)  2(a/j  —  bqi)  =  a.r,  —  by^i—c-l, 

et  (4)  2(a/j  +  bqï)  =  a.i\  4-  bij.i 

On  en  lire  par  addition  et  soustraction 

kap  =  2a.i-,  —  c-(  /  h ) ; 


Abqi  =  ^by,i-h  cl  t ) 
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En  multipliant  Cf s  doux  rehitions  membre  à  memhie,  on  trouve 

\6abpqi  =  Aabx.xj.i  —  e'(  <'  —  —  W  "la^'-x^il A  —  •2/)chi,i(^t  -^—J- 

Si  on  remarque  que  t  est  racine  de  l'équation  (1),  qui  s'écrit 

K''  ~  t)"^^*^''(^  +t)~^'''"'('  ~  t)  =  °' 

on  voit  que  cette  relation  se  réduit  à 

ipq  =  ,zv7i, 
ce  ([ui  démontre  le  théorème. 

2.   Si  j'élimine  t  entre  les  équations  (3)  et  (4)  je  trouve 

Celte  équation,  si  on  y  considère  p  et  7  comme  coordonnées  courantes,  représente  une  ellipse  sur 
laquelle  se  trouvent  les  quatre  centres.  Si  on  transporte  l'origine  au  point  I.  son  équation  devient 

C'est  la  conique  (C)  de  l'énoncé.  L'hyperbole  équilatère  sur  laquelle  se  trouvent  les  quatre  centres 
d'après  le  premier  théorème  a  pour  équation  dans  le  nouveau  système  d'axes 

Or  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  laconique  (C)  pour  un  point  de  coordonnées  a  et  ^  a  pour 

équation 

c-pq  —  O/'ip  +  Ir^q  =  0. 

Si  donc  on  pose     a  =  — ^     et     0  = ^.     on  aura  les  coordonnées  d'un  point  0  dont  les  points 

d'incidence  des  normales  menées  à  (G)  sont  les  quatre  centre.^  considérés.  Les  coordonnées  de  ce  point 

dans  le  système  pnmitii  sont    — 7—  et  — — r  ■ 

3.  Cette  propriété  découle  immédiatement  du  théorème  de  Joachim<tal. 

G.  DULIMBERT. 

Bonnes  solutions:  MM.  H.  Lefèvre;  E.  N.  Barisien  ;  J.  Haag  ;  R.  Bouvaist  ;  Parbod  ;  L.  Sare. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  M.  Tiie:llou  ;  A.  Vial,  pensionnat  de  Valbenoîte,  Saint-Etienne  ;  J.  Roba,  à  Toulouse. 


1172.  —  /SlatH  donnps  deux  axes  rectnnyulaires  Ox,Oij  et  deux  points  A  e^  t!  dont  les  coordonnées 
sont  a,  0  et  0,  h,  on  considère  /e?  coniques  S  insciles  dans  le  triangle  ABO  et  qui  détachent  sur  la  droite 
X  :=  —  a     un  segment  vu  d'un  point   P  [x^,  j/o)  donné  sous  un  angle  droit. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S.  Ce  lieu  est  une  conique  S'  dont  on  discutera  la  nature  sui- 
vant les  différentes  positions  de  P. 

2°  Pour  que  la  conique  S'  passe  par  un  point  donné  M,  (7  faut  que  P  soit  sur  un  certain  cercle  T.  Mon- 
trer que  lorsque  P  se  déplace  sur  ce  cercle.  S'  passe,  par  trois  autres  points  fixes  I,  J,  K.  Le  point  M 
variant  d'une  manière  quelconque,  les  droites  IJ,  IK,  JK  piuotent  autour  de  points  fixes. 

3»  Trouver  cl  construire  la  courbe,  lieu  du  point  M,  tel  que  le  cercle  T  ail  un  rayon  donné  R. 

^.  X,  y  étant  les  coordonnées  du  centre  de  S,  l'équation  tangentielle  de  celte  conique  est  de  la 
forme 

2/iuy  -t-  ixuiu  -+-  ^yvw  H  ■  w-  —  0, 
avec  2A:  =  2/;a;  H-  'iay  —  nb. 
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L'équation  poncluelle  correspondanle  étant 

(i/X  -h  .rY  —  ky  —  %2xy—  A)XY  =  0, 
les  ordonnées  des  points  M,,  Ma  où  la  conique  S  rencontre  la  droite    X  =:  —  a,     s'obtiennent    immé- 
diatement, et  l'on  peut  écrire  de  suite  l'équation  du  cercle  décrit  sur  Mi.M,  comme  diamètre  : 

(-  aij+xY-  kf  -+-  2(2ri/  —  k)aY  +  xKX  -+-  a)'  =  0. 
Il  suffît  d'y  remplacer    X,  Y   par  x»,  t/o,    et  d'y  regarder    x,  y 
comme   coordonnées   courantes  pour  avoir  le  lieu  du   centre  des 
coniques  S  : 

1^(1/0  -  b)x  —  lay  -i-  -^J  -H  ajy„(2a;  -  a)(2y  -  b) -^  {x,  -h  a^x''  =  0. 

Suivant  les  notations  habituelles,  on  a 
3  =  AG  -  B-  =  4a»[(a;„  -+-  a)»  +  (;/„  —  ùf  -  b'], 
-^  =  ACF  -+-  2BDE  —  AE-  —  CD-  —  FB^ 

=  -  4a'î/„(!/o  -  2A)[(xo  +ar-^{y,-bY-  6»] . 
Ces  expressions  montrent  que  la  conique   S'   est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  suivant  que  le  point 
P  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle    (a5  h- a)' H- (y  —  b)-  —  é'' =  0.     Elle  se  réduit  à  deux  droites  paral- 
lèles si  P  est  sur  ce  cercle,  et  à  deux  droites  imaginaires,  si  P  est  sur  une  des  droites    y  =  0,    y  =  26 . 

2.  Si  S'  passe  par  un  point  M(a;i,  y,),  on  a 


(i) 


[(x„  +  a)-'  -^  rjl  -  2iy,]x?  +  (é.r,  +  2ay,)'  -  3 


a^b^ 


■  a{hx,  -f-  2ai/,  —  a6)(y„  -t-  i)  =  0  ; 


x„,  !/„  étant  regardés  comme  coordonnées  courantes,  c'est  l'équation  d'un  cercle  r. 
L'équation  de  la  conique  S'  étant 

(2)  [{Xo-ha)'-{-yl-2by„]x^-h{bx-hiayy--3^-^  —  a[bx-^-^ay-ab){y,-hb)  =  0, 

multiplions  les  premiers  membres  de  (1)  et  (2)  respectivement  par     —  x-     et     +  xj,    et  ajoutons  ;  il 
vient 

x\{bx  -t-  2ayy-  —  x%bxt  -+-  2«î/,)^  +  3  -^  (x'^  —  x?) 

-1-  o(i/,  -+-  b)  [{bxt  -+-  2ai/,  —  ab)x-  —  {bx  +  2ay  —  ai)xfj  =  0, 
ou  T-h  a(yo  +  b)T  =  0. 

Lorsque  y^  varie,  la  conique  S'  passe  donc  par  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques 
T  =  0,     T' =  0,     dont  un  coïncide  avec  le  point    (x,,  y,),     ce  qui  était  évident. 


Si   l'on  pose 
s'écrivent 

(3) 


bx- 


îay  —  ab  =  II,      Ax, +2ai/,  —  ab  =  li„      les   équations   des  deux    coniques 


x^,{k  —  /(,)(/'  +  l'i  +  2aé)  —  (x2  —  a-2)  fhj 


lablu 


a'-b'- 


0, 


(4)  xi{h  -  /(,)  —  (x2  —  xr)/ii  =  0. 

Elles  ont  en  communies  deux  points    x^  —  xj  =  0,     /;  —  /(,  =  0. 
L'un  est  le  point  M  (x,,  j/,\  l'autre  le  point  I,     x  =  — x,,     y  =  y, 


Eliminant 

(3) 


h,,     x^  —  xJ    entre  (3)  et  (4),  on  a  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points  fixes, 


/(,/( 


a^b'- 


=  0. 


Pour  avoir  les  abscisses  de  ces  points,  il  suffît  de  porter  dans  (4)  la  valeur  de  /(,  on  obtient  ainsi 


X'  = 


a^b'x'i 


d'où 


nôx, 
2/i, 


abx, 
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On  tire  les  ordonnées  de  l'équation  (o) 

b  h-   I  a  \  h  b-    /  a 

Ayant  les  coordonnées  des  points  I,  J,  K,  on  forme  aisément  les  équations  des  droites  IJ,  IK  : 

(46x1  -+-  irtî/i  —  3ab)x  -+-  aXi{iy  —  3b)  =  0, 
{ibxi  -H  imj,  —  ab)x  -+-  axi{iy  —  b)  =  0. 

On  voit  donc  que  la  droite  .IK  reste  parallèle  à  une  direction  fixe    (/;  =  0),     et  que  les  droites  IJ, 

ni  I 

IK  passent  respeclivcmont  par  les  points  fixes    a- =  0,     y———,     et    a- =  0,     y  = —■ 
3.    L'équation  du  cercle  r  s'écrit,  en  utilisant  les  notations  précédentes, 


/ ,        ah,  \ 
(x+ny--Jt-y^-  —  ^(b-h  ^r)y 

Pour  que  le  rayon  soit  égal  îi  R,  il  faut  que  l'on  ait 

0, 


Ih 


ah 


l) 


=  0. 


ah^V 

2x:J 


~y) 


R-  =  0, 


ou 


(42-?  —  a'-\hl  -  b'xf)  H-  iR^x\  =  0. 
Le  lieu  cherché  est  donc  une  quartique  qui  a  un  point  double  au  point     x  =  0,     y  =  — .      En  y 
transportant  l'origine,  la  nouvelle  équation  de  la  courbe  est 

(4X^  —  a-)[bX  +  aY)a\  -t-  R^X'  =  0, 

forme  qui  donne  des  régions  pour  la  construction  de  la  courbe,  par  rapport  aux  tangentes  au  point 
double  et  à  deux  asymptotes.  En  outre  du  point  double  à  l'infini  sur  OY,  la  quartique  admet  les  deux 

directions  asymptotiques 

"  '  (R-^  -  b'-)X'  -h  (*X  +  2aY)-  =  0, 

réelles  si  R  <  6,  confondues  si  R=6. 
D'ailleurs  la  nouvelle  origine  étant 
centre,  et  les  directions  asymptotiques 
simples,  les  asymptotes  passent  par 
l'origine.  Pour  placer  la  courbe  il  suffit 
d'écrire 


(4X^  — a=)r(/<X+  «Y)«Y-t-  "7^X0 


On  doit  remarquer  que  lorsqu'elles 

sont  réelles,  les  asymptotes  sont  com- 

RV, 
prises  dans  l'angle   Y  =  0,     //X-HaY  =  (i,     puisque  le  produit    \\b\-haY),     égala 7"^"'     '^°'' 


être  négatif. 

Si  l'on  résout  par  rapport  à  Y,  on  a 


(2aY  +  6Xy^(x^  -  ^)  -  X-^  Lb'  -  R.)X^  _  i^  1  =  y. 
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Si     ll>/>,     toute  la  courbe  est  comprise  entre  les  droites     X- =  — .      De  même  si     R  =  6.     Si 
R-<6,     à  chaque  valeur  de   X   correspondent  deux  valeurs  Onies  de    Y    pourvu  que 

avec  /■■  =  6-  —  R-. 

Toutes  ces  indications  permettent  de  tracer  exactement  la  courbe.  Nous  la  représentons  pour 
R</'.  Si  R  =  é,  ou  U  >  6,  même  forme,  sauf  que  les  branches  infinies  comprises  entre  les 
asymptotes  obliques  ont  disparu. 

VASNIER. 

Bonnes  solutions:  MU.  J.  Mauciul  ;  R.  Rouvaist  ; 

Assez  bonnes  solutions:  M.M.  ,1.  Haag,  à  Nancy;  l'Annon,  k  Vosoul. 


1174.  —  Etant  données  deux  quadriqnes  homolhétiques  et  concentriques,  les  cônes  qui  ont  leurs 
sommets  sur  l'une  et  qui  sont  circonscrits  à  l'autre  {les  bases  étant  les  coniques  de  contact]  ont  un  volume 
constant. 

Soit  M  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  une  quadrique  Q,  M  élant  un  point  d'une  quadrique  Qi 
homothétique  et  concenlri([ue  à  Q,  et  soient  /.■  le  rapport  d'homothélie,  x»,  y^.  ;o  les  coordonnées  du 
point  M.  L'équation  de  la  quadrique  Q  peut  se  représenter  par 


ceMe  de  Q,  est  alors 


y-         ;- 
h'  c- 


x^  11-  z- 

n*  hi  r- 


et  l'on  a  Q„  ==  ii^  +  ^+ iî  _  1  = /,^_1 , 

a-         rr         c- 

D'autre  part,  le  plan  polaire  du  point  M  a  pour  équation 

a-  0-  c- 

et  la  distance  du  point  M  à  ce  plan  est  donnée  par 

Qo  A--  - 1 


V /vfi     i  /vil 


X  = 


Le  centre  de  la  section  faite  dans  Q  par  le  plan  polaire  de  M  a  pour  coordonnées  'kx^,  Itjo,  X:„,  avec 

Qo  ^  1    ~    !'■'  ■ 
Si  nous  portons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  l'équation  de  la  quadrique  devient 

a^         b-         c-  \   a^  b^  c'-  )  ^-o    ■      / 


et  celle  du  plan  polaire 


a-  b-  c- 


En  tenant  compte  de  cette  équation,  celle  de  la  quadrique  se  simplifie  et  devient 


252  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


on  est  donc  ramené  à  trouver  l'axe  d'une  section  centrale  et,  par  suite,  les  carrés  des  longueurs  des  axes 
de  cette  section.  Or  on  sait  que  l'équation  qui  donne  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  section 
faite  par  le  plan 

ux  -\-  vy  -+-  tvz  =  0 
dans  la  quadrique 

x^        V'         --- 
—  +  -7rr  +  —  -1=0 

a'^u^  b'^v-  c'^w^ 

est  H- 1 =  0: 

p2  _  a'i        p2  —  b"-        p^  —  c'^ 

par  conséquent. 


ici  on  a  donc 


9'r  = 

a}b'c 


pY'  = 


a' 


ou       Qo  +  1 


L'aire  de  la  section  plane  est  alors 

S  =  Trop'  =  r.abc^-—\J  ^^, 
et  le  volume  V  du  cône  circonscrit  est 


Sô  -Soo'  Tr     ^     (/i2-d)2 

■ahz- 


3  3  3  A' 

donc  ce  volume  est  constant. 

Remarques.  —  1°  La  proposition  s'étend  à  deux  paraboloïdes  ayant  même  axe  et  horaothétiques. 

2°  Dans  le  cas  des  coniques,  un  théorème  analogue  a  lieu  :  le  cône  est  remplacé  par  le  triangle  ayant 
pour  sommet  le  point  M  et  pour  base  la  corde  qui  détermine  sa  polaire  dans  une  conique  homothétique 
et  concentrique,  le  volume  du  cône  est  remplacé  par  l'aire  de  ce  triangle. 

VASNIER  et  J.  MARGHAL. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Ddlimbert  ;  Javelot;  R.  Bouvaist. 

MM.  Javelot  et  R.  Bouvaist  font  remarquer  que  la  transformation    x  =  aX,    ;/  =  hX,    z  =  cl    conserve  la  notion  de 
\olume  et  transforme  les  deux  quadriques  en  deux  sphères  concentriques  pour  lesquelles  le  théorème  est  évident. 
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1120.  —  Nous  recevons  la  cornmunicalion  suUmnle  relative  à  la  détermination,  par  une  construction 
simple,  des  points  sur  h'  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  dans  l'épure  du  concours  de  l'Ecole 

Polytechnique  {1902). 
a' 

Soit  d'  le  point  où  la  ligne  de  rappel  du  point  a'  coupe  o'e' .  Je  disque  la  para- 
bole, projection  verticale  de  l'intersection,  passe  par  d'.  11  suffit,  pour  cela,  de 
montrer  que  le  milieu  de  ad  est  situé  sur  le  diamètre  conjugué  des  cordes  verti- 
cales de  la  parabole. 

Soit   e'   le  point  oii  se  projette  verticalement  la  ligne  des  points  doubles,  et 
considérons  la  corde  verticale  menée  par  ce  point  dans  la  parabole  :  on  sait  que 
e    doit  être  le  milieu  de  celle  corde  (théorie  des  points  doublesi.  Nous  obtiendrons  donc  le  diamètre 
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conjugué  des  cordes  verticales  en  menant  par  '■'  une  parallèle  à  o'a'.  Mais  l'on  a 

o'e   =  /2, 

o'd'  =  -rr  =  2v/2. 


4 
7^ 


Par  suite  e'  est  le  milieu  de  o'd',  et  la  parallèle  à  o'a'  passe  bien 
par  le  milieu  de  a'd'. 

On  arrive  encore  au  môme  résultat  en  déterminant  les  points 
sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  par  une  sphère 
auxiliaire  de  centre  i  i'  contenant  le  grand  cercle  de  contour  appa- 
rent. Le  rayon  de  cette  sphère  auxiliaire  égale   3^/^. 

Or,  si  l'on  mène  par  i  la  parallèle  à  o'e',  elle  coupe  a'k'  en  un 

point  /  tel  que     i'f  =  eh'  =  3v/2-     Mais  d'autre  part  /  est  le  milieu 

de  a'h'. 

J.  R. 
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BOURSES  DE  LICENCE  PRÈS  LES  FACULTÉS  DES  SCIENCES 
Mathématiques. 

1231.  —  Pans  nn  plan  rapporté  à  des  coordonnées  rectangulaires,  le  mouvement  d'un  point  matériel  est 

défini  par  les  éciuations 

X  —  it-,  1/  =  2t  —  t\ 

La  masse  du  point  matériel  est  i  yr.  ;  l'unité  de  longueur  est  le  centimètre,  l'unité  de  temps  est  la  seconde. 

1°  Former  l'équation  de  la  trajectoire.  Déterminer  l'époque  ii  laquelle  le  mobile  passe  en  un  point  de  la 
trajectoire  dont  on  donne  les  coordonnées  xo,  y»  ;  le  problème  posé  n'admet-il  qu'une  solution  '.' 

La  trajectoire  forme  une  boucle  ;  calculer  l'aire  de  cette  boucle. 

•2°  Déterminer,  pour  l'époque  t,  la  vitesse,  l'arcélération  totale,  l'accélération  tangentielle,  l'accélération 
normale,  le  ravon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  où  se  trouve  le  mobile,  le  travail  accompli  depuis 
l'origine  du  temps. 

3°  Soit,  à  l'époque  t,  (0)  la  droite  qui  contient  l'accélération  totale  regardée  comme  un  vecteur  dont  l'ori- 
gine est  le  point  M  où  se  trouve  le  mobile  à  cette  époque.  Démontrer  que  la  droite  symétrique  de  la  tangente 
en  M  par  rapport  à  la  droite  (D)  est  parallèle  à  une  direction  fixe. 

4°  Montrer  que  la  droite  (D)  reste  normale  à  une  parabole  fixe  dont  l'axe  des  x  est  l'axe  de  symétrie. 

(23  juin,  de  8  h.  à  midi.) 
Sciences  physiques. 

fhysique. 

l.  Définition  de  la  capacité  d'un  condensateur.  Calcul  de  la  capacité  d'un  condensateur  dont  les  armatures 
sont  deux  sphères  concentriques. 

H.  —  1232.  —  Un  pendule  compensé  oscille  devant  le  balancier  d'une  horloge  battant  exactement  la 
seconde.  On  observe  une  première  coïncidence  à  U'  o2°'37*  et  une  seconde  à  ât"  15"  6',  les  deux  pendules  mar- 
chant dans  le  même  sens,  le  pendule  composé  ayant  pris  de  l'avance  sur  le  balancier.  La  longueur  du  pendule 
synchronedu  pendule  composé  est  99=", 11.  Le  terme  dû  à  l'amplitude  est  négligeable. 

Quelle  est  l'intensité  de  la  pesanteur  en  cet  endroit? 

Au  même  endroit,  la  hauteur  du  baromètre  est  exactement  TSS'n'^.SS  à  un  certain  moment,  la  température 
du  mercure  étant  18°6.  Quelle  est,  en  unités  C  G.  S.  (baries)  la  pression  atmosphérique  à  ce  moment? 

Densité  du  mercure  à  0°  13,596.  Coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  0,00018. 
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Chimie. 

I.  Aoide  sulfhydrique. 

II.  —  1233.  —  On  fait  passer  un  courant  de  chlore  sec  sur  du  bore  et  on  recueille  un  liquide  dont  la 
densité  de  vapeur  est  4,065. 

On  demande  la  formule  du  corps  ainsi  obtenu,  étant  donné  qu'en  en  dissolvant  1  gramme  dans  do  l'eau  en 
excès,  on  obtient  un  liquide  acide  qui  exige  pour  être  saturé  k  l'iiéliantine  25i;c,5  d'une  dissolution  de  soude 
contenant  40  grammes  de  NaOH  au  litre.  B  =  il.  Cl  =  35,5,  Na  =  23. 

{24  juin,  de  8  h.  à  midi.) 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
Épure. 


l'rendre  comme  origine  le  centre  de  la  feuille. 
On  donne  les  points 


SS' 

a;  =  —  6, 

2/=  12, 

.-  =  6, 

aa 

a!=  —  10, 

y  =8, 

.-=0, 

o', 

X  =  0, 

y  =  o, 

=  =  0. 

On  considère  le  cône  de  sommet  SS'  et  dont  la  base  dans  le  plan  horizontal  est  une  strophoïde  droite  qui 
a  pour  sommet  a  et  pour  point  double  S. 

Construire  l'intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère  de  centre  SS',  ayant  pour  rayon  6.  Le  point  o\  étant 
considéré  comme  un  point  du  plan  horizontal,  définit  l'intérieui' du  cône.  Représenter  le  solide  commun  au 
cône  et  à  la  sphère. 

Le  même  solide  sera  figuré  dans  une  projection  verticale  auxiliaire,  telle  que  o\  soit  la  nouvelle  projection 
verticale  du  sommet  du  cône. 

On  calculera  en  degrés  ou  grades,  l'angle  de  la  tangente  à  la  projection  verticale  primitive  de  la  courbe,  au 

point  le  plus  bas,  avec  la  ligne  de  terre. 

{23  juillet,  de  8  h.  a  midi.) 
♦ 
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1234.  —  On  considère  l'ellipse  E  qui  a  pour  équation,  rapportée  k  ses  axes,    —y  -H-r^  —  1  =0    et  un 

point  M  variable  sur  cette  ellipse. 

1°  Équation  de  l'ellipse  C  qui  admet  pour  axes  la  tangente  MT  et  la  normale  MN  à  l'ellipse  E  et  qui  est 
tangente  en  0  k  Oy;  la  construire  géométriquement;  montrer  que  son  grand  axe  conserve  la  même  longueur. 

2°  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  l'ellipse  C.  qui  sont  paiallèles  k  OM. 

3°  Lieu  des  foyers  de  l'ellipse  C. 

4°  Résoudre  les  mêmes  questions  pour  l'hyperbole  H  qui  a  pour  axes  MT  et  MN  et  qui  est  tangente  en  0 
à  O.r.  Enveloppe  de  ses  asymptotes. 

1235.  —  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0^,  une  droite  A  et  un  point  I  sur 
cette  droite,  on  considère  deux  points  variables  de  la  droite,  Mi,  Mj,  équidistanis  de  I,  que  l'on  projette  sur  les 
axes  en  Ai,  Bi,  Ci  et  A^,  B^,  C2,  et  on  considère  en  outre  un  plan  P  coupant  les  axes  aux  points  A,  B,  C  tels 

0A=.^.  0B  =  .^,  0C  =  .^, 

d  étant  une  constante  donnée. 

1°  Déterminer  l'ordre  et  la  classe  de  la  surface  S  enveloppe  des  plans  P,  et  trouver  les  traces  de  cette 
surface  sur  les  plans  de  coordonnées. 

2°  .Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  (\,  \)  qui  conduisent  k  la  même  surface  S.  Trouver  le  lieu 
des  droites  A  passant  par  un  point  donné,  l'enveloppe  des  droites  A  qui  sont  contenues  dans  un  plan  donné, 
et,  k  chaque  fois,  le  lieu  des  points  I  correspondants. 

3°  Montrer  qu'à  un  plan  P  on  peut  associer  un  plan  P'  tel  que  les  six  points  A,  B,  G,  A',  B',  C  soient  sur 
une  même  sphère  S.  Lieu  des  centres  et  enveloppe  des  sphères  S.  Enveloppe  des  plans  de  contact  des  sphères 
S  avec  leur  enveloppe.  IJeu  des  droites  d'intersection  des  plans  P  et  P'. 

VASNIEB. 
♦ 
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ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  (Cours  préparatoires  J 902). 


Algèbre. 

1163.  —  Etant  donné  un  triangle  rectangle  AOB  ai/ant  pour  côtés  de  l'angle  droit     OA  =  u     et 

OB  —  b,  on  mène  au  côté  OB  les  deux  parallèles  CD  et  EF,  comprises 
entre  ce  côté  OB  et  le  sommet  A,  et  à  la  distance    CE  =  c    l'une  de  l'autre. 

Soit  X  la  distance  du  point  0  au  milieu  M  de  CE. 

1"  Déterminer  x  de  manière  que  le  volume  engendré  par  le  trapèze 
CDEF  en  tournant  autour  de  OB  ait  une  valeur  donnée  V. 

2°  Discuter  et  déduire  du  résultat  de  la  discussion  te  maximum  et  le 
minimum  de  V. 

Appelons  Vi  le  maximum  de  V  et  d  la  valeur  correspondante  de  OC. 

3°  Prenant     b  =  ——,     déterminer  c  en  fonction  de  a  de  manière  que  V,  soit  égal  au  volume  de  la  sphère 
16  ' 

aganl  d  pour  diamètre. 

4»  Indiquer  le  nombre  des  racines  de  l'équation  en  c  ainsi  obtenue  qui  conviennent  à  la  question. 

Le  volume  V  peut  (''Ire  considéré  comme  la  différence  des  volumes  engendrés  par  les  deux  trapèzes 
OEFB,  OCDE. 

Vol.  OEFB  =  TT.ÔË'xEF-i--l-.ÔË'(OB  — EF), 


Vol.  OCDB 


:.0C"'xCD-t-4--0G'(0B  — CD)  ; 


or    OE  =  a- +  — 1    OC  =  c —;    EF,  CD    sont  les  ordonnées  des  points    F,    D    de  la  droite   AB 

■  X 


a 


-f-  —  1=0)    qui  correspondent  aux  abscisses    xdz  — 
a         b  ^  "  2 


EF 


CD  =  Al  1 


X 

9 


on  en  déduit 


-'('-T)T'-|^l'-i)]-('-T)'[-|^('-i)} 


et  tous  calculs  faits 


V  = 


'tr.bc  r 


■ax- 


] 


Si  V  est  donné,  on  aura  pour  déterminer  l'inconnue  x  une  équation  du  second  degré 


c^  aV 

a;-  —  at-\ — r^  +  _    .     =  0 . 


12        2TtAc- 
D'après  l'énoncé,  une  valeur  réelle  de  x  ne  peut  convenir  que  si  l'on  a 


0  <  j 


<  X- 


<  a. 
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c'est-à-dire 


^<.r<.--. 


1»  Condition  de  réalité  : 


d'où 


a- 

— 

T 

— 

2a  V 

-6c 

^ 

0, 

V 

^ 

■nbc 
2a 

( 

2-  — 

C^ 

Y 

)• 

2°  Cette  condition  remplie,  l'équation  fournira  pour  x  deux   valeurs  réelles,  positives  et  équidis- 


a 


tantes  de  — ,    par  suite  correspondant  à  des  positions  du  point  M  symétriques  l'une  de  l'autre  par 

rapport  au  milieu  de  OA  ;   ces  valeurs  ne  sont  acceptables  qu'à  la  condition  d'être  comprises  dans 

c  c 

l'intervalle—,     a  — -5--    Cela  exige  que  l'on  ait  : 


/  c  \         J  c  \  c-        ac         aV 


En  résumé,  le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a  : 

r.bc^  ,'  2     \       „        -Kbc  l 


Pour 


■Me'  I  l     \  -^bc  /'  c'\ 

— ("-tO^'  <_(^„--_ 

T<bc'  /           2     \  c 

V  =  la c\       (minimum),    l'une    des    racines    est      a^' = -—    (CD   se   confond 

a     \  3     y  2 

avec  OB);  l'autre  est    a"  =  a —    (le  point  E  est  en   A,  le  trapèze  DCEF  se  réduit  à  un  triangle). 

Dans  le  cas  du  maximum,    V  =  -—  (a} ^V    les  deux  racines  sont  confondues  : 


X    ^  X'  =  —^ 


le  point  M  est  au  milieu  de  OA  et  on  a    OC  =  rf  =  — 

11  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  trouvée  pour  le  minimum  est  toujours  inférieure  à  la  valeur 
trouvée  pour  le  maximum.  En  effet,  l'inégalité 

se  réduit  à 

a'  —  2ac  H-  c^  >  0 
toujours  vérifiée. 


c 

Soit     b  —  -—-  ;    pour  que 

16 


32a  V  3/6  6 


1      (a  -  cf 


8 

il  faut  prendre     c<i,a    et  racine  de  l'équation  : 

c^(3a-  — C-)  =  2a(a  —cf. 
Cette  équation 

f[c)  =  c*  —  2ac3  +  ià-c'^  —  loa^c  +  2a'  -  0, 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


2S7 


(iu  quatrième  degré,  complète  et  no  présentant  que  des  variations,  ne  peut  admettre  que  des  racines  posi- 
tives (0,  2  ou  4). 

I^a  dérivée 

f'{r)  =  4c'  —  (\ac-  -h  6a-c  —  Oa^ 

est  complète  et  du  troisième  degré.  Mais  la  dérivée  seconde 

f"[c)  =  12c2  —  12af  -I-  6a^  =  6[c=  -h  (a  —  cf] 

n'a  pas  de  racinn.  La  suite  de  HoUe  pour  l'équation  dérivée 

fie)  -  0 

ne  comprenant   qu'un   intervalle     ( — oo    à     -f- ^c  ),  celte   équation  a  ime  racine  réelle  seulement,  a, 

comprise  entre  rt  et  !:!a.    L'équation     /"(c)  nz  0     a  donc  au  plus  deux  racines  réelles,  d'ailleurs  positives; 

pour  séparer  ces  racines,  il  suffirait  de  substituer  dans  /"(c)  les  nombres  0,  «,  -l-oo.   En  substituant  0,  a, 

2a  et   H- 00    on  met  en  évidence  une  racine  comprise  entre  0  et  «  qui  convient  au  problème,  l'autre 

entre  a  et  2(7  qui  ne  convient  pas.  11  y  a  donc  une  seule  valeur  de  c  répondant  à  la  question. 


P.  L. 


Bonne  solution  lie  M.  F.  PfeioniEn,  n  Carcassonne. 


Géométrie  analytique. 

1164.  —  Lien  du  pninl  dn  concours  n  des  normales  à  une  pnrnhole  nn.v  points  m  et  m'  oh  celle 
courbe  est  rencontrée  par  une  sécante  mm'  r/ui  passe  par  un  point  fixe  p. 

Soient  xo,j/„  les  coordonnées  du  point  fixe  p,  «,  p  les  coordonnées  du  point  n. 
L'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  n  aura  pour  équation 

^■>j  —  ['' —  p)y  —  p?  =  0, 

et  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  de  rencontre    de  celte 
hyperbole  avec  la  parabole  donnée  sera  de  la  forme 

(1)  rf  -  ipx  +  l[xy  -  (a  -  p)y  -/)?]=  0. 

L'un  des  trois  systèmes  de  sécantes  communes  sera  formé  par  la  droite  mm' 
associée  à  une  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole.  Or  les  directions  asymptotiques  des  coniques  du  faisceau 
sont  données  par  l'équation 

y-  -+-  Ixy  =  0  (f/  =  0  y  -h  i.x  =  0). 

La  droite  mm'  aura  pour  équation     ;/  —  ;/„  -+-  X(a?  —  x„)  =  0    et  la  seconde  sécante  sera  représentée 
par  une  équation  de  la  forme     //  =  fi.     Identifions  l'équation  (1)  avec  l'équation 

(;/  —  i^)[y  —  ?/o  -^  H-v  —  x„)]  =  0, 

il  vient  : 

2/3  =  /,a, 

),(a  —  p)  =  jji  +  î/o  +  Xa"o, 

En  éliminant  X  et  [ji  entre  ces  trois  équations,  on  obtiendra  l'équation  du  lieu.  Remplaçant  X[x  par 
2p  dans  la  troisième,  on  aura  pour  calculer  X  et  fi  deux  équations  du  premier  degré  : 

Mx,  —  a  -h  p)  -h  [x  +  y„  =  0, 
XpP-t-fjLj/o-t-SpXo  =  0, 


d'où  l'on  tire 


X  ^ 


yl  —  'ipxo 


p'P- 
1^  =  — p- 


-  ?/o«  —  yo(-ï'o  +  v) 

i/oP  ■+-  2x0»  —  2xoCa-„  ■ 


■p) 


Pp-^-?/o='  —  .Voiaîo-H  p) 
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Portant  dans     Àfx  =  2;;.     il  vient 

2[/'S  -H  ?/„ot  —  rj,{Xo  -+-  p)f  +  (yl  —  2px„)[yoP  H-  2x„a  —  2a-„(j;„  +  p)]  =  0. 
En  remplaçant  a  et  p  par  des  coordonnées  courantes  on  aura  l'équation  cherchée 

2  lp{y  —  î/o^  ^  yo  (x  —  a;„)]^  -f-  (î/S  —  2/jj-„)ri/„j/-H  2xo  (J^  —  a:,,  —  p}]  =  0, 
c'est  l'équation  d'une  parabole  ;  on  a  en  évidence  le  diamètre 

p{y  —  Vo)  +  ?/o  (-r  —  -To)  =  0, 

qui  passe  par  le  point  p[x^,yo)et  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre 

VoV  -+-  2a-o(a.-  —  x„  —  p)  =  0. 
Ces  deux  droites  se  coupent  sur  l'axe  des  x,  au  point    y  =  0,  x  =  x^  -h  p.  Ce  point  correspond  au 
cas  où  la  corde  mm'  étant  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole,  les  normales  aux  points  m  et  m'  sont 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  cet  axe.  Le  second  point  de  rencontre  du  lieu  avec  l'axe  des  x 
correspond  au  cas  où  la  corde  mm'  passe  par  le  sommet  de  la  parabole.  Le  point  n  ne  peut  être  rejeté 
à  l'infini  que  si  l'un  des  points  m  ou  m'  est  rejeté  à  l'infini,  ce  qui  exige  que  la 
corde  mm'  soit  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  ;  dans  ce  cas  le  point   m'    est 
rejeté  à  l'infini,  le  point  m  est  en  q,  le  point  n  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direc- 
tion qr  perpendiculaire  à  la  tangente    qt   au  point    q    (coefficient  angulaire    de 

P  Vo 

Qt  =  -^;     coefficient  ansulaire  de  la  normale    qr  = ;     c'est  le  coelli- 

Vo  P 

cient  angulaire  du  diamètre  mis  en  évidence  plus  haut). 

Remaeoi-'e.  —  Désignant  par  (x,;/)  les  coordonnées  du  point  n  et  par  (a,^)  les 
coordonnées  du  pôle  tangentiel  de  la  droite  mtn',  on  a 

2?- 

P 
2a3 

y  =  — 


(2) 


7^ 


Ecrivant  que  la  droite  mm',    polaire  du  point  (ï,^),  passe  par  le  point  a",,)/^,  il  vient 

(3)  |îj/„-p(x„+a)=0. 

En  éliminant  x,6  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  on  aurait  l'équation  du  lieu. 


P.  L. 


Bonne  solution  de  M.  R.  Bocvaist. 

Autres  solutions;    MU.    J.    Haai;,  à  Pont-à-.Mousson  ;    T.  Lemovne,  à  Troyes  ;  J.-B.  Mirtin,  .i  S'-Etienne  (Valbenoite)  ;  M. 
Trkillod. 
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1169.  —  Déterminer  tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  pour  lesquels  l'expression 
(_.r  4- yy/ —  l)'     est  réelle  et  supérieure  n  S. 

Ayant  tracé  deux  axes  rectangulaires,  indiquer  sur  la  figure  les  points  dont  ces  valeurs  de  x  et  de  y 
sont  les  coordonnées. 


L'expression     {x-hy/—  iY    s'écrit    x^  ~3xy' -h  J— i{3x-y  —  y');     pour  qu'elle  soit  réelle,  il  faut 
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déjà  que    3x-ij  —  y^    soit  nulle  et  nous  devrons  avoir  ensuite 
x^  -  :1tî/2  >  8.     La  question  est  donc  résolue  par  l'équation 

ixhj  —  y^  =  0, 
accompagnée  de  la  restriction 

a;'  —  3a;)/-  >  8  ; 
or    l'équation    trouvée    se    décompose    en    deux  :     y  =  0     et 
j/2  —  ;j.j,.2j     pour     y  =0,     l'inégalité  devient 


a'>8 


ou 


x>2; 


donc  tous  les  points  de  Ox,  au  dehl  du  point  d'abscisse  2  et  du 
côté  des  X  positifs,  conviennent;  pour  y-  =  or-,  l'inégalité 
devient 

-  8.T'  >  8  ou  x'  < 


), 


elle  donne    x  <  —  1  ;     donc  tous  les  points  des  deux  droites 

y  r=  ±  aV3 
situés  à  gauche  de  la  droite    x  =  —  I     conviennent. 

La  figure  ci-dessus  renferme  tons  les  résultats  indiqués. 

Bonne  solution:  M.  F.  PÉconii-n,  à  Carcassonne. 

Assoz  bonnes  solutions:  MM.  Canet,  à  Nancy,  et  R.  Javelot. 


R.   BOUVAIST. 
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1171.  —  Pai-  un  point  fixe  A  d'un  cercle  donné  on  mène  deux  cordes  rectangulaires  variables  \B  et  AC. 
I"  I.e  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  de  diamètres  AB  et  AC  est  une  strophoïde  droite. 
2°  Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  donné  et  du  cercle  de  diamètre  AB  est  une  quartique.  Cons- 
truire la  courbe. 


1.  Soient  B'  et  C  les  milieux  de  AB  et  AC;  les  cercles  décrits  sur  ces  cordes  comme  diamètres 
ont  pour  centres  les  points  B'  et  C,  leurs  rayons  sont  égaux  à  AB'  et  AC,  et  par  suite  leurs  centres  de 

A  R' 
simililude  sont  sur  la  droite  R'C  et  divisent  B'C  dans  le  rapport ;-.    Il  en  résulte  que  ces  points 

AL* 

sont  à  l'intersection  de  la  droite  B'C  et  des  bissectrices  de  l'angle  BAC. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  du  point  A,  pour  axe  des  y  la  tangente  au  cercle  en  ce  point; 

l'équation  du    cercle  ost   alors     x- h- j/^  _  sRa- =  o.     La  droite  BC  passe  par  le  centre  0  du  cercle, 

puisque  l'angle  BAC  est  droit.  Désignons  par  y  —  m{x  —  K) 
son  équation.  Nous  avons  facilement  l'équation  de  l'ensemble  des 
droites  AB  et  AC  en  éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre 
les  équations  du  cercle  et  de  la  droite  BC;  nous  trouvons  ainsi 

^2_I_„2  ^^ 


X' 


2Rx 

mx-  —  '3.1 


de  AO,  son  équation  est  donc    y  = 


niR 

xy  —  mij-  =  0, 

et  l'ensemble  des  bissectrices  de  ces  deux  droites  a  pour  équation 
(  1  )  X-  '-h  2mxi/  —  y-  =  0 . 

La  droite  B'C  est   parallèle  à  BC  et  passe  par  le  milieu  H 
R 
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Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  suffit  d'éliminer  m  entre  cette  équation   et  l'équation  (I).  Ce  calcul 
est  immédiat  et  donne 

y'  —  ■'■"  y 


ixy 


11 


ou,  en  simplifiant. 


U 


.r(.T-  +  »/^)  + —  (?/-  —  x^)  —  0. 


Cette  équation  représente  une  strophoïde  droite  ayant  le  point  A  pour  point  double  et  le  point  H 
pour  sommet. 

2.  Dans  cette  nouvelle  question,  les  points  du  lieu  sont  à  l'intersection  de  la  droite  OB'  et  des 
bissectrices  de  l'angle  OAB.  Soit  )  le  coefficient  angulaire  de  AB  ;  OB'  étant  perpendiculaire  à  AB  a 
pour  équation 


(2) 


-y(.-R). 


Les  bissectrices  de  l'angle  OAB  ont  pour  équation 

y  —  1x 


y 


±v/r 


X"- 


ou 


(3)  kx''—'2xy~hf^0. 

Éliminons  X  entre  (2)  et  (3),  nous  avons  l'équation  du  lieu;  nous  obtenons  ainsi 

x  —  R 


'ixy 


x'  —  y'  y 

ou  x{x'-  +  j/2)  —  R(x'-  —  y")  =  0, 

équation  qui  représente  une  strophoïde  droite  ayant  le  point  A  pour  point  double  et  le  point  0  pour 

sommet. 

M.  TREILLOU. 


Solution  géométrique.  —  1.  Les  centres  de  similitude  S  et  S'  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  AB 
et  AC  sont  à  l'intersection  de  la  ligne  des  centres  B'C  et  des  bissectrices  de  l'angle  BAC.  Soit  D  le  point  de 
rencontre  de  B'C  et  de  A;/. 

Or  nous  avons 

DÂS'  =  DÂB'  +  B^  =  ACB  +  4o°, 
et  ASTJ  =  ACT?'+'CAS'='ACB  +  45''; 

par  suite    DAS'  =  AS'i»,     le  triangle  DAS'  est  isocèle  et  comme  AS  est  perpendiculaire  ;i  AS',  on  a 

DS  =  DS'  =  AD, 
ce  qui  montre  que  le  lieu  des  points  S  et  S'  est  la  strophoïde  de  sommet  H  et  de  point  double  A. 

2.  Les  centres  de  simililude  du  cci-cle  donné  et  du  cercle  de  dia- 
mètre AB  sont  les  pieds  des  bissectrices  de  l'angle  OAB  sur  la  ligne 
des  centres  OB'.  Le  triangle  ADS'  est  encore  isocèle  ;  en  efl'et,  nous 
avons 

dIs^=Tub  +  ^=.d5à+ôab: 


-        et 


DS'A  =  DOA  -I- 


OAB. 


pur  suite  IMS'  =  US'A,  AD  =  DS'  =  DS,  et  le  lieu  des  points  S 
et  S'  est  la  strophoïde  droite  qui  a  pour  point  double  le  point  A  et 
pour  sommet  le  point  O. 

PARROD,  à  Vesoul. 

lionnes  solutions  :  MM.  R.  Bouvaist  ;  J.  Haag  ;  H.  Lefévre  ;  .1.  Mabchal  ;  J.-Iî.  Maiitin,  pensionnat  de  Valbenoîte,  à  Saint- 
Etienne  ;  P.  ïbibieb;  L.  Sade,  lycée  de  Marseille;  H.  Vial. 
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1189.  —  Construire  la  courbe  représentée  par  Véqualion 

a  =  x'\ 

a  désignant  une  constante  positive  (qu'on  supposera  plus  grande  'l'te  1,  jiour  fixer  les  idées).   Déterminer  le 
point  d'inflexion  et  la  tangente  en  ce  point. 


L'équalion  proposée  est  équivalente  à  l'équation     y  =  log^  n     ou    y  =  —  ■     G 


log„  c 


est  sous  cette 


forme  que  nous  allons  étudier  la  fonction  y  en  supprimant  l'indice    a;    dans  tout  ce  qui  suivra,    lo^a; 
désignera  le  logarithme  de  x  dans  le  système  de  base  a. 

Puisque  a  est  plus  grand  que  1,  loga-  est  une  fonction  croissante,  donc  y  est  décroissante,  et  des 
variations  connues  de  logx,  on  déduit  sans  peine  celles  de  »/,  qu'on  peut  représenter  dans  le  tableau 
suivant  : 

0  I  — 


0        décroit 


4-00         décroît  0 

La  courbe  correspondante  présente  un  point  d'arrêt  à  l'origine.  Pour  déterminer  la  tangente  en  ce 

point,  cherchons  la  limite  du  rapport  -^  quand  xtend 

X 

vers  0.  Nous  avons 

y  1      . 


X         a;  logo: 


or  on  sait  quexlogi-  a  pour  limite  zéro  pour    x  =  0, 

donc— croît  indéfiniment;   la  tangente  à  l'origine 

est  Oî/. 

La  droite  x  =  \  est  asymptote,  et  on  aper- 
çoit l'existence  d'un  point  d'inflexion  que  l'on  peut 
déterminer  en  cherchant  la  valeur  de  x  qui  annule 

dx'" 

Nous  avons 


dy_ 
dx 


loge 

a:(loga?)^ 


et 


I 


rf2|;  loge  „,  , 

d^=ïi(ïS^Llog.  +  21og.J. 

1 

Pour  que  la  dérivée  seconde  de  y  s'annule,  il  faut  qu'on  ait    iog  x  = — 21oge    ou    logx  =  log— ;■ 

ou    X  =  -—■    De  plus,  quand  x  traverse  cette  valeur,  -j-^  change  de  signe  ;  le  point  M  correspondant 
e  dx^ 

est  donc  bien  un  point  d'inflexion.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont    a,-    =  —--,    y„  = ; 

^  t'  0         g2       30  2  loge 

Calculons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point.  La  valeur  de  -^^  pour     r  =  — -  est 

dx  e- 


ou 


Vo 


4  loge         2.r„ 


Par  suite,  pour  construire  la  tangente  au  point  M,  nous  mènerons  MP  perpendicu- 
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laire  sur  Ot,  nous  joindrons  le  point  0  au  milieu  1  de  MP,  et  la  tangente  au   point  M  sera  parallèle 

à  01. 

J.  HAAG,  à  Nancy. 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  ;  R.  Javelot,  à  Givet  ;  J.  Mabécuet,  lycée  de  Saint-Etienne  ;  P.  Tridier. 
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1158.  —  Deux  boules  métalliques  dont  la  distance  des  centres  est  d  centimètres  sont  chargées  posi- 
tivement, la  première  d'une  masse  électrique  Q,  la  seconde  d'une  masse  q.  Une  halle  de  sureau  est  assujettie 
à  se  déplacer  sirr  la  iitjne  des  centres.  Déterminer  la  position  d'équilibre. 

Application  :  d  =  où'"',      +0  =  16,      +7=4. 

{Ecole  centrale,  2°  session  1902.) 

Soient  A  et  B  les  boules  respectivement  chargées  de  Q  et  de  q,  M  la  position  d'équilibre  de  la 
balle  de  sureau,  et  x  le  segment  AM  compté  positivement  dans  le  sens  AB.  Pour  déterminer  .r,  écri- 
vons que  les  forces  produites  par  les  boules  A  et  B  en  M  sont  égales  :  alors  les  influences  se  contre- 
balanceront et  la  balle  de  sureau  restera  neutre.  On  sait  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux  masses 
et  inversement  proportionnelles  aux  carrés  des  distances;  nous  aurons  donc 

Q  _      ? 

x^         (d  —  a;)- 

Pour  que  les  forces  soient  de  signes  contraires,  la  balle  de  sureau  doit  être  entre  A  et  B  ;  x  et 
d  —  X    sont  positifs  et  on  peut  écrire 

JÎji  =  Li ,  d  ou  X  =  —— —  d . 

X  d  —  x  v'U  -H  vq 

En  faisant  l'application  numérique,  on  obtient 


X  =  33-:r 

o 


J.  HAAG,  à  Nancy. 


La  position  calculée  ci-dessus  est  une  position  d'équilibre  instable  et  la  balle  de  sureau,  écartée 
infiniment  peu  de  cette  position,  va  se  précipiter  sur  l'une  des  boules  métalliques,  par  exemple  sur  celle 
qui  porte  la  charge  Q,  et  prendre  une  partie  AQ  de  cette  charge,  la  fraction  k  dépendant  des  dimen- 
sions respectives  de  la  boule  et  de  la  balle.  Celle-ci  sera  alors  repoussée  d'un  côté  par  la  charge 
(1  _  k)Q  restée  sur  la  première  boule,  de  l'autre  côté  par  la  charge  q  de  l'autre  boule  ;  il  y  aura  équi- 
libre et,  cette  fois,  équilibre  stable,  à  une  distance  y  telle  qu'on  ail 

(1-A-jQ  (/ 

y'  {d-yr  ' 

d'où 


^i-^-^'û   ^,^  =  _^il^i_ioo. 


1 

Par  exemple,  si  la  boule  et  la  balle  ont  mémo  dimension,     /.■  =  —  et  il  vient 

y  =  50(2  —  v/-î)  =  29"",3. 
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CONCOURS   DE   1903    (suite) 


ÉCOLE  CENTRALE  (Première  session). 

Malliémaliques. 

SïATKjUE. 

1236.  —  1°  Énoncer  sans  démonstration  les  conditions  d'équilibre  communes  à  tous  les  systèmes  matériels 
libres. 

2»  Deux  barres  articulées  en  A  à  une  hauteur  H  au-dessus  d'un  plan  horizontal  poli,  sur  lequel  posent 
leurs  pieds  li  et  C,  sont  niaiiilcniios  dans  un  plan  vertical  où  elles  sont  figurées  par  les  lignes  droites 
BA  =  /,  CA  =  l'.  Elles  sont  réunies  par  un  lil  horizontal  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  plan  horizontal  ;  la 
barre  BA  porte  un  jjoids  P  attaché  en  un  point  l)  tel  que     1!1)  =  u.BA. 

Déterminer  la  tension  du  lil  et  les  réactions  de  l'articulation,  en  négligeant  le  poids  des  barres  et  en  les 
supposant  rigides,  en  négligeant  le  poids  du  til  et  en  le  supposant  inextensible. 

Géométrie  analytique  et  Cimémaïujle. 

1237.  —  fhi  donne  deux  axes  quelconques  Oa;,  Oy,  un  point  X{x  =  n)  sur  l'axe  des  .r,  un  point 
B(!/  =  b)     sur  l'axe  des  y. 

1°  Former  l'équation  de  la.  parabole  tangente  aux  axes  respectivement  aux  points  \  et  B. 

2"  Un  voyageur  parcourt  l'axe  des  i/  d'une  vitesse  constante  c,  dans  le  sens  positif.  Au  moment  oii  il  part 
de  l'origine  des  coordonnées,  son  chien  part  du  point  A  se  dirigeant  constamment  vers  son  maître  qu'il  rejoint 
au  point  B,  après  avoir  parcouru  l'arc  de  parabole  AB.  On  demande  les  équations  des  projections  sur  les  axes 
du  mouvement  du  chien  et  la  vitesse  niiiiiiuuui  de  ce  dernier  en  supposant  les  axes  rectangulaires. 

U  juillet,  de  7  It.  à  li  h.) 

Phi/si(jiie  cl  Chimie. 

l.  —  Oscillation  dun  barreau  aimanté  dans  un  champ  uniforme.  Comparaison  des  moments  magnétiques 
des  barreaux  et  des  intensités  de  champs. 

H.  —  1238.  —  On  mélange  \s'  de  vapeur  d'eau  à  100°,  Es''  d'eau  à  f  et  G«^  de  glace  à  zéro  ;  quelle  sera  la 

température  x  de  l'eau  qu'on  obtiendra?  Quel  doit  être  le  rapport  —  pour  que  la  température  finale  soit  i°! 

Chercher  .c  avec  les  données  suivantes  :     V  =  30,    E  =  2000,     G  =  130,     «  =  10. 
Chaleur  de  vaporisation     L  =  337  ;    chaleur  de  fusion     /  =  80. 

m.  —  Eau  régale. 

IV.  —  1239.  —  Une  salle  de  dimensions    6"  X  4"°,')  X  5™    renferme  de  l'air  pur  et  sec. 

On  mélange  à  cet  air  le  gaz  provenant  de  la  réaction,  à  chaud,  d'un  certain  poids  de  ferrocyanure  de  po- 
tassium anhydre  sur  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré.  On  prélève  100  litres  de  l'air  ainsi  vicié,  et  on  les 
fait  passer  lentement  dans  un  tube  étroit  A  contenant  des  cristaux  d'anhydride  iodique,  puis  dans  un  tube  sem- 
blable B,  rempli  de  cuivre  pulvérulent  très  pur. 

Les  deux  tubes  A  et  B  sont  disposés  dans  une  étuve  chauffée  ii  100°  environ,  et  le  tube  k  cuivre  a  été  taré 
avant  l'expérience.  Quand  elle  est  achevée,  son  poids  a  augmenté  de  22  milligrammes  858. 

On  demande  :  i"  D'expliquer  et  de  formuler  les  réactions  qui  se  passent  entre  le  ferrocyanure  et  l'acide 
sulfurique  concentré  d'une  part,  et  dans  chacim  des  tubes  A  et  B  d'autre  part; 

2"  Quelle  est  la  proportion,  en  volume,  du  gaz  étranger  mélangé  à  l'air  de  la  salle  ; 

3"  Quel  poids  de  ferrocyanure  anhydre  a  été  décomposé. 

Pour  simplifier,  on  supposera  les  gaz  mesurés  dans  les  conditions  normales,  et  on  ne  fera  pas  de  corrections. 

(Chaque  candidat  i'ei;oit  un  tableau  des  poids  atomiques.) 

{i  juillet,  de  2  h.  112  a  .',  h.  1/2.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Géomélrir  descriptive. 

Intersection  de  trois  coxes.  —  Solide  commun. 

1240.  —  Un  tétraèdre  régulier  a  sa  base  ABC  dans  le  plan  horizontal  et  son  arête    SA   parallèle  au   plan 

vertical.  Les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC  de  ce  tétraèdre  sont  respectivement  les  axes 
de  trois  cônes  de  révolution  ayant  comme  sommets  les  trois  points  A,  B  et  C.  I,ft 
demi-angle  au  sommet  de  chacun  de  ces  trois  cônes  est  de  30°. 

On  demande,  après  avoir  construit  les  projections  des  intersections  de  ces 
trois  surfaces  deux  à  deux,  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide 
commun. 

Titre  extérieur:  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur:  Solide  commun 
à  trois  cônes. 

Cadre  de  270""  sur  450™".  —  Ligne  de  terre  XV  à  220""  du  côté  intérieur 
du  cadre.  —  Côté  du  tétraèdre  150"™.  —  Eloignement  du  point    S,  110™°'. 

La  projetante  de  S  se  conlond  avec  la  ligne  médiane  parallèle  aux  grands 
côtés  du  cadre. 

tô  juillet,  de  7  h.  à  11  h.) 
Trigonométrie. 

I'boblèue. 

1241.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  connaît  l'angle  A,  le  périmètre  2/>  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 
1"  Calculer  les  tangentes  des  moitiés  des  angles  B  et  C. 

2°  Trouver  les  limites  du  rapport  —  pour  que  le  problème  soit  possible. 

3°  Construire  géométriquement  le  triangle  ABC  et  discuter. 

4°  Faire  concorder  les  conditions  de  possibilité  obtenues  dans  les  deux  méthodes. 


C.\LCUL. 


1242. 


Calculer  les  arcs  positifs,  inférieurs  à  360°,  qui  vérifient  la  formule 


sini  X 


■71  \  y  a-  cos  2a 


tg-3? 


0,371258, 


t4lo3T43", 


^  =  104°  13' 28",  0. 


(5  juillet,  de  2  h.  1/2  à  5  h.  112.) 
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1243.  — On  considère  une  ellipse  et  son  cercle  principal  ;  un  rayon  mené  par  le  centre  0  de  l'ellipse  rencontre 
d'un  même  côté  du  grand  axe  l'ellipse  et  le  cercle,  respectivement  en  M  et  P.  Trouver  et  construire  la  courbe 
lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  à  l'ellipse  avec  la  parallèle  au  petit  axe  menée  par  le  point  P. 

E.-N.  BARISIE.\. 

1244.— Les  deux  extrémités  d'un  segment  vu  d'un  point  fixe  0  sous  un  angle  droit  glissent  sur  deux  droites 

fixes  A  et  i'.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  porte  ce  segment  et  le  lieu  de 

son  milieu. 

E.-N.  BARISIEN. 

1245.  —  On  considère  deux  droites  fixes  S,  A'  et  deux  points  fixes  A  et  A'.  On 

A  M 


prend  sur  ces  droites  des  points  M  et  M'  tels  que      "".j,  =  A-,     et  on  demande  le  lieu 

du  point  de  rencontre  des  droites  AM,  A'M',  ainsi  que  l'enveloppe  de  la  droite  M.M'. 

E.-N.  BARISIE.\. 


BAI\-LE-UOC. 


IXV.    COMTE- JACQUET. 


Le  Rédacleur-Gérunt  :  H.  VUlHEllT. 


13»  Année.  N°  12  Septembre  1903. 

REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES  EQUATIONS  DU  TROISIEME  DEGRE 

qui  servent  à  la  recherche  des  plans  principaux  d'une  surface  du  second  ordre 
ou  à  l'étude  de  l'intersection  de  deux  coniques.  —  Discussion  algébrique 
complète  de  ces  équations. 


1.  Lu  méthode  que  je  vais  exposer  pour  l'étude  de  ces  équations  repose  essentiellement  sur  deux 
théorèmes  bien  connus. 

Le  premier  est  celui-ci  : 

La  condilion  nécessaire  el  siif/isanlc  pour  (/u'uiii'  f onction  du  second  deijré,  humogène  el  à  n  variables 
Xi,  x«,  .  .  . ,  x„,  soit  la  somme  des  carres  de  fondions,  en  nombre  inférieur  à  n,  linéaires,  homogènes  et  indé- 
pendantes de  ces  variables,  eslyue  les  n  dérivées  partielles  soient  nulles  pour  des  valeurs  de  Xy,  x-^,  . .  .,  x„, 
qui  ne  soient  pas  toutes  nulles. 


Le  second  théorème  est  celui-c 


La  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  n  équations  linéaires  et  homogènes  à  n  inconnues  a?i, 
x>,  .  . .,  Xn  soient  vérifiées  pour  des  râleurs  des  lettres  r,,  Xo,  .  . . ,  x„  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles,  est  que 
le  déterminant  des  coefficients  des  innmnues  dans  ces  équations  soit  nul. 

J'admetlrai  ces  deu\  théorèmes,  qui  sont  aujourd'hui  classiques,  et  je  vais  étudier  séparément 
chacune  des  trois  questions  que  je  me  suis  proposées. 

2.  Recherche  des  plans  principaux  dans  une  surface  du  second  ordre. 
Je  désigne  par  ?(r,  y,  z)  la  fonction  homogène  et  du  second  degré  : 

kx^-+\'i/  -+-  .V'-J  +  2Bt/:  -h  mzx  -+-  2b"xy, 
et  par 

o(x,  g,  :)-(-2Ca-+2C'î/-l-2C";  +  D  =  U, 

l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées  à  troix  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

J'appelle  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  pris  sur  une  corde  principale  menée  par  l'origine  des 

coordonnées,  et  je  désigne  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes.  Alors,  les  équations  de  cette  corde 

principale  sont  : 

X   _  ^  _  _Z 

x  g  z 

et  l'on  a,  pour  équation  du  plan  principal  correspondant  ; 

T  ?^^  +  Y  •  "'^  ^  T  •  =^  ^  ^''''  '^  ^'^  "^  ^"'  ^  ^' 


à  condilion  que  x,  g,  z  vérilienl  les  relations  suivantes 

1  1 


■o„ 


2   ■■'  2 


?= 
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C'est  donc  de  la  lésolulion  de  ces  équations  que  dépend  la  question  posée.  Mais  le  problème  se 
résout  d'une  façon  plus  symétrique  et  bien  plus  élégante  si  Ton  introduit  une  nouvelle  inconnue  S,  qui 
représentera  la  valeur  commune  des  trois  rapports  écrils  plus  haut. 

On  obtiendra  alors  les  trois  équations  suivantes  : 

I  i <f :  -  Sx  =  (A  -  S).r  +  B"y  +  R'r  =  0, 
(1 J  )  i  o:  -  Sy  =  B"x  +  (  A'  -  S)y  +  B:  =  0, 

f  1  tp:  _  S:  =  B'a-  -1-  Bt/  +  (A"  —  S);  =  0  ; 

d'après  la  nature  même  des  inconnues  x.  y,  z,  ces  équations  doivent  donner  piiur  .t,  y,  z  des  valeurs 
qui  ne  soient  pas  toutes  trois  nulles;  il  faudra  donc  que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois 
lettres  dans  les  équations  (1)  soit  nul,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  équation  du  troisième  degré  qui  donne 
les  valeurs  de  S  : 

A  —  S  B"  B' 


(2) 


B"       A'  —  S        B 
B'  B      A   — 


=  0. 


Ces  valeurs  de  S  étant  calculées,  les  équations  (1)  donnent  pour  chacune  d'elles  une  direction  prin- 
cipale ou  une  infinité,  et  le  plan  principal  s'obtient  aisément  à  chaque  fois,  surtout  en  remarquant  que 
son  équation  se  simplifie  et  s'écrit  : 

(3)  S(a;X  -I-  »/Y  +  :Z)  -+-  Cx  -+-  Ci/  -\-  C"z  =  0 . 

Je  remarque  maintenant  que  l'équation  (2)  exprime  que  la  différence  : 

o(x,î/,  ;)-S(x2-f-t/^+z=), 

est  la  somme  des  carrés  de  deux  fonctions  au  plus,  linéaires,  homogènes  et  indépendantes  de  x,  y,  z  ; 
de  plus,  si  l'on  suppose  les  coefficients  de  o(.r,  ;/,  :)  réels,  et  c'est  le  cas  dans  lequel  je  me  place,  l'équa- 
tion (2)  a  nécessairement  une  racine  réelle  So,  puisque  celte  équation  est  du  troisième  degré.  Pour  cette 
racine  réelle  Sq,  on  a  donc  : 

(i)  o{x,  !/,:)-  S„(a;2  +  y'  +  z'-)  =  P' +  P'\ 

identité  dans  laquelle  P  et  P'  désignent  deux  fonctions  linéaires,  homogènes  de  .r.  y,  z  : 

P  ^  o.r  +  by  -h  cz, 
P'  ^  a'x  -1-  b'y  -+-  c'z. 

Il  faut  que  les  coefficients  du  second  membre  de  l'identité  (4)  soient  réels;  donc  les  coefTicients 
a,  h,  c  seront  réels  ou  les  produits  par  ('  de  nombres  réels,  il  en  sera  de  naême  de  a',  h'  c'  ;  on  peut 
même  affirmer  qu'un  seul  groupe  de  ces  coefficients  pourra  iHre  imaginaire;  car,  si  les  deux  groupes  se 
trouvaient  de  cette  nature,  il  n'y  aurait  qu'à  reprendre  la  question  en  changeant  les  signes  de  tous 
les  coefficients  de  ^{x,y,z)  et  cela  serait  évité.  J'ai  donc  le  droit  de  supposer  a,b,c  réels  et  a',b'c'  réels 
aussi  ou  égaux  à  des  nombres  réels,  multipliés  par  l'imaginaire  i. 

Cela  posé,  on  peut  mettre  sous  une  forme  remarquable  l'équation  du  second  degré  qui  donne  les 
deux  autres  racines;  il  suffit  de  poser     S  =  S^  +i  et  d'exprimer  que  la  différence  : 

o(x,  -/,  =)  -  (S„  ^-  s)(x'-  +  y^  +  z')  =  P-^  +  P'^  -  s{x-^  -^  y' ^  z'^), 

est  une  somme  des  carrés  de  deux  fonctions  linéaires  et  homogènes  en  ■r,y,z.  Cela  s'exprimera  en 
annulant  les  dérivées  partielles  relatives  à  .r,  ?/,  :,  et  en  exprimant  que  les  cinq  équations  : 
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SX  —  aP  -\-  a'F', 
sy  =  bP  -h  b'P', 

SI    =  cP  -+-  C'P', 

P  =  ax  -}-  /jy  -+-  c:, 

F  =  a'x  -+-  b'y  +  t'î, 
sont  satisfaites  pour  des  valeurs  des  lettres  x,  y,  :,  1',  P',  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles;  or,  si  on  mul- 
tiplie les  trois  premières  équations,  soit  par  a,  b,c,  soit  par  a',  h',  c\  et  qu'on  ajoute  à  chaque  fois,  on 

obtient  : 

(s  —  a'  —b"-  —  c2)P  ^  i^aa'  +  bb'  +  cc')P', 

{aa'  -t-  bb'  +  cc')P  =  (s  —  a'-  —  6'-  —  c'-)P'  ; 
d'où  l'on  conclut  l'équation  qui  donne  s  : 

(5)       s-  —  (a-  +  b-  -f-  f'-  -t-  a'^  -h  //-'  -+-  c'^)s  -+-  [a-  +  b-  -+-  c-){a'*  -h  //=  -f-  c'^)  —  {aa'  -h  hb'  ^-  cc'Y  =  0. 

Cette  équation  a  toujours  ses  deux  racines  réelles  ;  car,  si  '(',  b',  r'  sont  réels,  la  quantité  placée  sous 
le  radical  est  positive  : 

(a=  -t-  b'  +  c^  -  a'=  —  b''  —  c'y-  +  i(aa'  +  bb'  +  ccy  ; 

si  «',  //,  c'  contiennent  en  facteur  l'imaginaire  i,  le  terme  constant  de  l'équation  (5)  est  négatif,  d'après 
l'identité  de  Lagrange:  donc  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  T.  —  L'équation  (2)  a  toutes  ses  racines  réelles. 

On  peut  donc  supposer  que  dans  tous  les  calculs  qui  précèdent,  S,  est  l'une  quelconque  des  racines 
de  l'équation  (2);  si  l'on  veut  qu'elle  soit  racine  double,  il  faudra  que  l'équation  (o)  ait  une  racine  nulle, 
c'est-à-dire  que  la  condition  : 

[bc'  —  cb'f  -+-  {ca'  —  ac')-  -+-  (ab'  —  ba'j-  =  0, 
soit  remplie;  d'après  les  remarques  que  nous  avons  faites,  cette  condition  entraine  : 

n'  =  0,  b'  =  0.  C  =  0, 

"  b  c 

ou  bien  :  —  —-—  =  —, 

a'         //         (•' 

et  l'on  voit  que  la  différence  : 

o(x,y,z)~S,{x'-^y'-+--J), 
est  un  carré  parfait.  D'où  le  théorème  : 

TiiÉORKME  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  L'équation  (2)  ait  une  racine  double  est 
que,  pour  celte  valeur  de  S,  la  différence  o(a;,  i/,  :)  —  S(x' -t- y'^-t- s^)  soit  le  carré  d'une  fonction 
linéaire  et  homoqcne  de  x,  y,  z. 

On  connaît  ces  conditions  qui  s'obtiennent  en  annulant  les  six  déterminants  mineurs  de  l'équation 
(2);  je  ne  m'arrête  pas  k  ces  conditions  bien  connues. 

Enfin  si  l'on  veut  que  S^  soit  racine  triple,  il  faut  ajouter  aux  conditions 

a  h  c 

la  condition    a- -{- b^ -^- c^  ■+- a-^ -h  b'^  +  c'^  =  0 ;     or,  nous  venons  de  voir  que  les  premières  peuvent  se 
remplacer  par    a'  —  b'  =  c'  =  0,     et  la  dernière  donne  alors    a  =  b  =  c  =  0.     Donc  : 

Théorème  III.  —  Pnur  que  l'équation  (2)  ail  une  racine  triple,  il  faut  que,  pour  cette  valeur  de  S,   la 
différence     o{x,  y,  z)  -  S{x--\-y^ -h  z'^),     soit  identiquement  nulle. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  surface  est  une  sphère. 
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La  discussion  de  l'équation  (2)  est  complètement  achevée.  Occupons-nous  maintenant  de  la  corde 
principale  (parallèle  à  la  direction  principale  menée  par  l'origine  des  coordonnées),  qui  répond  à  la 
racine  S„. 

Pour  S  =  So,  les  trois  équations  (1)  sont  équivalentes  aux  deux  équations  P  =  0,  P'  :=  0. 
Si  l'on  suppose  Sj  racine  simple,  les  trois  quantités  hd — cb',  ca'  —  ac',  ab' —bn'  ne  sont  pas  nulles 
à  la  fois  et  il  existe  une  seule  corde  principale  dont  ces  nombres  sont  les  coefTicients  directeurs. 
Donc  : 

A  une  racinr  simple  de  l'équation  (2)  correspond  une  direction  principale  unique. 

Si,  au  contraire,  S„  est  racine  double  de  l'équation  (2),  les  trois  équations  (1)  se  réduisent  aune 
seule,     P  =  0,  et  la  corde  principale  n'est  astreinte  qu'à  la  seule  condition  d'être  dans  ce  plan  ;  donc  : 

A  une  racine  double  de  l'équation  ['i)  correspondent,  comme  cordes  principales,  toutes  les  droites  d'un 
plan  passant  à  l'origine. 

Enlin,  si  S,,  est  racine  triple,  toutes  les  directions  de  l'espace  sont  des  directions  principales. 

Une  propriété  importante  des  directions  principales  est  exprimée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV. —  Deux  directions  principales  qui  répondent  à  des  racines  différentes  de  l'équation  (2) 
sont  rectangulaires. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  n'y  a  pas  à  étudier  le  cas  de  la  racine  triple.  Supposons  donc  §„ 
racine  simple  ;  alors  les  coetficienls  directeurs  de  la  direction  principale  correspondante  sont  donnés  par 

Xo  I/o  <o 


bc' — cb'  ca'  —  ac'  ab' — ba' 

D'ailleurs,  que  les  autres  racines  soient  dictinctes  ou  confondues,  on  a  sz^tQ;  donc  les  coeHi- 
cients  directeurs  de  l'une  des  autres  cordes  principales  sont  de  la  forme  : 

Xj  _         yi         __         Zj 

a?  -I-  a'P'   ~    h?  -^  b'?'   "    cP  -t-  c'P'  ' 

pour  certaines  valeurs  de  P  et  P'  ;  et  l'on  a  : 

X„x^  4-  J/oî/i  +  lo^i  =  0>  *^-  <^-  f-  •*■ 

Telles  sont  les  principales  questions  que  soulève  la  recherche -des  plans  principaux. 

3.  Intersection  de  dfiic  coniques. 

Une  méthode  semblable  à  celle  indiquée  plus  haut  va  me  permettre  de  traiter  complètement  cette 
question  et  d'une  manière  analytique.  Je  n'emploierai  la  géométrie  que  pour  traduire,  dans  le  langage 
qui  lui  est  propre,  chacune  des  relations  simples  que  j'aurai  à  étudier. 

Soient  : 

f{x,  y.  :)  ^  ax-  -+-  a'y- -+-  a'z-  -+-  Ibyz  -+-  'i.b'zx  h-  Wxy  =  0, 

o(x,  y,  z)  ^  a,a-'^  +  a[y-  -+-  f'":^  -+-  ib,yz  -+-  Hb'^zx  -+-  'i,b"^xy  =  0, 
les  équations  de  deux  coniques,  dans  un  certain  système  de  coordonnées  trilinéaires.  L'équation: 

(1)  /(a;,  ?/,:)— So(a?,  j/,  z)  =  0, 

pour  chaque  valeur  de  S,  représente  une  conique  passant  par  les  points  communs  aux  deux  coniques 
données.  Annulons  le  discriminant  de  cette  équation  :  nous  obtiendrons  une  équation  du  troisième 
degré  en  S.  Pour  une  racine  de  cette  équation,  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  le  produit  de 
deux  facteurs  linéaires  H,  II',  et  les  points  de  rencontre  des  deux  coniques  s'obtiennent  en  prenant  les 
points  d'intersection  des  droites  R  =  0,  R'  =  0  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux  coniques  données  ; 
cela  résulte  de  l'identité  : 

/■(a-,  y,  ï)-S„cf  (.r,  î/,  z)  =  RlV, 
identité  dans  laquelle   Sj  désigne  une  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  en  S.  On  voit  donc  qu'il 
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y  a.  en  général,  quatre  points  de  rencontre  et,  par  suite,  trois  couples  de  droites  passant  par  l'intersec- 
tion des  deux  coniques  ;  et  les  équations  de  ces  trois  couples  s'obtiennent  en  portant  successivement 
dans  l'équation  (1)  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  dont  j'ai  parlé. 

Je  me  place,  d'abord,  dans  le  cas  où  l'une  des  coniques,  o{x,  y,  z)  =  0,  par  exemple,  est  une 
conique  véritable,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  fonction  ^{x,  y,  z)  peut  se  mettre  sous  forme  de  la 
somme  des  carrés  de  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  x,  y,  z,  indépendantes.  Je  suppose  donc 
qu'on  ait  réalisé  l'identité  : 

o(x,  y,  z)  =  iy  -f-  Q'^  H-  Q"^ 

0,  0',  Q"  étant  trois  fonctions  linéaires  homogènes  de  x,  y,  z,  telles  que  le  déterminant  formé  avec  les 
coetlicicnts  des  variables  dans  ces  trois  fonctions  ne  soit  pas  nul.  On  peut  ak)rs  obtenir  toutes  les  fonc- 
tions linéaires  qui  remplissent  à  l'égard  de  o{x,  y,  z)  le  rôle  de  Q,  (Y,  Q';  il  suHit  d'introduire  les  neuf 
quantités  a,  p,  •(,  x\  p',  ■(',  a",  ^",  y",  qui  vérifient  les  six  relations  : 

•  a'^  +  r     H- y"     =  «. 

aV+P'p"-|-Y'ï"  =  0, 
a"a -+- p"p  -f- /y    =0, 
aa'  -^  Pp'  -+-  yy'    =  0, 
et  de  s'appuyer  sur  l'identité: 

Q=  +  Q'^  ^  Q'i  ^  (aQ  -+-  a'Q'  -)-  «"Q")*  -+-  (PQ  +  p'Q'  n-  p"  Qy  -+-  (yQ  -+-  y'Q'  -+-  -("QJ. 

Je  désigne  par  X,  Y,  Z,  l'un  de  ces  systèmes  de  trois  fonctions  linéaires 

(     aQ  -H  a'Q'  -t-  a'Q"  =  X, 
(2)  PQ  -h  p'Q'  -H  p"Q"  =  Y, 

(  ïQ  +  ï'Q'+fQ'^Z. 

Les  trois  fonctions  X,  Y,  Z  sont  indépendantes  et  je  puis  effectuer  la  substitution  linéaire  indiquée 
par  les  équations  (2);  c'est-à-dire  tirer  x,  y,  z  de  ces  équations  en  fonction  de  X,  Y,  Z  et  porter  dans  les 
fonctions  r^ix,  y,  z),  f[x,  y,  z).  Celles-ci  deviendront  : 

o(X,  Y,  Z)  =  X'^  -H  Y^  -1-  ZS 
F(X,  Y,  Z)  =  AX'-  -H  A'Y^  -I-  A"Z^  -f-  2BYZ  -h  2B'ZX  +  2B'XY. 
L'équation  (1)  deviendra  alors  : 

F(x,  Y,  Z)  —  s(x-  -H  y-  -+■  Z^)  =  0, 

et  en  annulant  le  discriminant  de  cette  fonction,  j'obtiendrai  l'équation  du  troisième  degré  en  S  dont 
jai  parlé  : 


(3) 


A  —  S  B"  B' 

B"        A'  —  S  B 

B'  B         A"  — S 


=  0. 


Pour  une  racine  So  de  cette  équation  on  a  l'identité  suivante  : 

(4)  F(X,  Y,  Z)  —  So{X^  -4-  Y^  -(-  7J)  =  P^-f-F^ 

identité  dans  laquelle  P  et  F'  désignent  deux  fonctions  linéaires,  homogènes  de  X,  Y,  Z  et  généralement 

indépendantes, 

P  =  /X-+-mY-4-nZ, 

P'  =  /'X-i-m'Y-i-n'Z. 

Les  deux  droites,  dont  les  équations  actuelles  sont    P  -i-  i?'  =  0,     P  —  iV  =  0,     forment  le  couple 

de  sécantes  communes  qui  répondent  à  la  racine  Sj  de  l'équation  (3),  et,  lorsque  ces  deux  droites  sont 

distinctes,  leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées  : 
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mn'  —  nm\  ni  —  In' ,  Im'  —  ml'. 

Cela  posé,  nous  allons  former  une  équation  du  second  degré  donnant  les  deux  autres  racines  de 
l'équation  (3);  posons  pour  cela     S  =  S^-i-s,     et  exprimons  que  la  différence  : 

F(X,  Y,  Z)  -  (S,,  +  s)(X=  +  r'  -+-  z^), 
qui  est  identique  à  la  différence  : 

p2   _^  p'2  _  j,(X-2  _|_  Y^  -t-  Z^), 

d'après  l'identité  (4),  est  une  somme  dos  carrés  de  deux  fonctions  linéaires  homogènes  de  X,  Y,  Z.  Ceci 
s'obtiendra,  en  annulant  les  dérivées  partielles  : 

/P-h/'P'   -  «X, 

mP-^-m'P'  —  sY, 

HP-+-n'P'  —sZ\ 
ces  trois  dérivées  devront  être  nulles  pour  des  valeurs  de  X,  Y,  Z  qui  ne  soient  pas  toutes  trois  nulles  ; 
en  introduisant  les  deux  inconnues  P,  P',  on  aura  donc  les  cinq  équations  suivantes  : 

/      sX  =    IP^l'P', 
i      sY  =  mP  +  m'P', 
(^)  \      sZ  =    nP-hn'P', 

/        P  =     /X  +  î?iY  +  hZ, 
i        P'  =   /'X  +  w'Y+m'Z, 
à  vérifier  pour  des  valeurs  des  lettres  P  et  P',  X,  Y,  Z,  quj  ne  soient  pas  toutes  nulles.  Je   multiplie 
les  équations  (5)  par  /,  ?)i,  n  et  j'ajoute;  de  même  par  /',  )/(',  n'  et  j'ajoute  de  nouveau.  J'obtiens  ainsi 
les  deux  équations  : 

,„.  ^      {l--htn'-i-n-' —  s]P  +  {lt -hmvr -h  iui')P'  =  0, 

(     [U'^mm' -hnn'}P-h{t'- +m'--\-n'^  —  s)P'  =  0, 

lesquelles  doivent  donner  pour  P,  P'  des  valeurs  qui  ne  soient  pas  toutes  deux  nulles,  sans  quoi  X,  Y,  Z 
seraient  nulles  d'après  (5).  Donc  s  est  donné  par  l'équation  : 

(7)     s'-  —  {P  +  m2  -+-  n'-  -+- /'2  -H m" -+- n")s -+-  (P  -+-  m'  -h  n') (/'-  -h  m"  +  «'=)  —  (//'  -h  mm'  -^nn'Y  -  0. 

A  chacune  des  racines  de  cette  équation  correspond  un  couple  de  sécantes  communes  dont  l'équation 
s'obtient  en  portant  cette  valeur  de  .<  dans  : 

p2  _^  p'o  _  j^^^.o  _^  Y^  -1-  YJ)  -  0  ; 

le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  a  pour  coordonnées  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  données  par  les 
égalités  (5),  P  et  P'  étant  donnés  par  (6). 

Avant  d'aller  plus  avant,  examinons  la  signification  des  trois  équations 

(m»i'  —  nm'Y  -h  {ni'  —  in'f  -h  [Im'  —  ml')'-  =  0, 

/-  -+-  m-  -h  n-  -+-  /'-  -h  m'-  -+-  n'-  =  0, 

(/-  +  m^  -f-  n-  —  l'-  —  m'-  —  n'')--\- \(ll'  -+-  mm'  -h  nn')-  —  0, 

obtenues  en  annulant  le  terme  indépendant  de  s  et  le  coefficient  de  s  dans  l'équation  (7),  puis  en  expri- 
mant que  cette  équation  a  une  racine  double.  La  première  égalité  exprime  que  le  point  double  du  système 
de  sécantes  communes,  qui  répond  à  la  racine  Su  de  l'équation  (3),  est  sur  la  seconde  conique  et  aussi 
sur  la  première  d'après  l'identité  (4).  La  seconde  égalité  peut  s'écrire  : 

(  /  -f-  H'){l  —  il')  4-  (m  +  im')(m  —  im')-ir{n  -+-  in'){n  -  in')  =  0  ; 
sous  cette  forme,  elle  exprime  que  les  deux  sécantes  communes  dont  j'ai  parlé  sont  conjuguées  par 
rapport  à  la  seconde  conique  ;  elles  le  sont  aussi  par  rapport  à  la  première  d'après  l'identité  (4).  Enfin, 
la  dernière  condition  peut  s'écrire  : 


I 
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[(/  4-  il'f-  4-  (m  4-  im'f  -(-  {n-^- in' fin—  il']-  +  {m  —  im'f+{n  —  in'f]  =  0  ; 

sous  cette  forme  elle  exprime  que  l'une  ou  l'autre  des  sécantes  communes  coupe  la  seconde  conique 

en  deux  points  confondus  et,  par  suite,  aussi  la  première. 

Si  l'on  prend  maintenant  le  point  double  qui  correspond  à  la  racine  S„  et  dont  les  coordonnées 

sont  : 

mil'  —  iim',  ni' —  In',  Im'  —  inl', 

on  voit  vite  que  la  polaire  de  ce  point  dans  la  seconde  conique  a  pour  équation  : 

[mn  —  niii']\  -+-  {ni'  —  lii')Y  M-  {lin'  —  nû')7.  =  0  ; 

c'est  aussi  d'après  l'identité  (4)  la  polaire  du  même  point  relativement  à  la  première  conique;  de  plus, 
cette  polaire  passe  par  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  : 

IV  -h  /'F',  ml'  -H  mV\  /iP  -1-  n'F', 

et  en  particulier  aux  points  doubles  des  deux  autres  couples  de  sécantes  communes.  Donc  : 

Théorème  I.  —  Le  puint  double  de  l'un  des  systèmes  de  sécantes  communes  à  deux  coniques  a  même 
polaire  dans  les  deux  coniques  et  cette  polaire  contient  les  autres  points  doubles. 

Nous  pouvons  maintenant  faire  la  discussion  complète  du  problème  qui  nous  intéresse. 

Si  So  est  racine  simple  de  l'équation  (3),  le  terme  constant  de  l'équation  (7)  n'est  pas  nul  ;  donc  les 
sécantes  communes  correspondantes  sont  distinctes  et  ne  se  coupent  pas  en  un  point  commun  aux  deux 
coniques.  Si  les  deux  autres  racines  sont  simples  aussi,  aucune  de  ces  sécantes  n'est  tangente  aux 
coniques  données.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  simples,  les  trois  couples  de  sécantes  com- 
munes sont  distincts  ■  chacun  d'eux  se  compose  de  deux  droites  distinctes  qui  se  coupent  en  un  point  où  les 
deux  coniques  données  ne  passent  pas,  et  les  trois  points  doubles  des  systèmes  de  sécantes  forment  un  triangle 
polaire  commun  aux  deux  coniques:  les  quatre  jioinls  de  rencontre  sont  isolés. 

Examinons  le  cas  où  il  y  a  une  racine  double.  Supposons  d'abord  que  S„  soit  celte  racine  double  ; 
alors  le  terme  constant  de  ré([uatioii  (7)  est  nul  elles  deux  sécantes  communes  P-\-iP'  =  0,  P — (P'  =  0 
se  coupent  en  un  point  commun  aux  deux  coniques  données,  ou  bien  elles  coïncident  et  on  peut  sup- 
poser /'  =  m'  =  n'  =  0.  Dans  le  premier  cas,  le  point  double  des  deux  sécantes  communes  qui 
répondent  à  la  racine  S,,  ayant  même  polaire  dans  les  deux  coniques,  ces  coniques  sont  tangentes  en 
ce  point  ;  le  système  de  sécantes  communes,  qui  répond  à  la  racine  simple,  se  compose  de  deux  droites 
distinctes  dont  l'une  est  cette  tangente. 

Dans  le  second  cas,  le  système  simple  de  sécantes  communes  a  pour  équation  : 

(/^  ^  ni^  -H  n')(\-'  -+-  Y'  -H  Z^)  —  P-  =  0  ; 

il  se  compose  des  deux  tangentes  à  la  seconde  conique  aux  points  où  la  droite     P  =  0    la  coupe  ;  ces 
droites  sont  aussi  tangentes  à  la  première  conique  d'après  l'identité  (4).  Donc  : 

Théorème  III.  —  Lorsque  l'équation  (3)  a  une  racine  double,  les  deux  coniques  données  sont  simplement 
ou  doublement  tangentes;  parmi  les  quatre  points  de  rencontre,  deux  sont  confondus  ou  bien  ils  sont 
confondus  deux  à  deux.  Le  système  de  sécantes  communes,  qui  répond  à  la  racine  double,  se  compose,  dans 
le  premier  cas,  de  deux  droites  distinctes  allant  du  point  de  contact  aux  deux  autres  points  de  rencontre  ; 
dans  le  second  cas,  de  deux  droites  confondues  joignant  les  deux  points  de  contact.  Le  système  de  sécantes 
communes,  qui  répond  à  la  racine  simple,  se  compose,  dans  le  premier  cas,  de  la  tangente  commune  et  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  points  de  rencontre;  dans  le  second  ca.i,  des  deuv  tangcnlvs  coinniunes. 
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Enfin,  si  Ion  veut  que  S^  soil  racine  triple,  il  faudra  encore  annuler  le  coefficient  de  s  dans 
l'équation  (7);  la  condition  de  racine  double  est  alors  remplie  pour  l'équation  (7).  Si  les  deux  sécantes 
sont  distinctes,  elles  se  coupent  sur  les  deux  coniques  et  lune  d'elles  est  une  tangente  commune  aux 
deux  coniques  en  ce  point,  l'autre  joint  ce  point  au  quatrième  point  de  rencontre  des  deux  coniques  ; 
il  y  a  trois  points  de  rencontre  confondus  en  un  seul  avec  le  point  de  contact  des  deux  coniques.  Si  les 
deux  sécantes  sont  confondues,  alors     /'  =  m'  =.  71'  —  0    et  l'on  a  : 

l'  +m-  +  »'-  =  0, 
qui  exprime  que  la  sécante  double  est  tangente  à  la  seconde  conique  et,  par  suite  aussi,  à  la  première 
au  même  point  :  les  quatre  points  de  rencontre  sont  confondus.  Il  y  aura  aussi   une  racine  triple  si 
l  =  m  =  Il  —  l'  =  m  —  II'  =  0,     c'est-à-dire  si  les  deux  coniques  sont  identiques  ou  que  l'une  d'elles 
soitidenliquement  nulle,  la  première.  Donc: 

TnÉORÈME  IV.  —  Lorsque  l'équation  [2)  a  une  racine  triple,  il  y  a  trois  points  de  rencontre  confondus 
en  un  seul  et  alors  le  système  triple  de  sécantes  co7nmuncs  se  compose  de  la  tangente  commune  aux  deux 
coniques  en  ce  point  et  de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  quatrième  point  de  rencontre  ;  ou  bien  il  y  a  quatre 
points  de  rencontre  confondus  en  un  seul  et  le  système  triple  de  sécantes  communes  se  compose  de  deux 
droites  confondues  avec  la  tangente  commune  aux  deux  coniques  en  ce  point. 

Il  peut  arriver  aussi  que  les  deux  coniques  soient  identiques  ou  que  l'une  d'elles  soil  identiquement 
nulle. 

Tout  ce  qui  précède  a  été  déduit  de  la  discussion  complète  des  équations  (3)  et  (7)  et  nous  voyons 

clairement  que,  dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  mis,  l'équation  du  troisième  degré  qu'on  obtient  en 

annulant  le  discriminant  de  la  fonction 

fU'.  fi,  s)  — Stp(.T,  y,  :), 

n'est  jamais   identiquement  nulle;    mais   il    nous  reste    un   cas   à  étudier,    celui  où    les  coniques 

f(x,  y,  z)  =  0,    tp(x,  y,  z)  —0     se  réduisent,  toutes  deux,  à  deux  droites.  Dans  ce  cas,  l'équation  du 

troisième  degré  en  S  se  réduit  à: 

t),S-  -  hS  =  0. 

II  est  facile  d'avoir  les  expressions  de  Hi  et  h  ;  si  on  désigne  par  A,  A',  A",  B,  B'  B"  les  déterminants 

mineurs  du  discriminant  de    f{x,  y,  z)  et  par  A,,  A',,  A',',  B,,  Bj,  B"  ceux  du  discriminant  de   o[x,  y,  z), 

on  trouve  que  : 

0,  =  nA,  -h  a'A[  -+-  a"\'[  -+-  26B,  -t-  2//b;  +  2A"B;', 

e  =  (j,  A  ^  a[k'  +  a[X"  +  2*,B  +  i^A'.B'  -+-  2*';B". 

Du  reste,  s'il  est  admis  que     f{x,  y,  i)  =  0     se  réduit  à  deux  droites,  le  point  de  rencontre  de  ces 

deux  droites  a  des  coordonnées  qui  vérifient  les  égalités 


a-          y- 

:-          7/;          zx          xy 

A           A' 

A            B           B'           B' 

Nous  pouvons  facilement  maintenant  discuter  ce  cas  particulier;  nous  voyons,  déjà,  que  l'équation 
en  S  a  toujours  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie,  ce  qui  était  évident  a  priori  ;  d'autre  part,  pour 
que  l'équation  en  S  ait  une  racine  double,  nulle  par  exemple,  il  faut  «  =  0,  c'est-à-dire  que  le  point 
double  du  système  de  droites  qui  répond  à  la  racine  double  soit  sur  l'autre  conique;  ce  résultat  est 
confornae  à  ceux  déjà  obtenus.  Enfin  pour  que  l'équation  en  S  soit  identiquement  nulle,  il  faut  6=0, 
«I  —  0,  c'est-à-dire  que  le  point  double  de  chaque  conique  soit  sur  l'autre,  on  bien  encore  que  l'une 
des  coniques  soit  identiquement  nulle  ;  donc  : 

Théorème  V.  —  Lorsque  l'équation  en  S  est  identiquement  satisfaite,  les  deux  coniques  se  réduisent 
chacune  à  deux  droites  et  ces  couples  de  droites  ont  même  centre,  ou  bien  une  droite  commune,  ou  liien  /'un 
d'eux  est  identiquement  nul. 
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Itcmarqur.  —  Les  théorèmes  réciproques  des  théorèmes  II,  III,  IV,  V  ont  été  démontrés  en  même 
temps  que  les  tliéorèmes  directs,  grâce  à  la  méthode  même  employée,  qui  fait  correspondre  à  chaque 
relation  analytique  sa  signification  géométrique  complète. 

Dans  tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  il  n'a  pas  été  établi  de  différences  entre  les  éléments 
réels  et  les  éléments  imaginaires.  Nous  allons  aborder  maintenant  la  question  à  ce  nouveau  point  de 
vue,  mais  dans  un  cas  unique,  dans  le  cas  où  les  coefficients  des  deux  équations  f{x,  y,  z)  =  0, 
a{x,  y,  z)  —  0  sont  tous  réels  et  où  le  triangle  de  référence  employé  est  réel  ;  alors,  en  mettant  en 
évidence  la  réalité  des  coefficients  de  la  fonction  ç(.r,  y,  :)  et  en  effectuant  une  substitution  linéaire 
réelle,  cette  fonction  sera  X^ -i- Y- +  Z-  ou  \--h\--Z\  une  fois  la  substitution  linéaire  effectuée. 
Je  rejette  les  deux  formes  possibles  X=  —  Y^  —  Z-  et  —  X-  —  Y-  —  Z-,  car  elles  peuvent  être  évi- 
tées en  changeant  les  signes  des  coefficients  de  <s(x,  y  z). 

La  fonction  f{x,  y,  z)  deviendra  F(X,  Y,  Z),  sans  que  ses  coefficients  aient  cessé  d'être  réels,  et 
comme  on  pourra  aussi  changer  les  signes  de  tous  ses  coefficienis  a  priori,  si  on  le  juge  convenable,  on 
peut  supposer,  que  pour  la  racine  réelle  So  de  l'équation  en  S,  la  dilTérence  : 

F(X,  Y,  Z)-S,(X^4-Y^-i-Z^), 
ou  F(X,  Y,  Z)  — S„(X2  +  Ys  — Z»), 

soit  de  la  forme  P^-t-P'-  ou  P-— P'^,  sans  que  la  forme  —  I'^— P'2  se  présente  ;  donc,  en  con- 
servant la  forme  P-  +  P'-'  adoptée  dans  nos  calculs,  /,  m,  n  seront  réels  et  /',  m',  n'  aussi,  ou  bien 
ces  derniers  seront  les  produits  par  i  de  nombres  réels.  Alors,  si  l'on  suppose  que  la  seconde  conique 
soit  imaginaire,  c'est-à-dire  ait  la  forme  X^  +  Y'-i- Z- =  0,  l'équalion  qui  donne  les  deux  autres 
racines  mises  sous  la  forme    S„  -|-  s    sera 

(8)  «2  -  (^2  H-»n2  -t-  it'-  -h  ['^  +  vi'-  -h  )i'-)s  +  {l^  -h  m-'  +  «^)(/'^  -h  m'-  -\-  n'-)  —  (//'  ■+-  mm'  -+-  nn'p  =  0, 
et  elle  sera,  dans  l'antre  cas, 

(9)  i-2  —  (  /-  -t-  »r  —  11^  +  /'-  +  m"  —  n'-)s  -h  (/'  +  m-  -  )r'){/'-  +  m'=  —  »'')  —  (//'  -h  mm'  —  nn'Y  =  0, 
si  la  seconde  conique  est  réelle,  c'est-à-dire  si  son  équation  est  de  la  forme     X-  +  Y-  —  Z-  =  0. 

Premier  cas  :  Équation  (8).  —  La  seconde  conique  étant  imaginaire,  les  points  de  rencontre  sont 
évidemment  imaginaires.  Les  racines  de  l'équation  (8)  sont  réelles  et  de  même  signe  si  l',m',n'  sont 
réels,  réelles  et  de  signes  contraires  si  /',  m\  n'  contiennent  i  en  facteur,  et  dans  ce  dernier  cas  S„ 
est  la  racine  moyenne.  Ceci  montre,  en  outre,  que  des  trois  couples  de  sécantes  communes  un  seul  est 
réel,  celui  qui  correspond  à  la  racine  moyenne  ;  les  trois  points  doubles  des  systèmes  de  sécantes  com- 
munes sont  réels.  Si  l'on  veut  qu'il  y  ait  racine  double,  il  faut  que  l'équation  (8)  ait  une  racine  nulle,  ce 

.  .   /         m  n  „ 

QUI  entraine  ici  --  =  — -  =  — .  •     la  différence  : 
/         m         n' 

F(X,Y,Z)-S„(X-^-HY2-t-Z^) 

est  un  carré  parfait  et  on  peut  aussi  bien  supposer  /'  =  m'  =  n'  =  0  ;  le  système  double  de  sécantes 
communes  se  compose  de  deux  droites  confondues  avec  une  droite  uéelle  l\-^m\ -^  nZ  =  Q;  le 
système  simple  ayant  pour  équation  : 

[r-  H-7n»-H»-)(X-^  +  Y2-+-Z2)—  {l\  +  m\+nlf  =0, 

se  compose  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  les  tangentes  aux  deux  coniques  aux  points  où  la 
droite     IX  -4-  niY  h-  iiZ  =  0     les  coupe . 

Enfin,  pour  que  So  soit  racine  triple,  il  faut  que  la  différence  F(X,  Y,  Z)  —  S(|(X- +  Y- -|- Z-)  soit 
identiquement  nulle. 
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Second  cas  :  Équation  (9).  —  La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équalion  (9)  est  : 

(/2  -^  ,»2  _  «2  _  l'^  —  m'^  -H  n'-y  -H  4(;/'  -+■  mm'  —  nn'f  >  0 
ou 

[(/  +  l'iy  -h  (m-l-  m'iy  —  (m  4-  niTlH  -  ''■')'  +  (»»  -  '«'*)'  —  (''  —  «''>]  >  0- 

Celte  condition  est  évidemment  remplie  si  /',  ?n',  n'  sont  réels.  Si  Ton  suppose  maintenant  /',  m',  »' 
imaginaires  de  la  forme  indiquée,  les  droites  P  -i-  iP'  =  0,  P  —  )P'  =  0  ont  leurs  coefficients  réels  ; 
d'autre  part,  la  droite  réelle  ii\  +  vY  -h  wZ  —  Q  coupe  la  conique  X'-t-Y^  — Z^^O  en  deux 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués  suivant  que  îi- -hv^ — «'-  est  positif  ou  négatif  ;  donc  dans  ce 
cas,  Cfiquatinn  (9)  aura  ses  rncincs  rcelles  ou  imaginaires,  suivant  que  les  deux  sécantes  communes  relatives 
à  la  racine  S(,  couperont  la  seconde  conique  de  la  même  manière  ou  non. 

Dans  le  cas  où  l'équation  en  S  aune  racine  double,  la  racine  double  et  la  racine  simple  sont  réelles; 
si  l'on  suppose  que  So  soit  la  racine  simple,  on  a  : 

(/  +  /'?■)-  +  /m  -+-  7n'i.y —  (n  -+-  n'i)^  —  0, 
ou  bien  (/  —  /'*')'  -t-  (m  —  m'if-  —  (n  —  n'i)"-  =  0, 

ou  ces  deux  conditions  à  la  fois  ;  ce  sont  des  conditions  de  contact  relatives  aux  sécantes  communes  du 
système  simple.  Dans  le  cas  du  simple  contact,  i,m',n'  sont  nécessairement  imaginaires  de  la  forme 
pi  sans  quoi  ces  deux  conditions  seraient  simultanément  réalisées  ;  donc,  alors,  les  sécantes  du  sys- 
tème simple  sont  forcément  réelles.  Dans  le  cas  du  double  contact,  ceci  n'est  plus  obligé.  Si  l'on  envi- 
sage maintenant  S^  comme  étant  la  racine  double,  on  a  la  condition  : 

(/2  +  m'2  —  ji2)(/'2  -H  m'2  —  n'^)  —  (//'  H-  mm'  —  nn'f  =  0, 

et  la  réalité  de  l',m',  n'  est  indifférente;  le  système  double  de  sécantes  communes,  lorsqu'il  se  compose 
de  deux  droites  distinctes,  peut  donc  être  réel  ou  imaginaire. 

Enfin,  dans  le  cas  de  la  racine  triple,  on  a  l'une  et  l'autre  des  deux  conditions  : 

{l  ■+-  l'iy-  -h  (m  H-  m'iy-  —  (n  +  n'if-  =  0, 

(/  —  /'*■-)  -+-  {m  —  m'iy-  —  (n  —  n'iy  =  0, 
et  la  condition  : 

h-\-  m-  —  H'-  +  h  +  m'^  —  71'-  —  0. 

Les  deux  sécantes  sont  réelles,  car  l'une  d'elles  au  moins  coïncide  avec  la  tangente  au  point  réel  : 

mn'  —  »!?«',  ni' — In',  Im'  —  ml'. 

On  peut  résumer  ainsi  cette  seconde  discussion  : 

i"  Lorsque  l'équation  en  S  a  trois  racines  simples  réelles,  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points 
réels  ou  en  quatre  points  imaçiinaires,  conjugués  deux  à  deux.  Les  trois  points  doubles  des  systèmes  de 
sécantes  communes  sont  réels.  Si  les  quatre  points  d'intersection  sont  réels,  les  trois  systèmes  de  sécantes 
communes  sont  réels  ;  sinon  un  seul  est  réel. 

2"  Lorsque  l'équation  en  S  aune  seule  racine  réelle,  les  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points  réels 
et  deux  points  imaginaii'cs  conjugués  :  des  trois  ^joints  doubles  des  systèmes  de  sécantes  communes,  un  seul 
est  réel,  les  deux  autres  sont  imaginaires  conjugués  :  vn  seul  des  systèmes  de  sécantes  communes  est  réel, 
celui  qui  répond  à  la  racine  réelle.  Ici,  les  deux  droites  d'un  système  imaginaire  ne  sont  pas  conjuguées 
comme  cela  avait  lieu  dans  le  cas  précédetit. 

,'1°  Lorsque  l'équation  en  S  a  une  racine  double,  ou  bien  il  y  a  simple  contact,  et  alors  le  système  simple 
de  sécantes  communes  est  réel  :  le  système  double  peut  ne  pas  l'être  et  se  composer  de  deux  droites  imagi- 
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naires  conjuguées  ;  ou  bien  il  y  a  double  contact,  et  alors  le  système  simple  est  réel  ou  composé  de  deux 
droites  imaginaires  conjuguées. 

4"  Lorsque  l'équation  en  S  a  une  racine  triple,  les  points  d'intersection  sont  réels,  ainsique  les  sécantes 
Communes. 

Dans  les  deux  discussions  qui  précèdent,  on  peut  négliger  l'idée  géométrique  et  substituer  aisément 
aux  locutions  employées  le  langape  algébrique. 


E.  H. 
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1173.  —  Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  par  un  plan  donné  (P)  dans  les  cônes  de  révolution  (C) 
circonscrits  à  une  quadrique  donnée  (S)  se  compose  de  trois  coniques  qui  restent  sur  trois  quadriques  lorsque 
le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Les  foyers  d'une  section  plane  d'un  cône  de  révolution  sont  les  points  de  contact  du  plan  sécant 
avec  deux  sphères  inscrites  dans  le  cône. 

Soient  alors    a''-u''-  -t-  b-v--^c^w^  —  H  =  0    l'équation  tangenlielle  de  l'ellipsoïde  et 

[iu  -t-  pu  -(-  Y"'  -I-  '■)"  ~  H-"(i«'"  +  «■  H-  W-)  —  0 
celle  do  l'une  des  deux  sphères  ;  la  développable  circonscrite  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde  devra  se 
décomposer  en  deux  cônes  ;  par  conséquent,  parmi  les  quadriques  inscrites  dans  cette  développable,  il 
y  en  aura  une  qui  se  décomposera  en  deux  points.  Or  l'équalion  générale  des  quadriques  inscrites  dans 
cette  développable  est 

l{a^u^  -H  h-v-  +  c^w*  —  »•=)  +(at(  -h  ^u  +  YW  -h  rf  —  «^(«^  -t-  u'  -t-  w'-)  =  0  ; 
nous  avons  donc  à  écrire  que  les  quatre  dérivées  partielles  de  cette  forme  quadratique  se  réduisent  à 
deux  ou,  plus  exactement,  que  deux  d'entre  elles  sont  conséquences  des  deux  autres.  Posons  alors 
P  =  y.u-+-<^v  -h  -iw  -+-  r  ;     nous  aurons  cinq  équations  à  cinq  inconnues,  m,  v,  ic,  c  et  P,  linéaires  et  homo- 
gènes, et  deux  d'entre  elles  devront  dépendre  des  trois  autres.  Ces  équations  sont 

(la^—R^)u+  aP  =  0, 
(W--  11=)UH-^P  =  0, 
(le'  —  R')w  -H  yP  =  0, 
—  ),,■  ^-  P  =  0, 
m  4-  âw  4-  Y«'  -t-  )■  —  P  =  0. 
La  quatrième  équation  ne  pouvant  pas  dépendre  des  trois  premières,  ni  la  cinquième,  il  faut  néces- 
sairement déjà   que  l'une    des  trois    premières  disparaisse,   c'est-à-dire,  soit  identiquement  nulle. 

Choisissons,  par  exemple,  la  seconde  ;    nous  aurons    X  =  — -    et    a  =  0;     les  deux  autres  donnent 

alors  u  et  ir,  la  quatrième  donne  r  en  fonction  de    P   et,  en  portant  dans  la  cinquième,  nous  avons 

finalement 

Pb-    l       ai  y'  ,         R' 


P//-   / 
Ri    V 


62  _  a--         b'  —  c-i  b' 


l  --rr      =0 


Pi- 
En  supprimant  le  facteur  — —  qui  n'est  pas  nul,  puisque  les  solutions  envisagées  sont  des  solutions 

non  nulles  du  système  des  cinq  équations,  il  résulte  la  relation 
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T" 


-i  +  -?^  =  o. 


f,2  ^0'-         c'-  —  b' 
11  faul  écrire  maintenant  que  le  plan  donné 

Ax  4-  By  +  C:  -H  U  =  0, 
est  tangent  à  la  sphère,  ce  qui  donne 

(Aa  +  CY-t- U)^— R^(,A--^B''-hC-)  =0. 
Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  est  donc  la  conique  du  plan  des  ï.b, 

a-  f  (Aa-f-Gv-HD)^ 


0, 


où  nous  avons  fait    A- +  B- -i- G- =  1,     pour  abréger  l'écriture.  Ce  lieu  est  une  conique  doublement 
tangente  à  la  focale  du  plan  des  zx. 

Le  lieu  du  point  de  contact  avec  le  plan  donné  est  alors  la  projection  orthogonale  de  cette  conique 
sur  ce  plan;  c'est,  par  suite,  une  conique.  Il  y  a  trois  lieu.'v  de  ce  genre;  le  lieu  total  se  compose  donc 
bien  de  trois  coniques. 

Cherchons  maintenant  le  cylindre  projetant  la  conique  trouvée  plus  haut  sur  le  plan  donné;  pour 
cela,  appelons  x,  y,  z  l'un  de  ses  points  et  e.xprimons  que  la  génératrice  correspondante 

a  —  X         p  —  y         Y  —  n 
A       "^      B       ^       G 
rencontre  la  conique,  c'est-à-dire  exprimons  que  les  nombres 

A?/  Cl/ 


vérifientréquation  qui  relie  a  et  y,  nous  aurons 

(Bx  —  AyY    ^    iB:  — G;/)-       „,    ,   [B(Aa;  +  C:)  —  (A^ -f- G^y  • 


a'^  —  b' 


B- 


BDi 


0. 


c-  —  b'  b- 

Cette  équation,  jointe  à  celle  du  plan,  Ax -i- By  4- G: -4- D  =0,  définit  le  lieu  des  foyers  qui 
correspond  à  la  focale  du  plan  des  zx.  En  éliminant  D  entre  les  deux,  nous  aurons  le  lieu  de  cette 
conique  quand  le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même.  Ce  lieu  est  la  quadrique 

(&x-kyy-         (B;-G;/)2 


c-  —  b-  b- 


0. 


a-  —  é^ 

Elle  contient  la  focale  du  plan  des  :x-. 
Il  y  a  deux  autres  lieux  analogues  correspondant  aux  deux  autres  focales. 

J.  HAAG,  soldat  au  69'  de  ligne,  à  Nancy. 
Bonne  solution  de  M.  I\.  Bohvaist. 

Solution  géométrique.  —  Les  foyers  des  sections  sont,  romniconsiiit,  les  points  de  contact  de  sphères 
(i)  inscrites  an  cOne  (Cj  et  tangentes  au  plan  (P). 

Les  sommets  des  cônes  (C)  étant  situés  sur  les  fo- 
cales de  (S),  considérons  l'une  d'elles  (a)  contenue  dans 
le  jilan  principal  (11),  et  cherchons  le  lieu  des  foyers  lors- 
que le  plan  (P}  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 
Tout  point  w  d'une  tangente  MT  à  (7)  est  le  centre  d'une 
sphère  (S)  tangente  en  un  point  o  à  un  certain  plan 
(P),  tel  que  (oÇ  =  Mtu  sin  0,  0  étant  le  demi-angle  au 
sommet  du  cône,  c'est-à-dire  l'angle  de  la  tangente  MT 
avec  les  tangentes  menées  de  M  ii  la  section  principale 
(s)  de  la  surface  (S),  contenue  dans  le  plan  (II),  conique 
homofocale  à  (tx). 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


277 


La  droite  to?  ayant  une  direction  lixe  5  (perpendiculaire  aux  plans  (P),  et  -^^  étant  constant,  les  t'ovcrs  ? 

des  sections  du  ctine  d'axe  MT  sont  sur  une  droite  passant  par  M. 

Le  lieu  complet,  lorsque  M  se  déplace  sur  (s),  est  donc  un  lieu  de  droites  s'appuyant  sur  la  locale.  Nous 
prouverons  que  c'est  une  surl'ace  du  2"  ordre,  en  montrant  que  ses  sections  par  les  plans  (n'),  parallèles  à  (n), 
sont  dos  coniques  honiotluHiques  à  (u). 

Les  points  tp  d'un  plan  (u')  correspondent  évidemment  à  oio  =  c».  Et  comme  to  est  la  projection  obli- 
que de  o  parallèlement  à  <î,  il  nous  siil'lit  de  chercher  le  lieu  des  points  u)  dans  le  plan  (11). 

Lorsque  la  surface  (S)  est  à  centre,  il  en  est  de  même  des  coniques  [s)  et  (a;,  et  l'on  a 

b^  —  «i 


sin^  0  = 


b'^ 


eB',  ib-  étant  les  carrés  des  demi-axes  non  transverses  de  («;  et  (i),  et  ib'-   le  carré  du  demi-diamètre  paral- 


lùle  à  MT  dans  (nj.   D'oi'i  il  suit  que 


Mu)- 


=  C". 


Or  soit  -r  le  rapport  d'homolhétie  de    (i)    et  de  la  conique  homothétique  et  concentrique  passant  en    (u. 


On  a 


et  comme    OM  =  a'. 


OM' 


Mk 


ib"- 


-  A-, 


Ma> 


b"- 


jr-  =  '-{k'-\)- 


Il  en  résulte  que  M  décrivant  (a),  h  est  constant,  et  «u  décrit  une  conique  homothétique  à  (s),  dont  la 
projection  cylindrique  sur  (n')  est  le  lieu  des  foyers  o  de  ce  plan. 

Le  cas  où  (S)  est  im  paraboloïde  se  traite  aussi  aisément.  Un  a  alors 

sin-0  = , 

î 

P  et  p  étant  les  paramètres  des  paraboles  (s)  et  (j),  q  le  paramètre  au  diamètre  de  M  dans  (j).  D'où  il  suit  que 

M^  =  c.«. 

Or  soit  d  la  distance  des  sommets  de  (i)  et  de  la  parabole  égale  et  coaxiale  passant  en  tu.  On  a 

Mio-  =  %qd. 

Il  en  résulte  que  M  décrivant  (i),  d  est  constant,  et  lo  décrit  une  parabole  égale  à  (i). 

.Nous  avons  ainsi  démontré  que  le  lieu  total  des  points  o,  relatifs  au  faisceau  des  plans  (P),  se  compose  de 
trois  quadriques  passant  chacune  par  une  focale  de  la  surface  (S),  et  ayant  pour  direction  diamétrale  du  plan 
de  cette  courbe,  la  direction  o. 

Le  lieu  des  points  9  dans  im  plan  (Pi  est  constitué  par  les  trois  coniques,  sections  par  (^P)  des  trois  qua- 
driques  précédentes. 

Note.  —  Nous  avons  utilisé  dans  le  courant  de  la  démonstration  deux  formules  que  nous  allons  démontrer. 
1°  Soient  deux  coniques  homofocales  dont  les  carrés  des  demi-axes  sont  a^,  tb-  et  A^  ;B-. 

Abaissons  les  perpendiculaires  FP,  F'P'  et  FQ,  F'Q'  sur  la  tangente 
en  un  point  .\I  de  la  première  conique,  et  sur  une  des  tangentes  à  la 
deuxième  issues  de  M.  Nous  avons 

s62  =  FP.F'P'  =  FM.F'.\I  sin'^  6,, 
t^-  —  FQ.F'Q'  =  MFsin  (Oi  -h  0).F'.M  sin  (Oi  —  0) 
=  F.\I.F'M  (sin-  0,  cos^  0  —  cos'^  0,  sin^  0), 
d'oii  i(b'-  —  W-\  =  FM .  F'M  sin-  0. , 

On  a  d'ailleurs 

FM. F'M  =  i-  [FM  ±  FM)2  —  (FM' +  FM^)] 

=,  1.  [4a2  _  (2c2  -+-  2a'2)]  =  a^  -h  tb^  —  a!^  -  ib'\ 

a'-  désignant  le  carré  du  demi-diamètre  OM,  et  se'-  celui  du  demi-diamètre  conjugué. 
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2"  Soient  deux  paraboles  homofocales  dont  les  paramétres  sont  p,  P.  Nous 
avons 

^  =  FS  =  FP  sin  0,  =  FM  sin^  0„ 

^  =  FS'  =  FQ  sin  (Gi  +  0)  =  FM  sin  (Oi  +0)  sin  (0,  —  0), 


d'où 


p  — P 


FM  sin2  e. 


Maintenant,  q  étant  le  paramètre  au  diamètre  issu  de    M   de  la  première 
parabole,  on  a 


1  — 


sin^O, 


2FM. 


On  en  déduit  immédiatement  la  formule  annoncée. 


VASNIER. 


PHYSIQUE 


1150.  —  L'indice  de  rcfraclinn  de  Veaupour  le  roiifjr  est  1,33,  pour  le  violel  1,34.  L'indice  de  réfrnc 


11 


tion  de  l'air  est  en  moyenne  1,000293.   En  supposant  quelepouvoir  dispersif  de  l'air  soit  les  —  de  celui  de 
l'eau,  calculer  approximalivcmcnt  la  différence  des  vitesses  delà   lumière  rourje  et  de  la  lumière  violette 


d'ins  l'air. 


Le  pouvoir  dispersif  de  l'eau  est  égal  à 

1,34—1,33  _  J_ 
0,33         ~   33 


11 


1 


1 


Celui  de  l'air  est  donc  égal  à     '^pr^'^  —  ~F?r 


20 


33  60 


D'autre  part,  si  n,.  et  n^  désignent  les  indices  absolus  de  l'air  pour  la  lumière  violette   et  pour  la 

n,.  —  n,. 
lumière  rouge,  le  pouvoir  dispersif  de  l'air  a  pour  expression        OOO'^OT 

Or  si  Ui  et  U,.  désignent  les  vitesses  du  violet  et  du  rouge  dans  l'air,  et    U  la  vitesse  commune  à 
ces  deux  radiations  dans  le  vide,  on  a 


U 
U, 


et 


U 

U,. 


d'où,  en  égalant  les  deux  expressions  du  pouvoir  dispersif 
1  U(L-,  — Uv) 


60  U,.U,.  0,000293 

On  peut  prendre  pour  valeurs  numériques 


et 


U,  —  Uv  = 


0,000293     U,,.U. 


60 


U 


_U_ 

u„ 


=  1,000293 


et 


U,.  =  SOOOOOkm. 


,^       ,^          0,000293X300000        ^^     ,^ 
Donc  Ur—  U,  =       „,.        —  =  ik'^,46. 


60  X  1 ,000293 


J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 
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CONCOURS    DE    1903    {suite) 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

Mathématiques  élémentaires  {') . 

On  lionne  deux  droiles  fixes  D  et  D'  non  situées  dans  un  même  plan,  un  point  lixc  A  sur  I)  et  un  point 
fixe  A'  sur  U'.  Soient  (S)  une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  D  et  qui  passe  par  A,  (S')  une  sphère  dont 
le  centre  est  situé  sur  D'  et  qui  passe  par  A'. 

1°  Montrer  qu'il  existe  deux  sphères  (S)  tangentes  à  une  sphère  (S')  supposée  donnée. 

2°  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  de  contact  des  sphères  (S)  et  (S'),  lorsqu'elles  varient  tout 
en  restant  tangentes. 

3°  Soit  M  le  point  de  contact  d'une  sphère  (S)  avec  une  sphère  (S').  Sur  la  ligne  des  centres  de  ces  deux 
sphères  on  porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  constante  MM'  =  a.  Trouver  le  lieu  du  point  M'  lors- 
que les  deux  sphères  varient. 

4°  Sur  les  droiles  D  et  U'  on  porte,  à  partir  de  A  et  A',  respectivement  deux  longueurs  égales  AP  et  A'P'. 
Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  S  tangente  à  D  en  P  et  à  D'  en  P'  lorsque  P  et  P'  décrivent  respecti- 
vement D  et  D'. 

(3  juillet,  de  7  h.  à  S  li.) 

lUatkématiques  spéciales. 

1246.  —  Un  considère  une  droite  (ixe  A  et  deux  droites  lises  B  et  B'  qui  rencontrent  A  mais  qui  ne 
sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

On  sait  que  si  on  cousidiie  une  surface  du  secoiul  ordre  S  qui  pas.se  par  les  trois  droites  A,  B  et  B',  son 
centre  C  est  situé  dans  le  plan  P  parallèle  aux  deux  droiles  B  et  li'  et  équidistant  de  ces  deux  droiles. 

i"  Lorsque  le  centre  C  décrit  une  droite  dans  le  plan  P,  la  surface  S  passe  par  une  quatrième  droite  hxe 
s'appuyant  sur  B  et  B'. 

2»  Lorsque  le  point  C  décrit,  dans  le  plan  P,  une  courbe  (I')  de  classe  m,  la  surface  S  enveloppe  une  sur- 
face réglée  S  d'ordre  2m  et,  par  chacune  des  trois  droiles  A,  B  et  B',  il  passe  m  nappes  de  cette  surface  S. 

Montrer  que  la  surface  S  peut-être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant 
sur  les  deux  droites  B  et  B'  et  en  restant  tangente  à  un  cylindre  de  classe  m  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  A.  Trouver  l'équation  de  ce  cylindre. 

3°  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  (V)  est  une  conique,  la  surface  S  est  du  quatrième  ordre  et  admet 
la  droite  A  comme  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface,  en  dehors  de  A,  suivant  une  coniiiue  ;  trouver  le  lieu 
du  centre  de  cette  conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  la  conique  (T)  est  tangente  soit  au  plan  déterminé  par  les 
droites  A  et  B,  soit  au  plan  déterminé  par  A  et  B',  soit  à  ces  deux  plans  à  la  fois? 

Nota.—  Les  candidats  devront  traiter  le  problème  par  la  Géométrie  analyliiiiie  :  il  leur  sera  tenu  compte  des  remarques 

géométriques. 

[J  juillet,  de  7  h.  à  2  li.) 

Composition  sur  l'analyse  et  ses  applications  géométriques. 

On  considère,  avec  les  notations  de  Weierslrass,  la  fonction 

Caht 


'<s{u  —  a)<i{u  —  b)i{u  -(-  a  -H  &) 
où  C  est  une  constante,  et  où    a  et  6   sont  les  afTi.Nes  de  deux  points  situés  dans  le  parallélogramme  des 
périodes 

0,  2(o,  2io',  2oi  +  2io' 

ou  sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme  issus  du  point  d'afflxe  o. 

C)  Des  solutions  étudiées  de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires  sont  pubUées  dans  le  Journal  de  Matltématiqiies 
élémentaires. 


280  QUESTIONS  PROPOSÉES 


1"  Décomposer  cette  fonction  en  éléments  simples,  cl  examiner  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter 
suivant  les  valeurs  de  a  et  b,  en  laissant  de  côté  les  déterminadons  de  a  ci  h  pour  lesquelles  le  dénominateur 
de  :c  s'annulerait  en  même  temps  que  u. 

2°  Exprimer,  dans  chacun  de  ces  cas,  la  l'onction  x  en  l'onction  rationnelle  de  pu  et  do  p'u. 

3°  On  suppose  que  w  et  -^  sont  des  quantités  réelles  et  positives,  et  l'on  considère  en  particulier  la  fonction 

lia  —  io)(j(m  —  ui')i[u  +  (0  -+-  (o')  ' 
on  désigne  de  plus  par  y  la  dérivée  de  cette  l'onction  par  rapporta  u.  Trouver  la   relation  algébrique  qui 
existe  entre  x  cl;/,  construire  la  courbe  représentée  par  celte  équation,  et  indiquer  dans  quels  intervalles  varie 
M  lorsque  le  point  x,  y  décrit  les  différentes  branches  de  celte  courbe.  Quels  sont  les  points  multiples  de  celte 

courbe  ? 

(5  iuillel,  de  7  h.  A  S  h.) 
Mécanique  val  tonnelle. 

Une  sphère  solide  homogène  de  masse  )»  et  de  rayon  a  est  mobile  autour  de  son  centre  0  supposé  fixe. 
Dans  la  sphère  est  creusé  un  canal  rectiligne,  de  section  infiniment  petite,  suivant  un  diamètre  DD';  deux 
insectes  ayant  chacun  la  même  masse  m  que  la  sphère  se  trouvent  dans  ce  canal  en  deux  points  I  et  I'  symé- 
triques par  rapport  au  centre  0.  A  l'instant  initial,  J  =  0,  la  sphère  est  animée  d'une  rotation  (Oj  autour  d'un 
axe  instantané  donné  et,  à  partir  de  cet  instant,  les  insectes  marchent  dans  le  canal,  suivant  une  loi  donnée, 

en  prenant  appui  sur  ses  parois  et  restant  toujours  symétriques  par  rapport  au 
centre  0.  Trouver  le  mouvement  du  système,  en  réduisant  les  insectes  à  des 
points  matériels. 

On  prendra  comme  axes  liés  à  la  sphère,  un  axe  0:  dirigé  suivant  le  diamètre 
DD'  et  deux  autres  diamètres  Ox  cl  Oy  formant  avec  0-  un  trièdre    trirectangle  ; 
on  appellera  jj,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  lo  de  la  sphère  sui- 
vant les  axes  Oxyz;   enfin,  on  désignera  par  ;  et  —  :  les  cotes  des  deux  insectes, 
en  supposant  que  3  est  une  fonction  donnée  du  temps     =  =  /'(<)• 
On  traitera,  en  particulier,  les  questions  suivantes  : 
1°  Soit  Ou  le   moment  résultant  des  quantités  de   mouvement   de  tous   les 
points  du  système  par  rapport  au  point  0;  étudier  le  mouvement  du  point  a  dans 
l'espace  absolu  et  par  rapport  aux  axes  Oxyz. 

2°  Montrer  que  p,  q,  r  peuvent  être  exprimés  en  fonction  de  t  par  des  quadratures. 
3"  Exprimer  ensuite  en  fonction  de  t  les  angles  d'Euler  9,  cp,  i{-,   en  choisissant  convenablement  les  axes 
fixes. 

4»  Etudier,  en  particulier,  le  cas  où  l'axe  de  la  rotation  instantanée  initiale  de  la  sphère  est  dans  le 
plan   xOy. 

o»  Achever  les  calculs  en  supposant  la  rotation  initiale  quelconque,  mais  en  imaginant  que  la  loi  du  mouve- 
ment des  insectes  soit  : 

;  =  ae"*', 
où  h  est  une  constante  positive. 

Quel  est,  dans  cette  hypothèse,  le  mouvement  limite  vers  lequel  tend  le  mouvement  du  système'? 

(6  juiUel,  de  7  h.  a  2  h.) 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1247.  —  On  considère  dans  l'espace,  une  parabole  et  un  point  fixe  M. 

1°  Équation  de  la  surface  S,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur  les  plans  tangents 
à  la  parabole;  discuter  ses  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  P  de  la  parahole. 

2°  La  surface  S  est  coupée  par  un  plan  variable  passant  par  M  et  perpendiculaire  au  plan  P  suivant  un 
cercle  et  une  droite.  Lieu  du  centre  du  cercle. 

3°  La  surface  S  a  deux  points  singuliers;  définir  géométriquement  les  cônes  des  tangentes  et  les  sections 
planes  passant  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 

4"  Trouver  les  droites  et  les  coniques  tracées  sur  la  surface  S.  T.  L. 
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^  1248.  —  Le  cercle  passant  par  les  projections  d'un  point  P  d'une  hyperbole  équilatcre  sur  les  côtés  d'un 
triangle  inscrit,  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

li       BOUVAIST. 


DEUXIEME   PARTIE 


ALGKBRE 


1182.  —  Développer      — par  la  formule  de  Muclaurin. 

1  -t-  .r 

L(  I  _(_  x) 
La  fonction     — ^ est  bien  définie,  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures 

1   -h  X 

à  —  1  ;  on  peut  donc  lui  appliquer  la  formule  limitée  de  Maclaurin  pour  toutes  les  valeurs  de   a;   plus 
grandes  que  —  1,  et  prendre  à  chaque  fois  autant  de  termes  que  l'on  voudra  dans  le  développement. 

du 
Soit  alors     m  =  L(l-f-.i.),     la  fonction  proposée  y  peut  s'écrire    y  =  «-T7'     et,  en  lui  appliquant 

la  formule  de  Leibniz,  qui  donne  la  dérivée  d'un  produit,  nous  aurons  de  suite  l'expression  de  y*"', 

d"y   _      d^-^'u        n   du    d"u 

dx"  ~~      rfx""^'        1    dx    dx"        '  "  ' 

d"~'u 
le  premier  terme  du  second  membre  a  pour  valeur         ^_^_^  Li^l  -f-aj,     il  est  transcendant,  et,  par  suite, 

différent  de  ceux  qui  suivent  et  qui  sont  tous  algébriques.  Nous  avons  d'ailleurs  immédiatement 

Ite    =(*-^^^    ' 

—  =-^.(i-^x)-, 
^=1.2.(1 -..)-% 


^_=(_irV-l)!(l  +  a;)-'' 


donc  le  {"  terme  du  développement  de  -r^  est 

^^  dx" 


.    L(\-hx) 


le  terme  général, 


n(n—  ]).  .  .{n—p-Jri)    di'u    rf»+'-''w 


P- 


est  {— 1)"''— (l-t-a:)-»-' ; 

donc  finalement  nous  pouvons  écrire 

d"(/  (■—!)"»!  r  1         1 


dx"         (l  +  .r)"-' 


.[^<'-)-|-|-    -^] 
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Les  n  premiers  termes  de  la  série  de  Maclaurin  sont  alors 

Un 


Pour  voir  si  cette  série  est  convergente,  nous  formerons  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

Mn-1 

et  nous  aurons  en  valeur  absolue, 


■('4- 


1    J 


la  limite  de  ce  rapport  est  visiblement  égale  à   |  a;  |  :  la  série  esldoncconvergente  si    |  a?  |  <  1,     diver- 
gente si    I  z'  I  >  1,     de  nature  inconnue  à  priori  si    |  ,r  |  =  1  ;     mais  dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  ab- 

1  1 

solue  du  terme  général,     '  H- -^  + 1 '     grandit  indéfiniment  puisque  la  série  harmonique  est 

divergente,  donc  la  série  actuelle  n'est  pas  convergente. 

Nous  n'avons  donc  à  étudier  que  les  valeurs  de  a;  comprises  entre  —1  et  h- 1  et  nous  devons 
rechercher  si,  pour  ces  valeurs,  le  terme  complémentaire  R>.  tend  ou  ne  tend  pas  vers  0.  Prenons  la 
forme  de  Gauchy 

R„  =  -^^(1  — 9)7'"'^'W, 
G  étant  compris  entre  0  et  1  ;  nous  aurons  ici 

x"+m 01"  r  11  11 

n„  =  (—i)"+'(n+i)- ^~ -L-\  L(l-^Ox-)-  [--  —  -■■ , 

^        ^       ^    ^    ^    (1_f_ea:)»+2    L    ^  '  "2         6  n-+lj 

ce  qui  peut  s'écrire 

(—l)n+i    I    j_e    \„r  /Il  1 


C— 1)"+'   /    1—6   \"r  /  1 

«"  =  TÎtWjKtTÔ^)  [("  +  'K-L(lH-6..)-(„+l>-.(l+_- 


3  î(  +1 


1  1 

Le  premier  facteur  reste  fini:  sa  valeurabsolue  est  comprise  entre    — jw  ^^   "~i tt'    *  étant 

'  (1  — Of)''  (lH-,t)- 

la  valeur  absolue  de  x;  le  second  facteur  est  moindre  que  1,  car  1  —  0  et  1  H- 6a;  sont  d'abord  évi- 
demment positifs  et  de  plus  1—0  est  plus  petit  que  l+Oa;,  puisque  6(a;  +  1)  >  0;  quant  aux 
deux  termes  compris  entre  crochets,  ils  tendent  vers  0  tous  les  deux,  car 

/„^_iw.+i        et        (n-t-l).ï''+'(l-l-—  -i--:t- -I 1 t\ 

sont  les  termes  généraux  de  deux  séries  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1 
et  -Hl. 

Nous  avons  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  -t-  1, 


14-ar     "  V  -V  V         2    '    3/  ^V       '    2    '    3    '  n. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'obtenir  immédiatement  par  la  multiplication  des  deux  séries  conver- 
gentes 

a;-       a;' 

L(l+a.)  =  a'-— +y----, 

1 

-  =  1  ■ —  a;  -I-  a;^  —  a;-'  -1 . 


1  -\ 

J.  LOUIN,  lycée  de  Toulouse 

Solutions  satisfaisantes:  MM.  Guinanu,  agent-voyer  à  Ecoueii  ;  R.  Bouvaist;  lUiuiii,  lieutenant  ii  Aiiiis. 
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1183.   —  Calculer  les  côtés  de   l'ançjle  droit  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  la  longueur  de  la 
bissectrice  de  l'angle  droit  et  le  volume  engendré  par  le  triangle  en  tournant  autour  de  l'hypoténuse. 

Soit  ABC  le  triangle  rectangle  cherché  ;  désignons  par  x  et  y  les  deux  côtés  AC  et  AB   de  l'angle 

droit,  par  ï  la  bissectrice  de  l'angle  droit  et  par  h  la  hauteur  abaissée  du  point  A  sur  l'hypoténuse. 

En   appliquant    le  théorème    de    la    bissectrice    au    triangle   rectangle    et    tenant    compte    de 

—  2                                                           xy\/^ 
BC    =  X-  -\-y'-,     nous  avons     %  —  — ^ . 

D'autre  part,  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle  en  tournant  autour  de  l'hypoténuse    HC 

1 

a  pour  expression —::./(-.  BC  ;  nous  pouvons  donc  poser    h-.BC  =  a-,    a  étant  une  constante. 
o 

Mais     h.ïiC  =  xy,     et    BG  =  Jx-  -v  y-  ; 

donc  nous  avons 

^x^  ■+■  y^ 

ou  .r'i/*  =  a*(.r^  -+-  y^). 

et,  comme     a'+j/-  =  (a; -h  yf^  —  2xy. 

xY  -  a^\{x  -hyY  —  'ixy]; 

d  ailleurs  x-\-y=—^ — ; 

donc,  en  définitive,  xy  est  .donné  par  l'équation 

2a;-i/i' 


,Y  =  a«(^-2:ry). 


Supprimons  la  solution  xy  =  0  qui  ne  correspond  évidemment  à  aucun  triangle  répondant  à  la 
question,  nous  aurons  pour  déterminer  xy  une  équation  du  troisième  degré 

aS(a;;/)»  —  2a''(j;?/) -t- 2a'a»  =  0. 

Cette  équation  présente  deux  variations,  elle  a  donc  0  ou  deux  racines  positives  ;  elle  a  toujours 
une  racine  négative  qui  est  inacceptable.  Four  qu'elle  ait  deux  racines  positives,  il  faut  que  le  discrimi- 
nant soit  négatif,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

-4(-^j   -^■27..4.«'*<0, 
ou  27i«<8a% 

Mais  cela  est  insuffisant:  il  faut  encore  que  la  valeur  de     x-\-y     soit  positive  et  que   x  et  ;/ 

int  positifs.  Or,  si  nous  désignons 
A,  et  J7,  !/  sont  racines  de  l'équation 


ou 


A/2 
soient  positifs.  Or,  si  nous  désignons   xy   par  A,  nous  avons     x-\-y=  >     quantité  positive  avec 


la  condition  de  réalité  est  donc 

2A2 


X^-^X^A  =  0; 


4A  >  0,  ou  A  >  2a2 . 


Il  reste  à  comparer  les  racines  positives   de  l'équation  cubique  au  nonabre    2ï^  ;    pour  cela  il  faut 
remplacer   xy   par   2x^    dans  cette  équation  et  étudier  le  signe  du  résultat.  Le  nombre  ainsi  obtenu  est 
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du  siarne  de 


27 


or    4  est  plus  grand  que    -3-,    il  y  a  donc  deux  cas  à  distinguer  suivant  que    a    est  compris  entre 

8 


'v/y  et  a'^A, 


ou  que  a  est  plus  grand  que  a'^/- 


Dans  le  second  cas,  2a-  est  compris  entre  les  racines  de  l'équation  cubique,  la  plus  grande  est 
acceptable  et  l'autre  ne  l'est  pas 

Dans  le  premier  cas,  2a^  est  extérieur  à  l'intervalle  limité  par  les  deux  racines  positives  de  l'équa- 
tion cubique  ;   mais  il  est  facile  de  voir,  en  formant  l'équation  aux  inverses  et  en  cherchant  les  racines 

2  11. 

positives  de  sa  dérivée,  que  le  nombre  — ^  est  compris  entre  les  inverses  — -  et  -^  des  deux  racmes 

tjQL"  ri.  A 

1  11 

dont  il  est  question  ;  comme  -r —  est  plus  petit  que  ce  nombre,  il  est  moindre  que  -— -  et  —77  ;    donc 

2a^  A  A 

2a*  est  plus  grand  que  A'   et  A"  et  aucune  d'elles  n'est  acceptable.  Le  problème  n'a  pas  de  solution. 
II  n'y  a  donc  de  solution  que  si    a   est  supérieur  à   a'^4,   et  il  n'y  en  a  qu'une. 

E.  N.  BARISIEN. 
Bonne  solution:  M.  Vial,  à  Chàlons. 
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1181.  —  Soit  M  un  •point  variable  d'une  parabole,  0  le  sommet  et  F  le  foyer  de  la  parabole,  [m 
perpendiculaire  menée  en  0  A  OM  rencontre  la  tangente  et  la  normale  en  M  aux  points  T  e<  N  ;  la  per- 
pendiculaire menée  en  F  à  FM  rencontre  la  tangente  et  la  normale  en  M  aux  points  T  et  N'.  Construire 
les  quatre  courbes,  lieux  des  points  T,  N,  T',  N'. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  habituels  :  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole 
et  désignons  comme  habituellement  par  y^  —  2px  =  0  l'équation  de  cette  ligne.  Appelons  a  et  ^  les 
coordonnées  du  point  M  ;  la  tangente  et  la  normale  auront  respectivement  pour  équations 

px  —  fiy  -+-  py.  =  0, 
p(i-  -  a)  +  piy  -  fi)  =  0  ; 
quant  au  rayon  perpendiculaire  à  OM,  il  a  pour  équation     aar  -f-  Py  =0.     Nous 
aurons  donc  le  lieu  de  T  ou  de  N    en  prenant  l'équation  de   la   tangente   ou 
celle  de    la  normale,  la  joignant  à  l'équation    ax-  -1-  ^y  =  0     et  à  la  relation 
^-  —  ~lp-x  =  0,    puis  éliminant  a,  p  entre  les  trois  équations. 
Lieu  de  T.  —  Nous  avons  d'abord 

P  a  px 

x  —  y  xy  H-  py  ' 

puis,  comme     p-  =  2pa, 

p^a;*  -+-  2p'-xy(xy  -+-  py)  —  0. 
Supprimons  le  facteur  p^a;,  il  reste  le  lieu  cherché 
(1)  a.-3 -1- 2xiy2 -I- 2py2  =  0. 

C'est  une  cubique  symétrique  par  rapport  à  Oï,  ayant  un  point  de  rebrous- 
sement  en  0  et  une  asymptote  parallèle  à  Ç>y,  la  droite     x  —  —p. 
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Cette  courbe  a  la  forme  d'une  cissoïde  droite. 

La  solution     .i'  =  0,     (4ue  nous  avons  supprimée,  est  une  solution  étrangère  qui  n'a  aucun  sens 
géométrique. 

Lieu  de  N.  —  Ici  encore  nous  avons 


portant  a  et  ^  dans     ^*  =  2pï, 


Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  maintenant  a  et  ^  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  de  la  normale  pour 
avoir  le  lieu  du  point  M  ;  nous  trouvons  ainsi,  après  suppression  des  facteurs  x  et  ;/,  l'équation 

(2)  .T^  =  2p(j» -1-2,1/- 1, 

qui  représente  le  lieu  de  N. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y-,  on  a 

x-{x  —  "ip) 


?           ='.-;■ 

X         —y 

nous  obtenon.-;  de  suite  X 

Ix''  =  —  2py,            X  =  - 

-PU 

y  = 


ip 


Sous  cette  forme  nous  voyons  que  y  n'est  réel  que  si  x  est  plus  grand  que  2p  ;  pour  x  =  2p, 
j/  =  0  ;  puis  X  augmentant,  y  augmente  ;  pour  x  =  x ,  y  est  infini. 
La  courbe  est  visiblement  symétri(iue  par  rapport  à  Or  et  admet  deux 
branches  paraboliques  dans  la  direction  0;/.  Elle  est  dès  lors  aisée  à 
tracer. 

La  solution  r  —  Q  que  nous  avons  supprimée,  est  une  solution 
étrangère  introduite  par  le  calcul.  La  solution  ;/  =  0,  au  contraire,  est 
une  solution  exceptionnelle  qui  correspond  au  cas  où  le  point  M  vient  en 
0  :  alors  la  normale  et  la  perpendiculaire  au  rayon  OM  coïncident  toutes 
deux  avec  Oa-,  dont  tous  les  points  sont  ainsi  des  points  du  lieu. 

Pour  trouver  le  lieu  des  autres  points  T'  et  N',  nous  pourrions  pro- 
céder de  la  même  manière,  en  remplaçant  simplement  l'équation 
ax  4-  pi/  =  0    du  rayon  perpendiculaire  à  OM  par 


(-f)('-f)-fe  =  ''' 


équation  du  rayon  perpendiculaire  à  FM  en  F.  Mais  il  vaut  mieux  procé- 
der comme  le  tait  un  de  nos  correspondants,  M.  P.  Canut,  et  se  servir  des  coordonnées  polaires. 
Si  on  porte  l'origine  au  point  K,  l'équation  de  la  parabole  devient 

P 


COSii) 
-  COS  (u 


ou 


d'ailleurs  on  sait  que  la  tangente  au  point  (ï,  ;)  a  pour  équation 

—  a)-h(--J    sin  (w  —  a), 

/  1  Y         sina 
[r  )    ^      p 


I  1 

—  =   —   COS  (o 

P         r 


et  si  on  y  fait     u 


on  trouve 


comme 


T'     ?  =  - 


COS  w 
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Telle  est  l'équation  du  lieu  de  T',  c'est  l'équation  d'une  droite  perpendiculaire  à  Oa.-,  c'est  l'équation  de 
la  directrice. 

11  est  d'ailleurs  évident  géométriquement  que  le  lieu  du  point  T'  est  la  directrice,  car  le  point  T' 
est  le  pôle  de  FM  et  cette  droite  tourne  autour  du  foyer. 

L'équation  de  la  normale  est 

11  1     . 

—  =   —  COS  (o)  —  a)  -)-  — -  sin  (o)  —  a)  ; 

or  r 


pour 


a+2' 


on  a 


ou 


direction  Oy,  etc. 


P  =  - 


p  Sin  a 


fr 


■COS  a 


Mais     a  = 


■K  ,  P  COS  10 

— ,     donc     p  =  +  —i — : ; 

2  (1 — sm  coj- 


telle  est  l'équation  du 


ieu  de  N'. 

L'équation  cartésienne  est 

.■r'  —  2p(a;«  -\-  2?/2)  _f-  p^x  =  0 

x[x  —  p)- 


ou  enfin 


]r-  = 


ip 


Sous  cette  forme  la  construction  de  la  courbe  est  évidente  :  sommet  à 
l'origine  F  avec  Fy  pour  tangente,  point  double  sur  Oa;  au  point  A  d'abs- 
cisse    X  =  p,      symétrie  par  rapport  à  Ox,  branches  paraboliques  dans  la 
Les  variations  de   y  sont  d'ailleurs  faciles  à  voir. 

P.  GANET  et  h.  BOUVAIST. 


Bonnes 
Mabciial. 


solutions  :  MM.  .1.  Haag  ;  M.  Treili.ou  ;  Eugénie  Grecescu,  à  Bucarest;  Viai,,  à  Chàlons  ;  A.  Vial,  à  Siiint- Etienne  ; 


pr 


1196.    —   Lieu  des  foijers  des  paraboles  de  grandeur  constante  qui  passent  par  deux  points  donnés, 
y  Construire  la  courlie. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  joignant  les  deux  points  don- 
nés et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  dé- 
terminé par  les  deux  points.  Désignons  par  a  et  —  n  les  abs- 
cisses de  ces  deux  points  et  par  p  le  paramètre  constant  des 
paraboles  considérées.  Considérons  l'une  de  ces  paraboles,  soient  F 
son  foyer,  FX  son  axe  et  FY  la  perpendiculaire  à  l'axe  menée  par  le 
foyer.  L'équation  de  la  parabole  par  rapport  aux  axes  FX  et  FY  est 

(1)  Y^  — 2pX-/J- =  0. 

Désignons  par  a,  p  les   coordonnées  du  point  F  par  rapport  au 
emier  système  et   par  <f.   l'angle  de  Oa;  avec  FX,  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 
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sont 

x  =  a  +  Xcoso — Ysino, 

1/  =  ^  +  X  sin  o  -f-  Y  cos  ç  ; 
on  en  lire 

X  =  (x  —  a)  cos  ç  -f-  (y  —  ^)  sin  œ, 

Y  =  —  (a;  —  a)  sin  9  H-  (y  _  p)  cos  ?, 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on  obtient 

[(a:  —  a)  sin  <f  —  {y  —  ?>)  cos  o]»  — 2p[(ar— a)  coso -+-  (y  —  P)  sin  o] -i-  /r^  —  0; 

c'est  l'équation  de  la  parabole  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy.  Ecrivons  que  cette  courbe  passe  par  les 
points  A  et  B;  pour  cela  remplaçons  y  par  zéro  et  écrivons  que  l'équation  en  x  obtenue  a  mêmes 
racines  que  l'équation    x^  —  n-  —  0.     Nous  avons  ainsi  les  deux  conditions 

«2  sin=îa>+(a  sin  ly —  p  coscf)^-i-  2p(a  cos  o  +  Ê  sin  o)  —  -p^  =  0, 
sin  ç(a  sin  o  —  p  cos  ç)  +  p  cos  =•  =  0 . 

On  aurait  l'équation  du  lieu  en  éliminant  o  entre  ces  deux  équations.  Mais  ce  calcul  paraît  fort 
pénible;  il  sera  plus  simple  de  chercher  à  calculer  a  et  2  en  fonction  de  o.  Auparavant,  rempla- 
çons dans  la  première  équation  ïsin-f  —  p  cos  9  par  sa  valeur  — /jcotgç  tirée  de  la  seconde,  nous 
obtiendrons  deux  équations  linéaires  pour  déterminer  a  et  B 

a  sin  tp  —  p  cos  9  -H  p  cotg  9  =  0, 
2p(a  cos  o  +  p  sin  9)  H-  p-  cotg2  9  —  f-  H-  a-'  sin-  9  =  0, 
et  en  les  résolvant  par  rapport  à  a  et  p  nous  avons 

(p-  4-  a-  sin*  o)  cos  i  u^  —  a-  sin'  a 


2p  sin-  9  2p  sin  9 

Pour  discuter  la  courbe  définie  par  ces  deux  équations,  il  faudrait  étudier  les  signes  des  dérivées  de 
»  et  de  p  par  rapport  à  9.  Mais  ces  dérivées  sont  très  compliquées  et  leur  discussion  serait  difficile. 
Nous  nous  bornerons  à  étudier  le  signe  et  les  valeurs  remarquables  de  a  et  de  p. 

En  changeant  9  en  9+2t:,  a  et  |î  ne  changent  pas,  il  suffit  donc  de  faire  varier  9  dans  un  inter- 
valle d'étendue  égale  à  ^tt.  En  changeant  9  en  9  h--^,  «  et  p  changent  de  signe;  la  courbe  est 
donc  symétrique  par  rapport  au  point  0.  Il  suffira  alors  de  faire  varier  9  dans  un  intervalle  dont 
l'étendue  soit  égale  à  ir,  et  d'achever  par  symétrie.  Mais  en  changeant  9  en  — 9,  »  ne  change  pas 
et  à  change  de  signe.  Cela  nous  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  et  que 

nous  en  construirons  un  quart  en  faisant  varier   o   de  0   à   —  ■ 

2 

Gela  posé,  remarquons  que  a  et  p  sont  infinis  pour    9=0;     a  s'annule  pour     9  =  — -.    D'autre 

part  le  numérateur  de  p,      p-  —  a^  sin'  9      ne  peut  s'annuler  que  si     p  ^  a.      Trois  cas  sont  à  distin- 
guer. 
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Fig.  3. 


1»    p<ifi.  —  p  s'annule  pour  une  valeur  de  cp  comprise 
entre  0  et    —    et  définie  par    sin(f=y/-t-.     Soil  0  cette 

valeur.  Quand  <f  varie  de  0  à    —,   «  est  sans  cesse  négatif, 

il  varie  d'une  manière  continue  de     — x      à  0.  p  part  de 
-I-  ce  ,     prend  la  valeur  zéro  pour      o  :=  0,     puis  il  change 

'1)2  —    0^2 

de  signe   et  atteint    la    valeur    négative    — pour 

f  ~  — .    On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe    CDE,    et 

en  achevant  par  symétrie  par   rapport  aux  deux  axes   on 
obtient  la  courbe  représentée  par  la  ligure  1. 

2"    p  >■  a.  —    p    est  sans  cesse  positif  et  varie  d'une 


manière  continue  de     +  oo     à 


2^ 


(lig-  2). 


3°    p  =  a .  ~    p  s'annule  pour    ?  =  -^     (fig-  3). 

B 
Comme  —  a  pour  limite  zéro  pour    o  =  0,     les  bran- 


ches infinies  sont  paraboliques  dans  la  direction  Oa;. 


D'autre  part  on  voit  aisément  que  pour     a 


est  nul,  et     -t—     n'est  pas  nul,  donc  les  tangentes  aux  points 

de  rencontre  de  la  courbe  et  de  0;/  sont  parallèles  à  Ox. 

J.  HAAG,  k  Nancy. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


1249.— Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connaissant  la  bissectrice  de  l'angledroit 
et  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  l'hypoténuse  en  tournant  autour  de  chacun  des  côtés  de  l'angle  droit. 

1250.—  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connaissant  la  hauteur  abaissée  du  som- 
met de  l'angle  droit  sur  riiypoténuse  et  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  en  tournant  autour 
des  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

1251.  —  Soient  AB  une  corde  fixe  d'un  cercle  donné  et  M  un  point  variable  sur  la  circonférence  de  ce 

cercle.  Trouver  et  construire  les  courbes  lieux  des  pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  des  angles  A 

et  B  du  triangle  MAB. 

E.-N.  Bahisikn. 
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PREMIÈRE   PARTIE 


THEOREMES  SUR  LES  CUBIOLES  PLANES 

par  M.    J.   Richard,  professeur  au  lycée  de  Dijon. 


Je  vais  démontrer  d'une  façon  très  élémentaire  les  deux  théorèmes  suivants  concernant  les  cubiques 
planes,  et  dont  le  premier  est  bien  connu. 

Soient  une  cubique  plane  r,  P  et  Q  deux  points  de  la  courbe,  ai,  a,,  a^,  a^  les  quatre  points  de  cou- 
tact  des  tangentes  issues  de  P,  6,,  6j,  bj,  b^  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  Q. 

\.  —  Les  quatre  taïKjenles  issues  de    P  ont  même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  tangentes  issues 
de  Q. 

IL  —  Les  quatre  tangentes  issues  de  P  et  les  quatre  droites  joignant  F  aux  points  bi,  b,,  bj,  b^,  conve- 
nablement accouplées,  forment  quatre  couplesde  droites  en  involution. 

Considérons  comme  se  correspondant  deux  droites  joignant  aux  points  P  et  0  un  même  point  M 
de  la  cubique.  Une  droite  passant  par  P  coupant  la  courbe  en  deux  points  M  et  M'  a  deux  correspon- 
dantes QM,  QM'.  Inversement,  une  droite  passant  par  Q  a  aussi  deux  correspondantes  passant  par  P. 
Soient  X  et  a  les  coefficients  angulaires  de  deux  droites  correspondantes,  l'une  passant  par  P,  l'autre, 
par  Q,  il  y  aura  entre  )>  et  jx  une  relation  biquadrique 

(1)  AXV'  -+-  BXV  -+-  CX,a2  _H  DX2  +  E|j.2  +  FX,u  -f-GX-f-Hni+K  =0. 

Les  coefficients  angulaires  X„  X,,  Xj,  Xj  des  tangentes  issues  de  P  sont  racines  de  l'équation  <f(X)  =  0 
obtenue  en  écrivant  que  l'équation  (1)  a  une  racine  double  en  ;j..  Les  racines  doubles  correspondantes 
seront  désignées  par  jji,',  fi^,  \J-i,  \^i.  Ce  sont  les  coefficients  angulaires  des  droites  joignant  Q  aux  quatre 
points  de  contact   ai,  Ui,  O3,  Oj. 

De  même  en  écrivant  que  l'équation  (i)  a  une  racine  double  en  X,  on  a  une  équation  <{/([ji)  =  0. 
Ses  racines  ij.,,  [Xj,  1JI3,  [ji*  sont  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  de  Q,  et  les  quatre  racines 
doubles  X,,  X^,  X3,  X^  seront  les  coefficients  angulaires  des  droites  joignant  P  aux  poinls  de  contact 
f>i,  bi,  63,  6j,  de  ces  quatre  tangentes. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  : 

1°  Que  le  rapport  anharmonique  (XjXjXjX^)  est  égal  au  rapport  anharmonique   ((iijxj.ajjit). 

2"  Que  les  couples  X,X,,  X3X4  par  exemple,  et  des  couples  convenablement  choisis  X,'Xj,  Xj'X^  sont  en 
involution. 

Pour  démontrer  cela,  nous  allons  montrer  que  l'étude  des  relations  biquadratiques  de  la  forme  (i) 
se  ramène  à  l'étude  de  deux  coniques. 

Considérons  dans  le  même  plan  deux  coniques  G  et  C  non  tangentes  entre  elles.  A  chaque  point  M 
de  G  faisons  correspondre  les  deux  points    M'   où  les  deux  tangentes  à  G'    issues  de    M    touchfint    C 
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Alors,  à  chaque  point   M'    de  la  conique  C  correspondront  sur  C  les  deux  points  où  la  tangente  en  M' 
rencontre  la  courbe  C. 

Si  l'on  exprime  les  coordonnées  d'un  point  de  C  en  fonction  d'un  paramètre  >,  celles  de  C  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  \j.,  on  aura  entre  X  et  jx  une  correspondance  biquadratique. 

Toute  correspondance  biquadratique  peut  être  obtenue  de  cette  fayon.  Supposons  enelïet  l'équation 
(1)  donnée,  et  prenons  arbitrairement  une  conique  C,  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  conique  étant 
des  fonctions  données  d'un  paramètre  X. 

Prenons  sur  C  un  point  lo,  soient  |ji„  l'une  des  valeurs  de  |j.  que  l'équation  (l)  lui  fait  correspondre, 
X,  l'autre  valeur  de  X  qui  correspond  à  la  même  valeur  [ji„  ;  soient  [i.,,  l'autre  valeur  de  [x  qui  corres- 
pond à  Xi,  et  X,  l'autre  valeur  de  X  qui  correspond  à  [Jii.  Soit  [ij  l'autre  valeur  de  [j.  qui  correspond 
à  X,,  etc.  Nous  obtenons  ainsi  cinq  droites  X^^X,,  X,X,,  I,Xj,  X^Xj  et  W.  Construisons  une  conique  tan- 
gente à  ces  cinq  droites,  ce  sera  la  conique  C.  La  conique  C  étant  déterminée,  sa  représenlation  para- 
métrique ne  l'est  pas  encore  ;  il  faut  se  donner  les  valeurs  du  paramètre  qui  correspondent  à  trois  points 
donnés.  Prenons  i^o,  î-^i,  i^»  pour  les  valeurs  de  ce  paramètre  correspondant  aux  points  où  les  droites 
V'i5  ^''''2'  '^2'^3'  touchent  la  courbe  C.  Alors  la  représentation  paramétrique  de  C  est  déterminée,  et  les 
deux  coniques  déterminent  une  relation  biquadratique  unique. 

Je  dis  que  cette  relation  n'est  autre  que  la  relation  (l).  En  effet,  soit  fÇk,  \x)  =0  l'équation  de  la 
correspondance  définie  par  nos  deux  coniques  ;  on  aura 

/•(Xo,  i^o)  =  0,  /•(X„[x„)=0,  /■(X„^,)  =  0,  /-(X,,  a,)  =  0,  f(}„iu)^Q,  f(\,ix,)=0;  en  outre  les 
relations  /'(X3,  ^)  =  0,  /(X.,  jji)  —  0  auront  une  même  solution  jj^3,  les  relations  f(\,  ii.)  =  0, 
f(^«<  l^)  —  0  auront  une  même  solution  uj.  Ces  huit  conditions  déterminent  les  coefficients  de  la 
relation  biquadratique. 

Revenons  aux  théorèmes  énoncés  ci-dessus.  Supposons  que  le  point  M  de  la  conique  C  vienne 
coïncider  avec  un  point  commun  à  G  et  à  C.  Les  deux  tangentes  issues  de  M  à  C  seront  confondues. 
On  en  conclut  que  les  valeurs  de  X(Xi,  X,,  X3,  A4)  telles  que  la  relation  (1)  ait  une  racine  double  en  ^ 
correspondent  aux  quatre  points  où  C  coupe  C  (jji,',  |jiÎ,  [i'^,  jjij  sont  les  quatre  valeurs  correspondantes 
de   |jl). 

De  même,  si  M'  vient  en  un  point  de  contact  avec  C  de  l'une  des  tangentes  communes  à  C  et  à  C, 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  X  deviennent  égales.  Ainsi  les  quatre  points  de  contact  de  C  avec 
les  quatre  tangentes  communes  à  C  et  C  ont  pour  paramètres  les  quatre  valeurs  de  [i,  'fy,  \i2,  (ij,  1JI4 
pour  lesquelles  la  relation  (1)  a  une   racine   double  en   X.    Les  valeurs  correspondantes  de    X   sont 

'*'l'>  '^'2)  K'     ''■i- 

Théorème  L  —  On  a  l'égalité  des  rapports  anharmoniques 

(XjXjXjX,.)  =  (lijiijjijfij). 
Ceci  revient  à  démontrer  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre   points  communs  à  deux  coniques 
considérées  comme  appartenant  à  la  première  est  égal  à  celui  des  quatre  tangentes  communes  consi- 
dérées comme  appartenant  à  la  deuxième.  Or  ceci  résulte  tout  de  suite  de  la  possibilité  de  transformer 
l'une  des  coniques  dans  l'autre  par  polaires  réciproques. 

TiiiiORKME  II.  —  Les  couples  X^'X^,  X^'X^'  et  les  couples  convenablement  associés  XjX»,  X3X4  forment 
une  involution. 

Prenons  la  corde  X,'X,'  par  exemple,  cette  corde  a  pour  pôle  par  rapport  à  C  un  ombilic  des  deux 
coniques,  puisque  les  tangentes  en  ses  extrémités  sont  des  tangentes  communes,  cet  ombilic  est  situé 
sur  un  des  côtés  du  triangle  autopolaire,  l'ombilic  opposé,  pôle  de  xp,;,  est  situé  sur  le  même  côté.  Donc 
les  droites  X^'X,'  et  X^'X,;  passent  par  le  pôle  de  ce  côté,  c'est-à-dire  par  un  sommet  8  du  triangle  auto- 
polaire.  Ce  point  S  est  le  point  de  rencontre  de  deux  sécantes  communes,  X,X,  et  X^X,,,  par  exemple  ; 
ainsi  X,X.,  X,}.,,  X,'X_;,  X^'X,'  concourent,  ce  qui  suffit  pour  démontrer  la  proposition  énoncée. 

♦ 
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1184.  —  (Jn  considère  n  quanlilés   a,,  a^,  ...,a„;  puis,  les  n  quantités  b,,  h,,  . . . ,  li„   que  l'on  ei 
déduit  par  les  relations 

g,  +  «2  ,  «2-1-03  a„-ha, 

de  même,  les  n  quantités  f,,  c..,  . . . ,  c„  que  l'on  en  déduit  par  les  relations 

*i  -+-  f>i                          à.  H-  63                                              b„  -t-  A, 
«^1  =  — r. '  ''2=  -. '  ...,  f„  ^  X ; 


et  ainsi  de  suite. 
Sait  alors 


Ml  =  (a.  —  ai)-  -+-  {a.  —  Ui)-  -i h  {a,,  —  a,)^, 

«,  =  (i.  _  b,y  +  {b,  -  b,y  -1-  ••■  -^  (b.,  -  b^Y-, 

«3  =  (c,  —  c.y  -h  (c,  —  c,Y  -< 1-  (c„  —  c,)s 

•... , 

montrer  que  la  série 

"1  4- l'a  H h  u„-\ 

4 

est  convergente  et  a  pour  somme     —  S(a,  — a^)'. 

Pour  donner  à  cette  question  tout  son  intérêt,  nous  supposerons  que  les  n  nombres  a,,  ai,  . . .,  an, 
réels  ou  imaginaires,  quelconques,  sont  les  aflixes  de  n  points  d'un  plan  A,,  A,,  ...,  A„,  formant  un 

polygone  simple,  le  polygone    Â,Aj...A„A,.    Nous  voyons  alors  que  les  n  nombres*  A,  =  °'  "^  "' , 

2 
a,-ha3                            a„-f-fl, 
02  =  — 5 — 1    ...,    f>„  — —     sont  les  aflixes  des  milieux  des  côtés  du  polygone;  soient    B,, 

Bi,  ...,  B„,   ces  nouveaux  points.  De  même  les  nombres   c„  Cj,  ...,c,„    tels  que    c^  —      *  "^    '"'"'. 
sont  les  afTixes  des  milieux  des  côtés  du  nouveau  polygone  ;  et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  cas  de  deux  points,  tous  les  points  B,  C,  . . .,  coïncident  avec  le  milieu  du  segment  limité 
par  ces  deux  points,  c'est-à-dire  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des  deux  points.  Dans  le  cas  de 
trois  points,  il  est  visible  que  les  triangles  A.AoAj,  B.BoBj,  ...,  L1L2L3,  ...  tendent  vers  le  point  de 
concours  des  médianes  du  triangle  donné,  c'est-à-dire  vers  le  centre  des  moyennes  dislances.  Dans  le 
cas  de  quatre  points,  cette  même  propriété  se  vérilie  aussi  aisément  par  des  considérations  géomé- 
triques élémentaires. 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  le  cas  général,  tous  les  points  U  que  l'on  forme  par  application 
répétée  de  ce  même  procédé  tendent  vers  le  centre  des  moyennes  distances.  G,  des  points  A,  quand  le 
nombre  des  opérations  augmente  indéfiniment. 

Pour  cela,  nous  pouisuivrons  indéfiniment  la  notation  A^,  en  posant    A„^i  =  Ai,    A„_^.,  =  Aj, 

de  même     a,,^,  =  a,,     a„    ,  —  a„     ....     Or  nous   avons  d'abord      b,  —  — —,      b,  —  fi±_^ 

2  "  2 

bi  -+-  1)2          ,,   ,                 Oi  -+-  2ao  +  «3          a(l  -+-  aY 
Cl  =  — :; ;     a  ou     c,  = =  — ,     en  regardant  les  indices  des  u  comme  des 

exposants;  nous  aurons  de  même    c,  =  — ^— ^-; ,    Admettons  qu  au  bout  de   p  —  1    opérations 

•      •   ,          0(1-1- a)'-'                 a-(lH-a)'-'                             ^               ,         l;,  +  L        aii+a]>' 
nousayonsamsi  /m  =  ,    L  =  — !-- — / — ;  nous  aurons  de  suite  h  =  '  —  -^ -■ 
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j        «  ,  a-^l-^-a)''  ,vt  „  ,  ,  ,.     ..         Oi-f-o^H \- a„ 

de  même     L  —  1     ....     Nous  allons  montrer  que  /,  a  pour  Imiile      


pour  cela  nous  développons  U  et  nous  écrivons 
ou  bien,  à  cause  de    a„_,_i  =  a,,     (7„_,_2  =  02,  .... 


/i 


a.(l  +  C;+Cf +---)  +  q.,(G;  +  Cr'  +  Cr"'  +  ■■■)■ 


2'' 
Restent  maintenant  à  calculer    1 -hC;:  + C;"  + •■■,    C;,4-G];+' +  C|"+'-i---,    ....    Partons  de 

(1  +  a;)^  =  1  -H  C'a;  +  q,x^  H 1-  G;»"  +  •  ■  ■ 

,       .    ,.  2^-iT     .  .   2y;-7i 

et  remplaçons-y  x  par  une  racine  quelconque  de  1  équation  bmome   x"  =  1,   x  =  cos h  (  sm ; 

2A:Tt        .   .     2/.-TI 

nous  aurons  i  -\-  x  =  1  -i-  cos 1-  (  sm , 

n  n 

kn  l        A-/1        .    .     /.'Tt  \        ^         A-it      i^ 

ou  1  +  X  =  2  cos  —   cos h  î  sm —  2  cos  —  e       . 

»!    \  n  n   I  n 

kr.      '-thz- 
et  par  suite,  (1  -i-  x)i'  =  2''  cos''  — -  e  "    ■ 

Sauf  pour    k  =  0,     le  facteur  de  'à''  tend  vers  0  quand  p  grandit  indéfiniment.   Cela  posé,  rem- 
plaçons X  successivement  par  toutes  les  racines  de  l'équation  binôme    x"  =  l     et  ajoutons  tous  les 

résultats  obtenus,  nous  aurons 

«(lH-C;;+C;"-h---)  =  S(l-Ha;)'', 

par  suite 

■i4-G;;  +  cf -+-•  ■      m  +  x)p 

-11 '. i —  . 

2''  ~  2'' 

L'un  des  termes  du  second  membre,  celui  qui  correspond  à     ^  =  0,     est  égal  à  l  ;  tous  les  autres 
leadent  vers  0  quand  p  augmente  indéfiniment;  on  a  donc 

y,,^  i  +  c;  +  cf+--      1 

(1  -|-.t)'' 

Considérons  maintenant    «""'(l -t-a;)''    ou    ;     cette  quantité  est  égale  à 

2c  cos''  —  e  *■  "      "  ' , 
11 

pour    /i  =  0,     elle  est   égale  à    2/';    pour  les  autres   valeurs,     k  =  \,    2,     ...,    ?! — 1,     le  facteur 

cos'' —    tend  vers  0,    le  facteur     e  ^  "     "  '     ;i  pour  module  1  ;  donc  le  multiplicateur  de  V  tend 
n 

vers  0  pour  toutes  les  valeurs  de  k  autres  que  0.  D'ailleurs  nous  avons 

,     ^{i+xy 


n(c;,-+-c;r'4-G;"+' 


X 


par  suite 


G],-f-c;r'+c;"+'-H--  _  1  ^(i-hxY 


2''  2''  X 

le  second  membre  a  pour  limite  1  quand  p  grandit  indéfiniment;  donc 

lini     ^1'  +  ^'      +  ^;-       +  _  J_ 

''=''  2/'  M 

Même  raisonnement  pour  les  autres  termes.  Le  nombre  /i  a  donc  pour  limite 
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a,  +  a,- 


n 
donc  le  point  L,  tend  vers  le  point  G,  centre  des  moyennes  distances  de  A,,  Aj,  . . . ,  A„.  La  même  mé- 
thode s'applique  à  k,  /.,,  ..,/„;  donc  tous  les  points  L;.  tendent  vers  le  point  G,  centre  des  moyenDes 
distances  des  n  points  Ai,  Ao,  . . . ,  A„. 

Envisageons  alors  la  série  dont  les  divers  termes  sont  i;A,.\],  SIi,Bj,   . . .,  iLiL,  . . .,  ou,  pour  pré- 
ciser, dont  le  terme  général,  u,,,  est  égal  à 

LiL!-i-  L2L3  +  ••-(-  L„L;  ; 
nous  allons  montrer  que  cette  série  est  converj^ente  et  calculer  sa  somme. 

A  cet  efl'et,  joignons  un  point  quelconque  du  plan,  0,  aux  divers  points  que  nous  avons  introduits 
et  appliquons  le  théorème  de  la  médiane;  nous  aurons 

ÔÂ'-Ht)Â^==2ÔB^  +  -^^. 


oa',-+-oa;  =  20B'  ■   ^"'^' 


2 
et,  en  ajoutant, 


ou  enfin 


2S-  =  <»S-  -\- 


Ss-Sf-f  jvA.a', 


S^  et  SJ  désignant  les  sommes  SÔAj,  -OB^. 
Nous  avons  ainsi  successivement 


puis,  en  ajoutant  ces  diverses  égalités, 


Sj  =  s;  +  -^sa.a', 

sj  =  s?+-iï:B;B:, 
4 


1  — o 

4 


1 


•t 


Or  d'après  ce  que  nous  avons  vu  antérieurement,  tous  les  points  L  tendent  vers  le  point  G,  donc 

2 

S;^.,  tend  vers  nOG'  ;  par  conséquent,  nous  avons 

lim  («o  +  MiH hUj,)=  i{si—  nÛG"). 

Cette  formule  montre  que  la  série  est  convergente  et  a  pour  somme  4(8^  — nOG').  Appelons  I 
la  somme  de  celte  série  et  plaçons  le  point  0  successivement  en  G,  en  Ai,  en  A,,  ...,  en  A„,  nous 
aurons  successivement  aussi 

s  =  4SGÂ', 
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Kn  ajoutant  les  n  dernières  égalités,  nous  avons 

ni.  =  8SÂJ'  -inÛÎIl; 
mais  4i;GÂt  =  I  ; 

donc  2»  S  =  8SÂ^j, 

®'-  S  =  —  SA,A,. 

n  ^ 

C'est  le  résultat  annoncé. 


-♦- 
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1175.  —  Uni'  droite  est  normale  à  un  faisceau  de  surfaces  komofocales.  Démontrer  que  les  plans 
tangents  menés  par  cette  droite  à  l'une  de  ces  surfaces,  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  tan- 
gents menés  par  la  même  droite  à  celle  de  ces  surfaces  qui  lui  est  normale.  Trouver  le  lieu  des  points  de 
contact. 

Considérons  un  faisceau  de  surfaces  homofocales  aj'ant  pour  équation  ponctuelle 

et  pour  équation  tangentielle 

(«2  -+-  X)m-'  +  (i2  H-  l)V-  -h  (c2  -t-  l)iv-  —  r'  =  0. 

Il  est  évident  qu'il  y  a  une  surface  de  ce  faisceau  et  une  seule  qui  est  tangente  à  un  plan  donné  ;  on 

démontre  sans  peine  aussi  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  donné  par  rapport  à  ces  surfaces  est  une 

droite  perpendiculaire  au  plan  ;  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  le  plan  étant  justement  le 

point  de  contact  du  plan  avec  la  surface  du  faisceau  qui  le  touche.  On  démontre  aussi,  et  cette  propriété 

est  classique,  que  par  un  point  quelconque  de  l'espace  il  passe  trois  surfaces  du  faisceau,  un  ellipsoïde, 

un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  que  ces  trois  surfaces  se  coupent 

en  ce  point  à  angle  droit,  deux  à  deux. 

Considérons  alors  une  droite   quelconque  de   l'espace  définie  par  les  équations  de  deux  plans 

Pi  =  0,     P,  =  0  ;     tous  les  plans  menés  par  cette  droite  ont  pour  équation 

P,4-[.P,  =  0, 

et  nous  aurons  ceux  qui  sont  tangents  à  une  surface  du  faisceau  en  exprimant  que  les  coordonnées  de  ce 

plan  satisfont  à  l'équation  tangentielle;  nous  trouvons  ainsi  une  équation  du  second  degré  en  ,u  de  la 

forme 

T  +  XT'  =:  0, 

T  et  T'  étant  deux  trinômes  du  second  degré  en  \j..  Il  résulte  de  là  que  les  couples  de  plans  tangents 
aux  diverses  surfaces  du  faisceau  forment  une  involution  dont  les  deux  couples  T  =  0,  T'  =  0  sont 
les  couples  de  base  ;  or  le  second  couple,  T'  =  0,  est  formé  par  le  couple  de  plans  tangents  au  cercle 
imaginaire  de  l'infini  ;  donc  les  deux  plans  doubles  de  l'involution  sont  rectangulaires.  Mais,  pour  avoir 
un  plan  double  de  l'involution,  il  faut  que  les  deux  plans  du  couple  soient  confondus,  c'est-à-dire  que 
la  droite  par  laquelle  on  mène  ces  plans  tangents  soit  tangente  à  la  surface  correspondante.  Il  y  a  donc 
deux  surfaces  du  faisceau  tangentes  à  une  droite  quelconque  de  l'espace  et  les  plans  tangents  corres- 
pondants sont  rectangulaires  ;  ce  sont  ces  plans  qui  divisent  harmoniquement  chaque  couple. 

Dans  le  cas  oij  la  droite  envisagée,  D,  est  normale  à  l'une  des  surfaces  en  A,  les  deux  surfaces  tan- 
gentes à  la  droite  D  sont  les  deux  autres  surfaces  qui  passent  au  point  A,  puisque  les  normales  àcha- 
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cune  d'elles  sont  perpendiculaires  à  la  droite  D  en  A.  Ici  les  doux  points  de  contact  de  la  droite  D 
avec  les  surfaces  qu'elle  touche  sont  confondus  avec  le  point  A  et  les  plans  tangents  sont  les  deux  plans 
rectangulaires  menés  par  la  droite  D  et  par  les  deux  autres  normales. 

L'énoncé  est  donc  faux  :  les  plans  tangents  menés  par  la  droite  à  la  surface  qui  lui  est  normale  font 
partie  de  l'involution,  mais  ce  ne  sont  pas  les  plans  doubles,  ce  ne  sont  pas  ceux  qui  forment  un  faisceau 
harmonique  avec  le  couple  général  de  l'involution. 

Pour  trouver  le  lieu  des  points  de  contact,  considérons  la  droite  D  comme  étant  définie  par  deux 
plans  Pi  et  Pï,  et  soient  à„  A,  les  deux  droites  perpendiculaires  à  ces  plans  qui  sont  les  lieux  do 
leurs  pôles  ;  soient  aussi  Mi  et  Mj  les  pôles  de  ces  deux  plans  par  rapport  à  une  surface  particulière  du 
faisceau  X.  Les  deux  points  Mi  et  M.,  décrivent  deux  séries  semblables  et,  par  suite,  le  lieu  de  MiMj 
est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  des  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  D.  Tel  est  le  lieu 
des  droites  polaires  de  D  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau.  La  droite  D  rencontre  ce  paraboloïde 
en  deux  points  qui  sont  les  points  de  contact  de  la  droite  avec  les  deux  surfaces  du  faisceau  qu'elle 
touche.  Ce  paraboloïde  contient  aussi  les  droites  ài  et  A,_,  c'est-à-dire  les  droites  lieux  des  pôles  des 
divers  plans  qui  passent  parla  droite  D.  Par  conséquent  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  plans  avec 
les  surfaces  du  faisceau  est  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  droite  D  sur 
le  syst('!me  des  génératrices  A  ;  c'est  donc  une  cubique  gauche  placée  sur  le  paraboloïde  et  qui  se  pro- 
jette sur  le  plan  directeur  perpendiculaire  à  D  suivant  une  cubique  circulaire  à  point  double. 

Dans  le  cas  où  la  droite  D  est  normale  à  l'une  des  surfaces  en  A,  les  droites  ^,  et  .A,  sont  dans  le 
plan  tangent  en  A  et  la  droite  MiMj  décrit  ce  plan  ;  c'est  alors  une  droite  perpendiculaire  à  sa  polaire, 
elle  fait  partie  du  complexe  des  axes  ;  elle  enveloppe  donc  dans  un  plan  la  conique  du  complexe,  c'est- 
i\-dire  une  parabole,  et  les  droites  A  enveloppent  la  même  parabole.  Ici  le  paraboloïde  se  réduit  à  un 
plan  et  ses  deux  points  de  rencontre  avec  D  coïncident  avec  le  point  A. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  passant  par  la  droite  I)  avec  les  surfaces  du  faisceau  est  la 
podaire  de  cette  parabole  par  ra[iporl  au  point  A.  C'est  une  sli'ophoïde,  car  les  deux  tangentes  issues  du 
point  A  à  la  parabole  sont  rectangulaires,  puisque  ce  sont  les  deux  positions  de  la  droite  polaire  de  D 
qui  rencontrent  D,  c'est-à-dire  les  tangentes  aux  deux  autres  surfaces  qui  passent  en  \  et  qui  sont 
situées  dans  le  plan  perpendiculaire  à  D  en  A. 

Restent  à  vérifier  par  le  calcul  les  divers  points  qui  font  l'objet  du  problème  actuel  et  qui  sont 
moins  connus  que  les  propriétés  classiques  sur  lesquelles  nous  nous  sommes  appuyés. 

Soient  toujours  P|  et  Po  les  deux  plans  qui  définissent  la  droite  D.  Un  plan  passant  par  cette 
droite  a  pour  équation    Pj  4-  jjiPj  =  0;     en  exprimant  qu'il  est  tangent  à  la  surface  X,  on  a 

(a''  -f-  X)(h,  -h  ixu,y  H (r,  -+-  \xr.)-  =  0. 

T 
Cette   équation   donne  X  en  fonction  de  u,     X  = ^,     T  et  T'  étant  deux  trinômes  du  second 

degré  en    (x.   D'autre  part,  le  point   de   contact  de  ce  plan  avec  la  quadrique  qui  le  touche  a  pour 
coordonnées 

X  =  —  (a-  -(-  X) 

en  y  remplaçant  X  par  sa  valeur  en  fonction  de  jx,  on  obtient  bien  les  équations  d'une  cubique  gauche. 

T 
Si  maintenant  on  laisse  de  côté  la  condition    X  =  —  —,     les  valeurs  de  ,t,  y,  z  sont  simplement 


Wi  -H  jjiWj 

?•,  -+-  (xr^ 

V,  -+-  <XV2 

r,  H-  ijtr. 

IVl  -h  [JLW, 
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les  coordonnées  du  pôle  du  plan  jji  par  rapport  à  la  quadrique  l  et  on  aura  le  lieu  de  ce  pôle,  c'est-à- 
dire  le  lieu  de  la  droite  polaire  de  D  en  éliminant   >   et  u  entre  trois  équations;   or  elles  peuvent 

s'écrire 

t(,).|jL-)-  M,X  +  [a-ii^  +  rjx)(ji  -t-  a'^Ut  -+-  r^x  =  0, 

v^l^i  -+-  Vil  -+-  {b-iu_  -+-  r^y)u.  H-  b'v,  -+-  r,i/  =  0, 


et  elles  donnent 


en  posant 


lu.= 


p  = 


Q  = 


l  = 


a-Ui  -+-  vix 
h- VI  -+  r,ii 
c'-Wx  -+-  r,3 


"'s 


—  0 

s 
î'i 


R 


f^  = 


bh\  -1-  r,!/ 


M2 

Ml 

«2 

"l 

"'2 

!l' 

a^M, 

+  )■ 

.r 

6\., 

-1-  r- 

?y 

c^w 

.^' 

l" 

S  = 


a-Ui  - 
^-i'2  - 

b'-v, 
c-ir, 

u. 


■r^x 
-  r2a7 


"1 


n'^Uî 

-+-  r^x 

b^v. 

-+-ny 

c-w 

-hnz 

Les  quatre  quantités  P,  Q,  R,  S  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z,  et  le  lieu  cherché  a  pour 

équation 

PS  +  QR  =  0; 

or  les  deux  plans    R  =  0,     S  =  0    sont  visiblement  parallèles  au  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D  ; 

donc  cette  surface  est  un  paraboloïde  qui  a  un  plan  directeur  perpendiculaire  à  la  droite  D. 

Pour  que  la  droite  D  soit  normale  à  l'une  des  surfaces  du  faisceau,  il  faut  que  le  plan  polaire  de 
l'un  de  ses  points  soit  perpendiculaire  à  la  droite  elle-même.  Soit  {x,  y,  z)  ce  point,  il  faut  que  le  plan 

Xx  \y  Z: 


-+- 


1  =  0 


a»-t-X    '    b^-hl    '    C--1-X 

soit  perpendiculaire  à  la  droite   dont   les    cosinus    directeurs  sont  proportionnels  à    v^iVi  —  ?/',«,, 
«'iMj  —  ii\Uh,    «lUo — WiWi  ;     ceci  nous  donne 

O.r  (iy  'Sz 


■  ".'.yj, 


IViUi  —  UiW-i, 


=  UiVi—  v,u.2  ; 


en  portant  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  Pi  et  P^,  les  termes  en  l  disparaissent  et  il  vient 

ri 
Sa^ui(«iW2  —  iViVi)  H-  -—  =  0, 

0 


1a^U2{viiVi  —  wivj)  ■ 


0 


=  0, 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  0    La  condition  pour  que  la  droite  soit  normale  à  l'une  des  quadriques  du 
faisceau  est  donc 


I 


i 


0  =  — la-UiiVtttu  —  u\vi) 2;a'M2('^i"-'2  —  K'it'2). 

r,  r^ 

Sous  cette  condition,  il  est  visible  que  les  deux  plans  R  et  S  coïncident  ;  le  paraboloïde  se  réduit 

donc  à  deux  plans  :  le  plan    R  =  0,     perpendiculaire  à  la  droite  D,  et  le  plan     Pr^^Qi\  =  0    dont 

l'équation  peut  encore  s'écrire 
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a^îi,  +  )\.r 

a'-Ui  -+-  ni- 

"|''î  i'2''l 

l'''\  +  '•,'/ 

*'-y,  -h  r^j/ 

«,'•..  —  i',r, 

c'a\  -t-  )■,: 

C'^W,  +  ViZ 

Zt'.Co—  Wo7-, 

=  0. 


Il  faudrait  montrer  maintenant  que  ce  plan  ne  convient  pas  ou  fournit  une  solution  exceptionnelle  ; 
nous  ne  suivrons  pas  plus  loin  ces  calculs. 

Mais  on  peut  éviter  toutes  ces  diflicultés  en  recommençant  dans  ce  cas  particulier  l'élimination  de 
X^jL,  l  et  [X  entre  les  trois  équations  qui  donnent  le  pôle  du  plan  variable  Pi  +  .aP,  =  0.  Multiplions 
la  première  par  ViWi  —  WiVi,  la  seconde  par  irtu,  —  u^Wt,  la  troisième  par  it,v.  —  v,u2  et  ajou- 
tons ;  les  coefficients  de  Xji  et  de  X  disparaissent  identiquement;  celui  de  n  devient 

yia-U2{v,Wi  —  if'it',)  +  /■2Ï(yiii',  —  u'iV,)x, 
et  enfin  le  terme  constant  devient 

i:n-u,(uiW2  ■+-  WtVi)  +  r,S{«i»i's  —  WiV^)x. 

Ces  deux  coellicients  sont  identiques,  aux  facteurs  (n  et  r,  près  ;  donc  le  résultat  de  l'élimination 
est  simplement  le  plan 


2(UlWa  —  w,v^)x 


1 


Za-Ui{ViW3  —  ii'iVo)  =  0, 


1 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

~{oiWi  —  w,v.,)x  ■+-  —  Sa'u,(y,K?a  —  U'tV^)  =  0. 

C'est  justement  In  plan  H  ou  S,   perpendiculaire  à  la  droite  D  ;  cette  méthode  ne  donne  pas  le 
second  plan    Pr.  -t-0''i  =  0,     ce  qui  montre  bien  que  ce  plan  ne  fait  pas  partie  du  vrai  lieu. 

lionne  solution  ilu  M.  Houvaist  ciui  fait  remarquer  Ijien  justement  qu'il  n'y  a  qu'une  suifuce  du  faisceau  pour  laquelle 
les  deux  plans  lanf^ents  seraient  conjugués  harmoniques  par  rapport  h  ceu.\  qui  contiennent  les  génératrices  de  la  surface 
normale  à  la  droite  1)  au  point  où  cette  normale  tombe  sur  la  surface  envisagée. 


±\%^.  -  Etant  donnt'es  une  quadrique  S  et  deux  droites  D,,  Dj  quelconques,  on  considère  les  deux 
droites  3,8'  s'appuyani  sur  U,,  Dj  et  sur  leurs  conjugués  A^,A2  par  rapport  à  S. 

1»  Trouver  le  lieu  des  droites  o,  o'  lorsque,  D,  étant  fixe,  D^  reste  dans  un  plan  P  et  tourne  autour 
d'un  point  fixe  11  de  ce  plan.  Ce  lieu  est  une  surface  S  dont  on  indiquera  les  droites  remarquables  et  les 
systèmes  de  droites  s'appuyant  sur  U„  :i,.  Pour  quelles  positions  du  point  n  dans  le  plan  P  la  surface  S 
se  décompose-t-elle  ? 

2°  On  suppose  les  droites  D,,  Dj  choisies  de  telle  sorte  que  Ifs  quatre  droites  D,,  Dj,  A,,  A,  soient  sur  une 
même  quadrique  Q.  Dans  ces  conditions,  le  lieu  des  conjuguées  A,  par  rapport  aux  quadriques  Q,  d'une 
droite  donnée  D,  est  une  quadrique .  Comment  doit  être  située  la  droite  D  pour  que  celte  quadrique  se  con- 
fonde avec  la  surface  S'? 

Prenons  pour  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  conjugué  à  S  et  ayant  pour  arêtes  opposées  les 
droites  D,  et  A^.  Un  des  sommets  du  tétraèdre  sur  chacune  de  ces  droites  est  arbitraire.  Le  choix  de  ces 
deux  points  sera  fait  plus  loin  en  vue  de  simplifier  les  calculs. 


Plans 

Equations 

Droites 

BCD 

x  =  0 

ACD 

y  =  0 

Di  ou  CD 

ABD 

z  =  0 

ABC 

t  =  0 

A,  ou  AB 
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y  =^  hr, 

t  =  kz, 


Nous  écrirons  l'équation  de  la  quadrique  S  sous  la  forme  canonique 

et  celles  de  la  droite  D:.  : 

{    X  =  X;  -+-  lit, 

(    y  =  X':  +  [jl7. 
En  remarquant  que  cette  droite  passe  par  les  deux  points  (X,  X',  1,  0) 
C,/  l \x     et  (|JL,  fji',  0,  1),  on  peut  écrire  immédiatement  les   équations  de  sa  con- 
juguée As  : 

(   Xx-t-  X'i/  -(-  r  =  0, 

B  ■  (    (jLi'+.ji'y  _|-/  =  0. 

Soient  enfin 

(1) 
les  équations  d'une  des  droites  8,  o'. 

Four  exprimer  que  celte  droite  rencontre    D-,,    il  suffit  de  remplacer    y,  l   par   leurs  valeurs  et 
d'écrire  que  les  équations  de  D.  ainsi  transformées  ont  une  solution  commune  en  a'  et  :. 

On  obtient  ainsi  la  condition 

(2)  hli'x  -+-  /lÀ  —  k'/  —  X'  =  0. 

Opérant  de  môme  pour  A^,  il  vient  ensuite 

(3)  /,a'— /ia'-H/vX— ;x  =  0. 

1.  Prenons  pour  sommets  B,  D  du  tétraèdre  les  points  où  les  droites  ^,  et  D,  sont  respectivement 
rencontrées  par  le  plan  P,  et  soient  a',,  y„  :i,  l,   les  coordonnées  du  point   n   de  ce  plan. 
On  aura  alors  dans  les  équations  de    Uo  : 

(4)  À  =  —  =  c'e,  f^  =  0,  et  y,  =  X':,  h-  ^'i,. 

Le  lieu  cherché  s'obtient  en  éliminant   X',  /,  /(,  /,■    entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  (4).   Le  calcul, 
très  facile,  donne,  en  posant    ?/,  =  /(,j',,     ^  =  A',:,, 

h,xij[~J  -i-  /-)  —  /m:/(x2  _^  y2)  _,_  j^tfi  _  ,f--,  =  0, 

surface  du  quatrième  ordre,  ayant  visiblement  pour  droites  doubles  les  droites  D,,  Ai,  et  pour  droites 
simples  BDu  =  0,     z  =  0)     et    AC{y  =  0,  /  =  0). 
En  mettant  l'équation  sou-^  la  forme 

/(/  -  k,z){x^-  4-  y')-y[ij  -  /(,a)(-  +  '-)  =  0, 
on  obtient  de  nouvelles  droites  :   les  quatre  droites,  intersections  des  quatre   plans     x-  -+-  y-  =  0, 
;a  _(- ;2  =  0,     génératrices  de  la  quadrique  S;  la  droite  passant  par  n  et  s'appuyant  sur  D,,  a,    (y^li^x, 


t=k 


1";- 


et  les  deux  droites 


y  —  h,r  =  0,  [^   t  —  k,z  =  0, 

Un  premier  système  de  droites  de  S  est  constitué  par  les  droites  3,  S'.  Le  plan  passant  par  D,  et 
une  droite  S,  par  exemple,  coupe  la  surface  suivant  une  autre  droite  3,  rencontrant  a,  au  même  point 
que  0  (l'intersection  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  se  décompose  en  D,,  droite  double,  3  et  une 
autre  droite  3,).  D'où  un  deuxième  système  de  droites  3,,  S,'. 

On  peut  le  voir  par  le  calcul. 

Pour  qu'une  droite     y  —  hx  =  0,    I  —  kz  =  0     soit  sur  ^,  il  faut  que 

(5)  hili{l  +  A-^)  -  A, A(l  -H  /i^) H-  k'  —  li^^o. 
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Lorsqu'on  se  donne  h,  l'équalion  donne  donc  deuv  valeurs  de  I;,  d'où  l'existence  des  deux 
systèmes  o,  S,. 

Si  l'on  exprime  que  l'équalion  (5)  admet  une  racine  double  en  /(,  on  trouve 

m  -h  A--)-  +  /.■(/.•  - 1)(1  -+-  A-,  A)  =  0, 
équation  du  quatrième  degré  en  A. 

Il  existe  donc  quatre  points  de  la  droite  D,  tels  que  les  droites  o,  o,  qui  y  passent  sont  confondues. 
En  ces  points  (appelés  points  de  pincement)  les  deux  plans  tangents  à  la  surface  ï  sont  confondus.  La 
droite  a,  contient  quatre  points  analogues. 

Cherchons  dans  quel  cas  la  surface  S  se  décompose.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  le  premier  membre  de  (5) 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Si  donc  l'on  considère  la  relation  (3)  ^omme  une  équation  du 
deuxième  degré  soit  en  k,  soit  en  A,  la  quantité  placée  sous  le  radical  doit  être  carré  parfait.  On  trouve 
ainsi  la  condition 

(//f-Af)(/i?-M)(A-î-^l)  =  0. 

Soit  d'abord  A,  =  tli,  u  =  ±  1).  Le  point  n,  étant  dans  le  plan  P  supposé  fixe  a;  =  X:,  est 
à  l'intersection  de  ce  plan  et  de  l'une  des  surfaces    xl  —  si/:  =  0,     c'est-à-dire  sur  l'une  des  droites 

X  -  ),:  =  0, 
y-iU  =  0. 
La  surface  S  se  décompose  en  les  deux  quadriques 

(xl  —  ti/z)[lu{i)l  —  Exz)  -+-  xl  -+-  £(/:]  =  0. 
Si  /(J-t-  1  =  0,     II  est  sur  l'une  des  droites  d'intersection  du  plan  P  et  des  plans    x-'  +  y^  ==  0, 
et  s  se  décompose  en  un  plan  et  une  surface  cubique  : 

(y  —  u'x)'  1/:»  —  ùxl'  -+-  kizl^y  +  dx)]  =  0, 
(en  posant  h,  =  d). 

La  condition    Aj  -+-1=0    donne  une  décomposition  analogue. 

2.  Pour  que  les  droites  Di,  A,,  Do,  .i_,  soient  sur  une  même  surface  du  deuxième  ordre,  il  faut  et  il 

suffit  que  les  équations  de  condition  (2)  et  (3)  se  réduisent  à  une  seule.  On  doit  donc  avoir 

(1   _      X      _  —  /  _   >^' 
X'  —  jji'  X  u 

Il  est  visible  que  ces  rapports  doivent  être  égaux  à  -h  1  ou  à  —1,  d'où  l'existence  de  deux 
systèmes  de  droites  D.,  correspondant  aux  relations 

X'   =:  S(.,  (.'   =    _  sX. 

Les  droites  de  chaque  système 

X  =  X:  +  [JL/, 

y  =  <î^:  —  >>'), 

dépendant  de  deux  paramètres   X,  [i,    forment  une  congruence  linéaire.  Elles  rencontrent  donc  deux 
droites  fixes. 

Des  équations  précédentes,  on  tire 

X^  +  ,f   ^   Q:^  -h  [Jl2)(32  h-  <!), 

ce    qui    montre  que  ces  droites   sont  les  intersections  des   plans      x--^-y-  =  0       avec   les    plans 
z^-  -+- 1-  =  0. 

On  vérifie  facilement  que  les  deux  droites  fixes  relatives  au  système  e.  ont  pour  équations 

y  —  e'ix,  z  =  zz'it  (e'=±1). 

On  forme  d'ailleurs  aisément  l'équation  de  la  surface  Q.  Il  suffit  pour  cela  de  remplacer  dans 
l'unique  équation  de  condition 

{h-^ik)l+{hk-i)ix  =0, 
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/(  et  /,■  respectivement  par  — -    — -    la  quadrique  Q  étant  le  lieu  des  droites  S,  8'. 
Soient  alors 

(     X  =0iZ+pl, 

D 

(    y  =  a'i  -+-  ?  I, 
les  équations  d'une  droite  D. 

Sa  conjuguée  A  par  rapporta  0,  intersection  des  plans  polaires  dos  points  (ï,  a',  1,0)  et  (p,P',  0,1), 

a  pour  équations 

(    X(e7<  -f-  a';  +  y)  —  |jt(eoi:  —  «7  -+-  tx)  =  0, 

l  i[4t  +  fi';  +  ex)  -  K^p:  -  ?''!  —  y)  =  0. 

L'élimination  de  l,  [j.  donne  l'équation  du  lieu  cherché,  qui  s'écrit  après  quelques  réductions, 

oc-^  ^  y2  +£(aP'  —  «'?)(:-  +  P)  +  («'  -  e^){ijz  —  ext)  -+-  (fi'  -K  ei)(î//  -h  ej;:)  =  0. 
Celte  quadriqtie  se  confond  avec  S  lorsque  l'on  a 

a'  _  eP  :=  0,  p'  H-  Eï  =  0,  afl'  —  «^  =  £, 

d'où  les  équations  de  la  droite  D  : 

(     X    =    OLZ^^t, 

}  avec  0(2  +  S-'  -H  1  =  0. 

(  y^.{^z-.l), 

On  constate  très  facilement  que  ce  sontles  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices  de  la  surface 

S.  En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  de  la  droite  élevées  au  carré,  et  tenant  compte  de  la 

relation     y.^ -i-2,- =  —  ï,    on  a  en  effet 

x"" -h  y' -h  z'- -\- r-  =  0. 

La  condition  cherchée  est  donc  que  D  soit  située  sur  la  quadrique  S. 

VASNIER. 
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1155.  —  On  artudté  avec  précision,  à  Paris,  rin/lurnce  de  la  température  stir  la  pression  maxima 
de  la  vapeur  d'eau  :  par  exemple,  dans  le  voisinage  de  Mid",  une    variation    de  température    de   {"produit 

une  variation  de  pression  de^l'""'  —  de  mercure.  Cela  posé,  on  détermine,  en  divers  lieux  du  globe,  le  point 

1  1 

d'ébuUition  de  l'eau  à de  dei/ré  itrès  et  on  lit  en  même  temps  le  liaromètre  à  — -  de  millimétré.  Comment 

500  '  20 

pourra-l-on  en  déduire  les  variations  de  g  et  quel  sera  le  degré  de  précision  de  cette  mesure'.'  Quelle  sera 
la  variation  de  température  ou  de  lecture  barométrique  qui  correspondra  à  un  déplacement  de  1°  en  latitude 
dans  le  voisinage  du  4j°  parallèle?  On  sait  que  la  variation  de  g  avec  la  latitude  est  représentée  par  la  for- 
mule   g  z=  r/45(l  —0,00239  cos  2'j>). 

Soit  r  la  température  d'ébuUition  observée  en  un  lieu  oii  l'accélération  de  la  pesanteur  est  g,  la 
hauteur  barométrique  réduite  à  0°  étant,  au  même  moment,  égale  ù /r".  Si  l'on  se  trouvait  à  la  lati- 
tude de  45°,  la  hauteur  barométrique  correspondant  à  la  même  température  d'ébuUition  serait 
750  H-  (<  —  100)SJ7,2o.  Gomme  la  force  élastique  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  t',  cette  force  élastique 
étant  évaluée  en  dynes  par  exemple,  est  évidemment  indépendante  du  lieu  où  l'on  se  trouve,  on  a 

„   ,                       760  -^{t—  100)27,25 
[760  -H  (;  -  100)27,25](/,,  =  l^g,  d'où  g  = '— '- g^,. 


avec  laquelle  on  mesure  g  est  égaie  à  gt-,.  En  rcmpla(;ant  s,  e'  et  jrir,  par  leurs   valeurs  numé 
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Cherchons  maintenant  le  degré  de  précision  que  comporte  cette  mesure. 

L'erreur  absolue  maxima  commise  sur  le   numérateur  de  la  fraction  du   second   membre  est 

■  =   "  '"    ;    l'erreur  relative  correspondante  est  environ  — -—  •  De  même  1  erreurmaxima  commise  sur 
50O  /oO 

1 

le  dénominateur  est     t  =  — -    et,  comme  h  est  toujours  voisin  de  760,  l'erreur  relative  est  environ 

-^.  L'erreur  relative  commise  sur  la  fraction  est  donc  au  plus    ^^^^j^-     La  fraction  étant  toujours 
760  7bO 

voisine  de  1,  on  peut  confondre  cette  erreur  relative  avec  l'erreur  absolue,  de  sorte  que  l'approximation 

avec  laquelle  on  i 

riques,  on  trouve 

0'°,13. 

Supposons  maintenant  qu'on  passe  de  la  latitude  45°  à  la  latitude  4()».  L'intensité  de  la  pesanteur 
devient     7  =  g.Jl  —  0,00230  cos  92°)  =  7. ,(1  -h 0,00239  sin  2"),     ou,  en  prenant  sin  2°  =  -g-. 

g=g^,{\  4-0,00009). 
Ceci  étant,  supposons  d'abord  que  la  hauteur  barométrique  soit  la  même  dans  les  deux  lieux.  Alors 
la  température  d'ébullition  de  l'eau  est  t  à  43" ,  l'  à  46°  et  nous  avons,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

h,j..^  ^  [7C0-i-(/  — 100r27,25].7,„ 
hg     =  [760  H-  [C  -  100)27,23]34:,. 

En  retranchant  la  première  égaillé  de  la  seconde  on  a 

0,00009/; 
[g  -  g,,)h  =  {f  -  l)tl,^ï>g,,  d'oii  l'-t=      ^.^^^g     • 

En  supposant    h  =  760    on  trouve 

l'-t  -  0",002o. 

Cette  variation  de  température,  étant  supérieure  à  — —  de  degré,  sera  appréciable  dans  les  condi- 

lions  de  l'énoncé. 

Supposons  maintenant  que  la  température  d'ébullition  étant  la  même  dans  les  deux  lieux,  la  hau- 
teur barométrique  soit  h  à  i5°  et  h  à  46».  La  pression  réelle  étant  la  même  dans  les  deux  cas,  on  a 

h'g  =  hg.,.  d'où  IzL^^iZllii. 

■f         ■>"■  h'  g,. 

En  faisant    h'  =  760,     on  trouve 

h—li'  =  760x0,00009  ^  0'"'",068. 

Cette  variation  sera  encore  appréciable  dans  les  conditions  de  l'énoncé. 

Remarquons  enfin  que  l'approximation  de  la  mesure  de  g  étant  O'^jlS  et  la  variation  correspondant 

à  10  de  latitude  étant  seulement     0,00009x981  =  Oi^^.OQ  environ,  la  précision  de  la  méthode  correspond 

à  une  variation  de  latitude  d'à  peu  près  un  degré  et  demi. 

J .  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1903). 

I.  —  Algèbre. 

3274.  —    Déterminer  p  de   façon  que  le  polynôme    x' +  px -t- a' -\- h'    soit  divisible  par    x  +  a-\-b.     Cette  valeur 
étant  donnée  à  p,  résoudre  l'équation    j'  -I-  px  -t-  a^  -h  (/'  =  0. 
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3275.  —  Simplifier  Texpression  -t-^= — r^^- 

3276.  —  Calculer  la  somme  des  coefficients  du  binôme,  puis  les  sommes  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois etc. 

3277.  —  Etudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 

2h'  -(-1  2;n- 1  .   ,  a        ,     a  t  1 

sm^  — >     Ig 


tt!  n'{n-h\)'  n  n        ji''(Lh)''         n[Ln)' 

3278.  —  Etudier  la  série 

1111  11 


v/2  — 1  \/2-^-^  v/3— 1  v^S  +  l  y/n— 1  v'»  • 


1 

3279    —  Calculer  a    près  les  valeurs  des  séries 

1000 

1  1  1 

1  +  --  +  -— + 1 H-.., 

2»         3'  II" 

1  1  ,      .      ,    1 

i  1 

3280.  —  Calculer  à    ——    près  la  valeur  de  la  série  qui  a  pour  terme  général  ^ 

3281  —  Etudier  les  séries 

X        x^        x^  x'"*' 

T"^  ÏT  "^  ST"^""^  (2n  +  l)!  "*""■■ 
3282.  —  Calculer  les  dériyées  des  fonctions  suivantes  : 


Vî 


■  cos  .r                                 1       '  '  —  ''OS  -^ 
.  arctgi/- .  ,,. , .      .-    .„,.      -.  ,,  o 

■  cos  j;  ^  V    •  -•-  cos  X  1  ■ 


arcsin(rrv/l — x'-hx^l — a'),  arctg- 


2x 


3.r  —  x'  .         .r 


*'"'^'6^^r;;7'  arcsin2j;v/l— a;',  arc  tg  -^  _  ^^^ ,  L^ 

arccos[j;'  — 3.r(l  —  x')],  L(cos  a;  +  i  sin  a;),  x^'"^,  x" 

(arcsinx)L-  [^  ~j 

3283.  —  Étudier  les  variations  des  fonctions  : 


■  'gi 


3.r2  +  3,  x' —  3a;=  H- 2a;  +  6,  xlx,  (IH 1.  (!-i-a;)^.  a''  — .r, 

I    -r  _L  S±S,  aj:  +  lt 

,  x°e'^  xe  i--' ,  xe"*"'  xe^  < 

1  +a;  Lx 


X3^,  arc  tg '  a,=e  '  1  xe  '-^ ,  xe"*"^  xe^  •  — 


sm  a;  —  a)  ,,,,., 

-^  xL{ax^ -h  bx  +  c) . 

sin'x 

3284.  —  Etant  donnés  n  points  Ai,  As,  ...,  An  et  une  droite  A,  on  joint  les  n  points  donnés  à  un  point  M  variable  de 

la  droite  et  on  demande  d'étudier  les  variations  de  la  quantité      MA;  +  MAj  -|-  •■ .  +  MA» . 

3285.  —  X  étant  l'inflniment  petit  principal,  trouver  les  parties  principales  des  infiniment  petits  suivants  : 

X  _        . 

0'— I,     y/l+j;  — 1,  tga:,  1 -+- L(l  +  x)  —  cos  x -+- ^  —  sin  .r,  ■i/x  —  v'sin  ,r, 

*     .  1    .  8        a;  ,.         ,J- 

a;sin(sina;)— sin'a-.  .r  — -— sm.r-t- -—tgx— —  tg  — .  (i+.r-'— e, 

ta  15  5  2 

.r  —  i/.r  .  '     .  ,  T   ■  » 

t  —  cos  X  — ^  sm'  X,  2  sin  x  —  .r  —  tg  x. 


v'sin  X  —  tg-.T  

3286.—    X— 1    étant  l'inflniment  petit  principal,  trouver  la  partie  principale  de     ■y7-i-x  — 2 


3287.—    X étant  l'inûniment  petit  principal,  trouver  la  partie  principale  de     v/l  +  2cosx-l. 

3288.  —  Dans  un  triangle   ABC,  rectangle  en  A,  l'angle  C  est  l'infiniment  petit  principal.  Trouver  les  parties  princi- 
pales des  infiniment  petits    AB,     BC  — AC,    AB-AH.     {AH  désigne  la  hauteur  issue  du  sommet  A.) 

3289.  —  Développer  en  séries  les  fonctions  :    arctgx,    p'sin.c. 

3290.  —  Développer  en  série    cos(.r  +  a).     Kn  déduire  les  développements  en  séries  de  cos.r  et  de  sin  ,r. 

3291 .  —  Appliquer  la  formule  de  Maclaurin  pour  calculer  cos  nix  (m,  entier  et  positif)  en  fonction  de  cos.r. 


m' 


3292    —  Limite  pour    .r  =  0    des  fonctions  ,  , 

'  \    X     I  x(l— cosx) 

3293.  —  Limite  pour  m  infini  des  fonctions 

(J_              J-    s  m 
pa  '"  -+-qb  '"    \  l         a  .      a  y" 
I    •        cos  — -  +  X  sin  —  1 
I                  P  +  9         ^  \         '"  »(  / 

3294.  —  Limite  de  (tgx)  "-'t     pour    a;  =  -^- 
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3295.  —  Dérivée   d'ordre    ii    de    {x  —  a}"{x  —  b)".     En  déduire   la    somme  des  carrés  des   coefficients  du  binôme. 
Démontrer  que  la  dérivée  obtenue  est  un  polynôme  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

3296.  —  Dérivée  d'ordre  n  de  e"^.  cos  bx.  Montrer  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme   <Ja'  -+-  b'.  f"  cos  (ftx  +  nw),    w 
désignant  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  — 

3207.  —  Dérivées  successives  de  c  '  . 

3298.  —  Trouver  la  dérivée  d'une  fonction  implicite  y  de  la  variable  ,r  définie  par  l'une  des  équations  suivantes  : 

(>.<■  _  ei/jx  —  \if  =  0,  «r  —  ei\]x  —  y  —  ];,  xv  —  y^  :=  0. 

3299.  —  Etant  données  deux  fonctions  implicites  y  et  s  de  la  variable  x  définies  par  les  équations  suivantes  : 

X-  +IJ-  +  Z-  =  1,  xyz=  i, 

calculer  les  dérivées  de  ;/  et  de  ;  par  rapport  !i  x. 

3300.  —  Même  question  si  les  fonctions  y  ei  z  sont  définies  par  les  équations    x''-\-x=  =  i,    j--t-  ;/  -i-  3  =  1. 

3301     —  Étant  donnée  la  fonction     ii  —    , —  ,  calculer    ^-r-r  -\ ^—r-^ r^- 

\/(x  —  ay^ -i- {y  —  by^  +  {z  —  c)'  (i-c-  ày-  d^- 

3302.  —  Calculer  les  différentielles  totales  des  fonctions  : 

xy 


xi/x-  -t-  y-,  xyi/x^  ■+■  y- 


</l  ^x'  +  y' 

3303.  —  Ine  expression  quelconque  de  la  forme    f{x,  y)dx+o(x,y)dy  est-elle  une  différentielle  totale? 

3304.  —  Discuter  les  équations  : 

x«+4a:'  — 5  =  0,                                           j,' +  jc  —  1  =  0,  a;' —  3a;-' +  5  =  0, 

a;' —  5a!  —  22  =  0,                                             a;' -t- 2a;' +  3a;2 -I- 2a;— I  =  0,  a;'^ -i- x» -t- 1  =  0, 

x' +  "kc^  +  lix-^  —  i  =  0,                                 a;'  -I-  px'  +  q  =  0,  x'-^  -1-1=0, 

x'^m+i  +  P3.2  4.  çx  -f  r  =  0,                                  ,         A.  JL  ^  n  ^  +  P-"'  +  7^  +  '■  =  0. 

{x+ a)"'  + {x  +  ajy"  + (x  +  ap)'"  =0.            ^■  +  P     7—    -  ^i  +  i^y» —  {i  —  ixy  =  0, 

arc  tg  X  —  La;  -  1  =  0,                                     e^  =  x^,  sin  2,r  —  2  cos  i  +  1  =  0, 

a;  —  y/S  sin  X  =  0,                                              a;-t-cosx  =  0,  sin  2a;  — cosx  — Jy/â -t- 2  =  0, 

L(2a;  +  1  )  —  x'^ -I- 2a;  —  1  =  0;                         mx  — sinx— 0  =  0,  L(x -H) -I- x^- 2x  —  1  =  0, 

xL{x-^  1)- 2X-I-3  =  0,                                   |x— l)Hx-l- 1) -(-2X-I- 3  =  0,  cosx -f  L  sin  X  —  1  =  0, 

L  cos  .c  —  sin  X -1- 3  =  0,                                   sin  x  —  2L  cos  x -fi  =  0,  L  cosx  — 2sinx -H  3  =  0. 

3305.  —  Etant  donnée  l'équation 

A  B  L 

=  0, 


X  —  a         X  —  b  X  —  1 

où  A,  li,  . . .,  L  sont  des  nombres  positifs,  et  a,  &,...,  /  des  nombres  différents,  démontrer  que  cette  équation  a  toutes  ses 
racines  réelles. 

3306.  —  Calculer   S—   pour  l'équation    x' —  3x- -i- 2x  —  1  =  0. 

3307.  —  Calculer  -—    pour  une  équation  du  h*  degré. 

3308.  —  Calculer  S pour  l'équation    x'  -  3x  -t-  I  =0. 

1  -t-  (i- 

3309.  —  Etant  donnée  une  équation  binôme    x'"  —  1  =  o    ayant  pour  racines  ii,  aa,  . . .,  ^m,   calculer  :  I»  Zfa,),  f(x] 
étant  un  polynôme  quelconque;  2°  £f(a,)f  (  —  j,    o{x)  étant  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  m. 

3310.  —  Former  l'équation  admettant  pour  racines  les  carrés  des  racines  de  l'équation 

X-'  -I-  ax^  +  bx^  -I-  cx2  -(-  dx  -I-  e  =  0. 

3311.  —  a,  b,  c, ...    étant  les  racines  d'une  équation  algébrique    flx)  =  0,    calculer  ré(|uation  qui  a  pour  racines 

'       ^        *  1 

an 1    0-I--7-1   c-f — ,  .-. 

(I  0  (• 

3312.  —  Soit  l'équation    x^  —  5x-i -I- 6x  —  1  =  0  ;    chercher  l'équation  transformée  en    y  =  {x  —  2y-.    Expliquer  le 
lé^iultat. 

3313    —  Résultant  des  deux  équations    ax- +  hx  +  c  =  0,    x->  +  px  +  q  ^=0. 

3314.  —  Etant  donnée    une  équation  algébrique    ^x)  =  0    ayant  pour  racines   a,  ft,  c,  ...    et   un   polynôme    ?(x), 

1  f'{x) 

démontrer  que  -9(a)  est  égal  au  coefficient  de  —  dans  l'expression -^ .  o{x). 

X  /(x) 

3315.  —  Résoudre  l'équation    ax'  -+-  bx^  -+■  ex'  -i-  dx  -(-  e  =  0    sachant  que  l'on  a    n  4-  rf  =  /i  4-  e  =  c. 

3316.  —  Combien  reste-t-il  de  coelûcients  arbitraires  dans  une  équation  du  quatrième   degré,  sachant  qu'elle  a  une 
racine  double'? 

3317.  —  Ecrire  qu'une  équation  du  cinquième  degré  aune  racine  triple  et  une  racine  double.  Combien  de  conditions'? 

3318.  —  lîésoudre  l'équation    x*  —  3x«  +  2x  -l-  a  =  0,    sachant  que  cette  équation  a  une  racine  double  ? 

3319.  —  Déterminer  a  de  façon  que  l'équation    x'  —  4x'  -l-  iax  —  1=0    ait  une  racine  double. 


304  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


3320.  —  Condition  pour  que  l'équation    x'  +  px''  -t-  qx  +  r  =  0    ait  une  racine  double. 

3321 .  —  Nombre  maximum  de  racines  réelles  de  l'équation    x'^ -h  /u'  +  qx  -^- r  =  0. 

3322.  —  Déterminer  une   fonction  f{x)    telle  que  l'on  ait    f{x)f{y]  =([x  +  y),    quelles  que  soient   les   valeurs  de  x 
et  de  y. 

3323.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles  suivantes  : 

2j—  1  1 1 1 

x{x—  1)^  '  x(x+i){x+2)'  j:-(j;  — l)(j,-  — 2)...  (X— )i-i-l)  '  a.'»(a;»  +  l)' 

a;^  + 1  x''  x^  +  x  1 


[x—\)\x^i)'  (,r-t-l)î(x-  — 1)'  J'  — 1  ,r"  — i 

3324.  —  Soit  ((x)  un  polynôme  de  degré  m  ayant  pour  racines  a,  h,  ...,  iet  g{x]  un  polynôme  de  degré  égal  ou  infé- 
rieur a    m  —  2.     Démontrer  l'égalité 

g{a)    ,    9{b)    ,  ,    9(0 


rc)  '  m  ■      ■  m     "' 


3325.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes 


r  xdx  f     2x-hi      ^  f    dx  /"¥     dx  r      dx 

J '¥+1'  J  x^'  +  x  +  r'"'         j '^n'  J„    x'-i'  J  {x'--iy' 

rZx+\  f  (x  +  l)dx  r      (2  —  3x)dx  r         xdx  r      (.r-  —  2i]dx 

j    x'-^-i  ''^'  j     (a;'2-(-l)»    '  j    (3-2.r)(5x  — 4)'        j    a;=  +  U.x  +  3o'        J     {x—iYx(x  +  \)' 

Ç     (2j;  +  l)d,r  /*    xdx  f"      dx  /""       di  Ç  dx 

/•  (2i  +-  i\dx  f     dx  r     dx  r{3-hx)dx  /*     dx 

r  2  -H  3,T  r      (4  +  3a;)da;  r    dx  r      Pa;  +  Q       ^^ 

7    (4-.r)'  7     .r(a--H)(.T^-H)'        J    a:"-]'  _/    (a:^  +  px  +  9r 

3326.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

r /•         arrfa;  f     , f        dx  r    2xdx 

I  \/x^+ldx.  I     ,-.  =-'  X'^x'+ix  —  idx,  I  — -, '  --===-' 

J   ^  J    s/x'-^x-i-i  J  J    xyjx-  —  i  J     <JX'--h\ 

r       '^^  r_xdx_  r       dx  r      dx  r   aa:  +  ? 

J    <J\—a'x-'  J    /t^^^I  '  ,/    x</x'-  +  1  '  J    s/x-  +  o  '  J    sjax-  +  b 

I  x'\/a-  —  x-dx,  /  {■■>:—  llW  _^_^  dx,    j  \/x-  +  px  +  qdx,  j  -^==- 

3327.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

arctgxdx,        /  — ^'  /  — ^^ — ■  Lxdx.  e^cosxdx,        l  cosax.  co&bxdx,  I     x-e-'dx. 

j  _/    sin.T  /     cosa;  /  J  J  Jo 

3328.  —  Trouver  au  moyen  d'une  intégration  l'aire  du  cercle  comprise  entre  deux  cordes  parallèles. 

3329.  —  Calculer  le  volume  commun  à  deux  cylindres  de  révolution  égaux   et  dont  les  axes  se  rencontrent  à  angle 
droit. 

3330.  —  Etant  données  deux  fonctions  ».  et  n  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y,    u  =  f{x,  y),    v  =  '^(x,  y),    la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  relation  entre  u  et  v  est  que  l'on  ait 

du  dP 

dx   dx 

du  dv 

dy  dy 

II.  —  Trigonométrie. 

3331.  —  Démontrer  que  tout  polynôme  en    cosa'  et  sin  .r   peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fonction  linéaire  des 
cosinus  et  des  sinus  des  multiples  de  x.  Application. 

3332.  —  Mettre    (1  +  sin  x)(l  +  cos  j|    sous  forme  du  carré  d'une  fonction  linéaire  de   cosa;  et  sin  ,r.    Interprétation 
géométrique. 

1  1 

3333.  —  Calculer  l'angle    y—k  arctg- arctg— — •• 


3334.  —  Rendre  calculable    cos-p — sin'g. 

3335.  —  Rendre  calculable    coso+cos6-t- 

3336.  —  Rendre  calculable    sin  A  +  sin  B  +  sin  C,    sachant  que    A  +  B  +  C  =  r. 


3335.  —  Rendre  calculable    cos  o  +  cos  6 4- cos  c,    sachant  que    a-+-6  +  c  =  — ■ 
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3337.  —  Etiint  donné    2  cos  j:  =  i/ -i .    calculer  cos  mj;  en  fonction  de  ;/. 

.'/ 

3338.  —  Calculer    (k  —  =  a:    on  fonction  de    lcn  =  h.    On  ol)lient  une  équation  de  la  forme    ■L-—=b,    f{.T]  et  F{x) 

m  r  {j:) 

désignant  des  polynômes.  Démontrer  iiue  les  racines  des  équations    A  ri  ^  0.    Fl.t)  =  0    sont  réelles  et  se  séparent  mutuel- 
lement. 

3339.  —  Calculer    tg^    connaissant  cos  a.  Cas  particulier  où    cosa=l.     Montrer  analytiquement  que  dans  ce  cas 

il 

l'équation  a  ses  racines  réelles.  La  résoudre  et  donner  la  valeur  de   Ig  -t-- 

a  u 

3340.  —  Calculer    tg —  connaissant    cos—. 

3341.  —  Calculer    siii -:-  connaissant   cos  2a. 

3342.  —  Déterminer  cos —  connaissant  sin  a.  L'our    sin  a  =  1,    le  premier  membre  de  l'équation  qui  donne  cos^ 

4  4 

est  carré  parlait.  Donner  la  valeur  de   cos 

3343.  —  Décomposer    x"'  —  I     en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré. 

3344 .  —  Calculer  'fi. 

3345.  —  Résoudre  l'équation    arctgx  +  arctg2i  = -^■ 

3346.  —  lîésoudrele  système  x  +  y+z  =  Ictz,  (y'â  —  2)  tg  a;  =  tg  )/  =  (2v'3  — 3)t6:. 

3347.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  :  1»  le  périmètre  et  les  angles  ;  2°  les  trois  hauteurs. 

3348.  —  R   désignant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,    r  et  »•„  ceux  des  cercles  inscrit  et  esinscrit  dans 
l'angle  \,  démontrer  la  formule 

2H  +  r  —  )■„ 
cos  .V  = 


2R 

3340.  —  Etant  donnés  un  point  0  dans  un  plan  P  et  deux  points  A  et  1!  en  dehors,  on  projette  A  et  U  en  a  et  6  sur  le 
plan.  Connaissant  les  angles   .\0D,  AOa,  B0(»,    calculer  l'angle   aOb. 

III.  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

3350.  —  Construire  les  coniques  : 

y  =  x±  \/x-  +'x  —  1 ,        1/ =  a;*  — 3a;  H- 2  (foyers),  x- —  ixy  ^  in  =  0,       y  =  x-hl±  <jx^  —  3a;  +  2  (foyers), 

1                                                        5 
y  =  x ^(sommets),    »/  =  2a;-(-3H ^  (rayon  de  courbure»,    xy+y'-\-x—\=0.    ((/  — x  — 2)(a;-t-y+6)  =2  (foyers), 

y=;j^rr'  x  =  y  +  ^y-U 

3351 .  —  Construire  les  courbes  ayant  pour  équations  en  coordonnées  rectilignes  : 


y  =  s/lax  +  s/a'  -  x',  y  =  x -+-  — i- .         x=-  +  ^y--2,  y  =  x\./^^-±^: 

x^  —  l  y  \    X  —a 


y>  =  x'-X'    (points  d'inllexionl,        ,,' = î— ,       y^x+-^,       y  = — — — — ■  ■   /     a;(a;-l) 

•         4x^-1-1         ■'  v/i        -^        (X -+- a)(a;»  +  a'I        ''      \  {x-t-l){x--î, 

y  — H r-  H 1 .        y  —  X  ±  <Jx'  —  'ix'  +  2,     1/  =  x' (aire  de  la  boucle), 

X  —  1         .!■  —  2         X  —  3         X  —  4  a  -\-  X 

y  —  X  —  l±^ -1  y  =  y/(û  +  t/cûT+j-     (rayon  de  courbure  à  l'origine),  x'+  y^  =2  o'    (points  d'inflexion), 

(.E-  4- (/=)=>  — .f'  =  0,  j:!'y'l  —  k  =  0,  (ri-hy-)^  1=  a-x- +  b-y-, 

«'-+-!/'  —  ax-  =  0    (tangente  parallèle  à  l'asymptote,  tangente  par  un  point  de  Oy),  y'  —  i^  —  x-  +  y  =0, 

2x'!/^  -  x'-y  ,-1  —a    (points  d'infle.xion),  {ix  —  y]-{x  -h  y}  +  x  —  y  —  0,  {x'- —  y']'-  —  2(x  —  y]{x-  -t-  y-)  +y'-  =  0, 

{x' —Sx- +  i)y^  —  ixy  +  x-  =0,  x^  —  y'  —  x^  +  y  =  0,  x{y  —  x)- —  a{y- +  a']  —  0 , 

x^+  y^  —  Sa?xy  =  0,  x*  +  y'—Sy  —  0,  3x'y  +  ix'  —  2j/-  =  0, 

x'y--hx*  + y' =0,  x^y  +  x^-i-y^'  —  Ô,  Sx'y'- +y^ —  2x  =  0, 

x^  +  y' —  5ax-y- =z  a    (aire  do  la  boucle),  2x' —  y'' +  {x  —  y)- —  0.  x' +  y'+ xiy^  =  0, 

{x  +y]-y  +  x{x-i-  1/)  +  1  =  0,  {x-  -+-  y')-—  x-{ax  -t- by)  —  0    (tangentes  parallèles  aux  axes), 

t                         sin  .(■      ,             ,            .                              sin  .r                                                          tg  3x 
y  —  X  sin —  y  = (rayon  de  courbure),  y  = >  y  =^  x  cos  u,  y  ;= ■ 

X  X  X  —  it  tg  2x 


arc  sin  .,   =  2  arc  sin  y,              y  =  |.  ,e a  _^  g  I)     ^^..^^.^^  ^^  courbure),          y  =  2  ^"\*'t    '■ 

.r'-1J-l  J-J  0;;  5 

y  —  2     ï+2        (tangentes  menées  par  l'origine),  î/  =  L (points  de  rencontre  avec  Ox). 

*  X  -h  i 
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1  —l- 


•r  = 


2t-hl 

r  — 1  ' 

t--hl 


f-  1 


Ll  —  t  —  l 


i-<2'  \  1+f^    '  \         ""  2  \  ■•'-'■I  -TTT 


i-V- 

t' 

l-  —  bl 

+ 

t 

i  —  V' 

1-)-<2 

1— <*' 

.4' 

i  +  t 

\  —  i'- 

i  —  1 

±  +  t 

1  — r 

2  +  t 

V     X  —  H  ;=  1 

1  ■'  1  —  C-i 


b(2  —  3«  —  2 


3352.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  équations  en  coordonnées  polaires: 


P  =  '  +cos3u,  p  =  a\/cos2M  (tangentes  issues  rl'un  point),  p  =  i  p  =v/ ^. 

oj-!  — 4  V        sin  w 

1  +  w-  (1)  cos-  M  + 1  1 
I           p  =  cos  u,           p  =  a  cos  — I           p 


3  cos  M  '  cos-iu  +  sin2w 


tg  2«,  p  =  a  cos  2«    (aire  de  la  courbe),  p  =    V^cos  "  +  sin  2o>  ^  ^   sin_o>_^ 


Sltl  — - 


^ 

—  2 

sin 

w 

• 

cos  - 

ti) 
"T 

r> 

— 

2 

C0S2 

(1) 

v'cos  itij  —  2  siu  M                          cos  w 
P  = •  p  =  1  p  =   .  p  =  cos  w  4-  cos  2m, 

cos 

2 

w  1  tg  2u  ,  -        -  ^—    ■■ 

P  =  tg  — •'  P  = — ,  p  =  -^ >  p  =  .     (tangentes  parallèles  à  l'axe  polaire), 

2  COS  2m  te  m  (i) 

sin  — 

1  +  sin  M  i  +  cos  M  cos  2m  1  +  2  cos  m  i  _|_  tg  t 

p  =  ,  0  = .  p  =  — ■ — .  p  = .  p  =  £- 

1  —  2  cos  M  1 — sin  M  1 — 2  sin  M  1  —  2sinw  m 


^  ,        .      2  sin  '"  sin  m  +  cos  3w  , 

V/1-2C0S'./  ^  =  >gY".      P=  «i_a.' 


*^T 


M  /m 

COS  M  sin  M  ^2"  V  ~ 

p  ^  '  0  = •  p  =  ■  0  —  -T Z—,  5  =  tg  M  +  tg  2m. 

u)  —  a  '         4  —  cos  0)  v^l  +  2  COS  0)  f^  ~      1  —  2  sin  M 

si'i-  "      ,  .  1      ,,  1  .      .  ,  i   ,  tg  <.i  m 

P  =  -la  aire  comprise  entre  1  asymptote  et  la  courbe),    p  = .    —  =  m. 

COS  M  1  —  2  cos  M         p 

3353.  — Que  représente  l'équation    2.r- —  Sxj/ -1- »/' =  0  ?    Trouver  l'ensemble  des  bissectrices. 

3854.  —  On  donne  un  triiingle  dont  le  côté  KC.  est  fixe  et  dont  l'angle  A  est  constant.  Lieu  des  points  de  contact  avec 

AU  et  AC   du  cercle  inscrit,  expliquer  géométriquement  le  résultat. 

3355.  —  Etant  donnés  deux  axes  obliques  Ox  et  Oi/,  par  un  point  P  du  plan  on  abaisse  P.V  et  l'I!  perpendiculaires 
sur  les  axes.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  PA  et  Pli,  quand  le 
point  1'  décrit  une  droite. 

3356.  —  En  s'appuyant  sur  les  formules  de  tiansibnnation  de  coordonnées,  démontrer  que  l'expression 

Il  1 

sin  0     .r,         y,         1 
J-2         î/2         1 
est  un  invariant  ;    (./■,  y),  {xi,  yi),  (./2,  y^)   sont  les  coordonnées  de  trois  points,   et  6   l'angle  des  axes. 

3357.  —  On  donne  trois  segments  sur  une  même  droite.  Déterminer  un  point  S  tel  que  de  ce  point  on  voie  les  trois 
segments  sous  un  même  angle. 

3358.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  rayon  fixe  Oli.  On  mène  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  du 
cercle  ;  cette  tangente  rencontre  01!  en  un  point  A.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  Mi!  et  de  la  perpendiculaire 
h  01!  menée  par  A. 

335Î).  —  On  donne  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires  AA'  et  lili'.  Par  un  point  M  du  cercle  on  abaisse  MH 
perpendiculaire  sur  AA',  et  sur  Mil  à  partir  du  point  M  on  prend  un  point  I'  tel  que    Ml'  —  arc  MB.     Déterminer  le  lieu  du 
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point  P.  Déterminer  les   tangentes  aux  points  où  le  lieu  rencontre  les  tangentes  au  cercle  aux  points  A  et  A'.   Rayon  de 
courbure  au  point  li . 

3360   —  On  lionne  une  courbe  de  degré  m  et  un  point  A.  Par  ce  point  on  mène  une  sûcanle  ((uelconque  rencontrant 

;i  1  I  1 

la  courbe  aux  points  Mi,  M»,  ....  M„.  On  prend  sur  la  sécante  un  point  P  tel  que  l'on  ait    ^^  — -h +  . ..  +  ^=r" 

AP  AM,         AM,  AM„ 

l.iou  du  point  P  quand  la  si'cante  tourne  autour  du  point  A. 

3361.  —  Podaire  d'un  point  par  rapport  h  une  courbe.  Tangente  à  la  podaire. 

3362.  —  l.ieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  h  la  courbe    x  =  a[u  —  sin  u),     \j  —  a[\  —  cos  «). 

3363.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  h  la  courbe    a'— !/'  =  0. 

3364.  —  Une  droite  AB  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  qui  se  déplacent  sur  un  cercle  et  une  droite  située 
dans  un  même  plan.  Lieu  d'un  point  de  cette  droite. 

3365.  —  F,n  un  point  de  la  courbe  T=f[l),  i/ =  o{i)  on  mène  la  tangente,  et  par  l'origine  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  cette  tangente.  Lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

3366.  —  Etant  donnée  deux  points  infiniment  voisins  d'une  courbe,  M  et  M',  démontrer  que  la  distance  du  point  M'  h 
In  tangente  en  M  est  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  à  la  distance  MM'. 

3367.  —  Enveloppe  de  la  droite    .c  sin  o  —  .v  cos  ?  =  acosi'j,     ?  désignant  un  paramètre  variable. 

3368.  —  Enveloppe  de  la  droite \- 1  =  0,    a  et  6  vérifiant  la  relation    ar  -i-  fcf  =  k'-. 

a        b 
336S).  —  Par  un  point  mener  des  tangentes  à  la  courbe    y'  =  a^x'.    Discuter. 

3370.  —  Construire  la  courbe  y  =  is\n  x  —  x.  On  considère  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  une  droite 
passant  par  l'origine.  Démontrer  que  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  sont  tangentes  à  une  courbe  algébrique  de 
quatrième  classe. 

3371 .  —  Définir  la  courbe  diamétrale  d'une  courbe  donnée  par  rapport  à  une  direction  donnée.  Cas  où  la  direction  est 
asymptotique. 

3372.  —  Trouver  l'équation  de  la  courbe  symétrique  de  la  courbe    y'  -i-  x  —  y  =  0    par  rapport  à  la  droite  j;  -h  i/  =  0. 
3373    —  Mener  par  un  point  du  plan  les  tangentes  à  la  courbe    x"  —  a''y'  —  0.    Discuter. 

3374.  —  Trouver  les  diamètres  conjugués  des  directions  des  axes  de  coordonnées  pour  la  courbe 

l.r'  —  x]y'  —  Jx'î/-i-  .r'  —  1  =  II. 

3375.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.r  et  0;/  et  on  considère  une  sécante  qui  coupe  les  axes  aux  points  A  et 
B.  Enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB  quand  ce  triangle  a  un  périmètre  constant. 

3376.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  h  la  courbe    y-  =  a;-  —  x'. 

3377.  —  In  cercle  (".  roule  sur  une  droite  D.  D'un  point  fixe  P  de  la  droite  D  on  mène  la  seconde  tangente  au  cercle. 
Lieu  du  point  de  contact. 

;r' 

3378.  —  Construire   la  courbe    i/'  =  — •    et   calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  de  .r,  la  branche  supérieure  et  une 

a 
2 
ordonnée  AM.  Cette  aire  est  les  -^  de  l'aire  du  triangle  0.\M. 

5 

3379.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  P.  On  .joint  P  à  un  point  M  variable  sur  le  cercle,  et  parle  point  M  on  mène 
une  droite  A  perpendiculaire  à  MP.   Enveloppe  de  la  droite  A. 

3380.  —  Construire  la  courbe    ;/  =  x  sin  x    quand  .r  varie  de  0  à    2-.  Aire  limitée  par  cette  courbe  et  Ox. 

3381 .  —  Etant  données  deux  droites  parallèles  D  et  D'  et  un  point  0  sur  D',  par  le  point  0  on  mène  une  sécante  ren- 
contrant D  en  A  On  abaisse  AB  perpendiculaire  sur  D'  ef  on  prend  le  symétrique  M  du  point  lî  par  rapport  à  OA.  Lieu  du 
point  M. 

3382.  —  On  considère  une  courbe  C  rapportée  à  deu\  axes  rectangulaires  et  un  point  M  quelconque  de  cette  courbe. 
La  tangente  en  .M  rencontre  Or  et  0//  en  A  et  B  ;  la  perpendiculaire  en  M  à  OM  rencontre  les  axes  en  A'  et  B'.  Déterminer 
la  courbe  de  manière  que  les  points  A,  B,  A',  B'  soient  sur  un  cercle. 

3383.  —  Lieu  du  pôle  d'une  droite  par  rapport  aux  cercles  tangents  à  deux  droites. 

3384.  —  Ayant  construit  la  courbe    .t  = ,     »  = ,     trouver  l'aire  de  la  boucle. 

1—/»      ■         (I  — n* 
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3385.  —  Construire  la  courbe    .r  = — ,    ;/ = Calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  !/ et  l'arc  de  courbe 

situé  dans  le  deuxième  angle  des  axes. 

3386.  —  Etant  donnée  une  courbe  du  quatrième  degré,  trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction 
donnée.  Cas  de  décomposition  du  lieu.  Intersection  du  lieu  et  de  la  courbe  donnée. 

3387.  —  On  donne  un  cercle  fixe  (C)  ;  un  deuxième  cercle  égal  au  cercle  (C)  tourne  autour  d'un  point  fixe  F.  Soient  A 
et   B  les  points  de  rencontre  des  deux  ceicles    Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  PAB. 

3388.  —  Trouvei'  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  soit  constant. 

3389.  —  Dans  un  cercle  on  considère  un  rayon  fixe  OA  et  un  rayon  mobile  OM.  Lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  OAM 
(|uaMd  M  parcourt  la  circonférence. 

3390.  —  Sur  la  tangente  à  une  courbe  à  partir  du  point  de  contact  on  porte  une  longueur  constante.  Démontrer  que 
la  noimale  au  point  du  lieu  obtenu  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  primitive. 

3391    —  Discuter  la  réalité  des  tangentes  menées  d'un  point  à  la  courbe   x^y'-  =  a'\ 

3392.  -  Construire  lacourbe    —  —      _  ,^  ■     On  coupe  la  couibe  par  la  droite   w  =  u,,    trouver  l'équation  générale 

des  tangentes  aux  points  de  lencoiilie.  Montrer  que  ces  dioites  sont  tangentes  à  une  courbe  algébrique 

3393.  —  Trouver  l'aire  comprise  dans  la  boucle  formée  par  les  deux  courbes  y  —  x\    x  =  !/^ 

3394.  —  Lieu  du  point  de  concours  des  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 
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3395.  —  Equation  de  l'ensemble  des  tangentes  h  une  conique  /'(JT,  ?/)  =  H  aux  points  de  rencontre  avec  une  droite 
ux  -h  vy+  ir  =  0 . 

339G .  —  Equation  générale  des  cercles  bitangents  à  une  parabole.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  cercles 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

3397.  —  Equation  générale  des  paraboles  passant  par  deux  points  de  O.f  et  tangentes  à  Oy. 

3398.  —  Une  parabole  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  loyer  ;  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un 
point  donné  sur  cette  courbe. 

3399.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux  droites  données  en  des  points  donnés. 

3400.  —  On  considère  une  ellipse  et  deux  cordes  rectangulaires  passant  par  un  l'oyer  ;  trouver  une  relation  entre  les 
longueurs  de  ces  cordes. 

3401.  —  Discuter  la  réalité  des  paraboles  passant  par  l'intersection  de  deux  coniques    f\x,y)  =  n,    f,{x,y}  =  0. 

3402.  —  Kquation  générale  des  coniques  ayant  un  foyer  donné  et  passant  par  deux  points.  Montrer  qu'il  y  a  deux 
familles  de  coniques.  Lieu  des  centres. 

3403.  —  Podaire  d'un  point  par  rapport  à  une  parabole. 

3404.  —  Lieu  dos  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points. 

3405.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  tangentes  h  trois  droites. 

3406.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  k  une  hyperbole. 

3407 .  —  Deux  ellipses  concentriques  et  ayant  mêmes  axes  en  direction  se  coupent  en  quatre  points  réels.  Calculer  l'aire 
commune  à  ces  deux  courbes. 

3408.  —  Etant  donnée  l'équation  il'une  ellipse  ayant  pour  centre  l'origine,  Ax-  +  2Bj;»/ -)- Ci/' +  F  —  0,  trouver 
l'équation  de  l'ensemble  des  diamètres  conjugués  égaux. 

3409.  —  On  considère  les  coniques    o  =: >    où  e  esteonstant  et  ;;  variable.  On  mène  d'un  point  fixe  de  l'axe 

1  —  e  cos  (j 

polaire  des  tangentes  à  ces  coniques  ;  lieu  des  points  de  contact. 

3410.  —  On  donne  l'ellipse  x^+2y'— ix  =  0,  trouver  l'ellipse  homothétique  par  rapport  au  point  x  =  \,  y  =  2, 
le  rapport  d'honiothétie  étant  égal  h  2. 

3411 .  —  Une  conique  a  un  foyer  fixe  et  passe  par  deux  points  fixes  ;  lieu  du  second  foyer. 

341'2.  —  On  considère  des  paraboles  ayant  même  foyer  et  même  axe  ;  on  leur  mène  des  tangentes  par  un  point  du  plan. 
Lieu  des  pointsde  contact.  (Traiter  la  question  en  coordonnées  polaires.) 

3413.  —  Etant  donnée  une  conique  f{x,i/)  =  0  rapportée  à  des  axes  obliques,  trouver  le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits.  Les  coefficients  de  l'équation  obtenue  sont  fonctions  linéaires  des  mineurs  du  discriminant  de  f{x,y)  ;  quelle 
en  est  la  conséquence  géométrique  ? 

3414.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  et  passant  par  un  point. 

3415.  —  On  donne  une  parabole  l't  une  droite  D.  Une  tangente  quelconque  à  la  parabole  coupe  la  droite  D  au  point  A 
et  par  le  point  A  on  mène  une  perpendiculaire  à  la  tangente.  Enveloppe  de  cette  perpendiculaire. 

3416 .  —  Enveloppe  des  directrices  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  qui  sont  tangentes  à  une  droite. 

3417.  —  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  é([uiliitères  passant  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse. 

3418    —  Diamètres  conjugués  communs  à  deux  coniques  concentriques. 

3419.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  ayant  un  sommet  donné  et  passant  par  un  point. 

3420.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  cotés  sont  normaux  à  une  conique. 

3421.  —  Déterminer  les  axes  de  la  courbe    5{3y  —  ix —  2)'- —  {iy  —  Sx  +  4)'  =  0. 

3422.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  les  tangentes  aux  extrémités  A  et  A'  du  grand  axe  en 
des  points  D  et  D'.  Equation  du  cercle  qui  a  pour  diamètre  DD'.  l'oints  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  AA'.  Soient  N  et  T 
les  points  oii  le  petit  axe  rencontre  la  normale  et  la  tangente  en  M.  Equation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  M>T.  Trouver 
son  axe  radical  avec  le  premier  cercle. 

3423.  —Lieu  des  foyers  des  ellipses  dont  on  donne  une  directrice  et  un  des  diamètres  conjugués  égaux.  Solution 
géométrique.  Montrer  que  les  ellipses  de  la  famille  sont  homothétiques. 

3424.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  dont  on  donne  une  directrice  et  une  asymptote. 

3425.  —  Construire  une  conique  connaissant  trois  points  elle  pôle  dune  droite  donnée. 

3426.  —  Etant  donnée  la  conique  f{x,  y)  =  0  et  la  droite  ux  H-  u)/  +  lo  =  0,  écrire  que  cette  droite  est  :  1»  direc- 
trice, 2°  l'un  des  diamètres  conjugués  égaux,  3°  axe. 

3427.  —  D'un  point  \   pris  sur  l'axe  focal  de  la  conique    P  =  >    on  mène  des  tangentes  à  cette  conique. 
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Lieu  des  pomts  de  contact  quand  c  varie.  Construire  le  heu. 

3-428.  —  Evaluer  l'aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée. 

3429.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  menée  à  des  coniques  homofocales. 

3430.  —  Par  un  point  A  d'une  ellipse  on  mène  des  cordes  AB  et  AC  parallèles  à  deux  directions  fixes.  Trouver  quand 
.\  décrit  l'ellipse  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  ,\  sur  HC. 

3431.  —  Les  côlés  d'un  angle  droit  de  sommet  P  rencontrent  une  ellipse  en  quatre  points.  Trouver,  quand  l'angle 
droit  tourne  autour  de  son  sommet  P,  le  lieu  îles  points  de  rencontre  des  axes  des  paraboles  passant  par  les  quatre  points. 

3432.  —  Par  un  des  points  de  rencontre  de  deux  coniques  on  mène  une  sécante  coupant  les  coniques  en  deux  autres 
points  A  et  D.  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  AI!  et  l'enveloppe  du  cercle  décrit  sur  Ali  comme  diamètre. 

3433.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  à  une  parabole  a  son  centre  de 
gravité  sur  l'axe  de  la  courbe. 

3434.  —  Lieu  des  sommets  et  des  foyers  des  ellipses  de  grandeur  constante  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires. 

3435.  —  Lieu  des  projections  d'un  foyer  d'une  ellipse  sur  les  tangentes  (solution  analyli(|ue  et  géométrique). 

3436.  —  On  considère  un  angle  droit  BAC  circonscrit  à  une  ellipse  donnée.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

3437.  —  Etant  données  deux  coniques,  existe-l-il  un  système  de  diamètres  conjugués  de  la  première  parallèle  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  de  la  seconde?  Pourrait-on  déduire  de  là  les  axes  dune  conique  ? 
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3438.  —  l'ai-  le  foyer  F  d'une  piuiiliolo  nii  mène  une  sécante  «lui  rencontre  la  courlie  aux  points  A  et  U.  lielations 
existant  entre  les  coordonnées  des  points  A  et  11.  Coordoiuiées  du  point  M  dinlersection  des  tangentes  en  A  et  B.  Calculer 
l'an(,'le  B.MA.  On  mène  les  normales  en  A  et  It  ;  lien  de  leur  point  de  rencontre. 

:î'i39.  —  l'ar  un  point  1'  on  mène  une  sécante  rencontrant  une  conique  en  deux  points  A  et  It.  Trouver  l'enveloppe 
du  cercle  do  diamètre  AU. 

3-'i40.  —  On  dinuie  deux  ellipses  concentriques  dont  les  axes  ont  mêmes  directions.  Lieu  des  centres  des  cercles  qui 
touchent  ces  deux  ellipses. 

3441 .  —  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  de  rayon  constant  lani^ent  à 
l'ellipse. 

3442.  —  Lieu  des  points  de  concours  îles  tangentes  communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon 
variable. 

3'<43.  —  On  donne  deux  droites  fixes  Ox  et  A.  On  prend  un  point  M  variable  sur  A,  et  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
S'OM  on  porte  une  longut^ur    01'  =  v'OM.    Lieu  du  point  I'. 

3444.  —  La  tangente  au  point  M  d'une  parabole  rencontre  l'axe  en  un  point  T.  On  prend  le  point  P  symétrique  de  T 
par  rapport  à  M.  Trouver  le  lieu  iln  point  P.  Calculer  l'aire  comprise  entre  les  deux  iiaraboles  et  deux  perpendiculaires  à 
l'axe  de  la  première. 

3445.  —  On  donne  une  parabole.  Sur  cette  parabole  on  prend  un  point  M  que  l'on  joint  au  sommet  A  de  la  courbe. 
On  mène  une  droite  Mlî  formant  avec  MA  et  l'axe  de  la  parabole  \in  triangle  isocèle  de  base  M.\.  Trouver  l'enveloppe  de  MB 
quand  M  décrit  la  parabole. 

344G.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  un  f(jyer  donné  et  passant  par  un  point  donné.  Construire  le  lieu  eu 
coordonnées  polaires. 

3447.  —  l'ar  le  foyer  F  d'une  ellipse  on  mène  des  rayons  vecteurs  faisant  entre  eu%  des  angles  égaux  à  —  •    Démontrer 

que  la  somme  des  inverses  de  ces  rayons  est  constante. 

3448.  —  Si  on  fait  tourner  un  angle  droit  autour  de  son  sommet  situé  sur  une  conique,  la  droite  joignant  les  points 
où  les  côtés  lie  l'angle  rencontrent  la  conique  passe  par  un  point  Ûxe. 

3449.  —  On  mène  deux  normales  .i  une  parabole  faisant  avec  l'axe  des  angles  i  et  |3.  Lieu  de  leur  point  de  rencontre 
sachant  que     p  =  2ï. 

3450.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  de  grandeur  constante  tangente  à  une  ellipse  et  ayant  son  axe  parallèle  au  petit 
axe  de  l'ellipse. 

3451.  —  Longueur  d'un  arc  de  parabole  dont  l'origine  est  au  sommet. 

3452.  —  Hayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  donnée  par  l'équation  générale. 

3453.  —  Trouver  les  axes  de  la  conique    i.r'  —  xy  <-  3;/*  -i-  x  =  0. 

3454.  —  l'arabole  considérée  comme  limite  de  l'clliiise. 

3455.  —  Lieu  des  pùles  d'une  droite  llxe  par  rapport  à  une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  est  tangente  en  un  point 
donné  à  une  droite  donnée. 

345G.  —  D'un  foyer  F  d'une  ellipse  on  abaisse  la  perpendiculaire  FP  sur  une  normale,  et  on  prend  sur  FP  une  lon- 
gueur P.M  égale  au  demi-grand  axe.  Lieu  du  point  .M. 

3457  .  —  Lieu  des  symétriques  du  centre  d'une  ellipse  par  rapport  aux  tangentes. 

3458.  —  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  ayant  pour  diamètre  une 
corde  de  l'ellipse  qui  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

3459.  —  Construire  une  parabole  connaissant  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

34G0.  —  L'ne  droite  de  longueur  contasnte  s'appuie  sur  une  ellipse  et  sur  une  droite.  Lieu  d'un  point  de  la  droite 
mobile. 

34U1 .  —  Aire  comprise  entre  les  deux  courbes    tf-  —  ipx  :=  0.    a\f-  =  x'. 

3462.  —  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  circonscrit  à  une  parabole. 

3463.  —  l'ne  parabole  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  foyer.  On  lui  mène  des  tangentes  parallèles  à  une 
direction  donnée.  Lieu  des  points  de  contact.  Traiter  la  question  en  coordonnées  polaires. 

34G4.  —  Lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  fixe  et  à  une  parabole  de  grandeur 
constante  ayant  son  foyer  au  centre  de  l'ellipse. 

34G5.  — Lieu  des  projections  du  centre  d'une  ellipse  sur  les  normales  à  la  courbe. 

34GG.  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  d'une  corde  qui  se  déplace  parallèle- 
ment à  elle-même. 

34G7.  —  Podaire  de  la  parabole  par  rapport  à  son  sommet. 

34G8.  —  Parabole  considérée  comme  limite  d'une  hyperbole. 

3469.  —  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  dont  on  connaît  un  foyer  et  une  asymptote.  Construire  une  de  ces  hyper- 
boles connaissant  son  centre. 

3470.  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes  à  une  ellipse  ûxe  et  à  un  cercle  variable  dont  le  centre 
est  fixe. 

3471.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  et  passant  par  un  point. 

3472.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  à  une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  tourne 
autour  d'un  de  ses  sommets. 

3473.  —  On  donne  une  hyperbole;  calculer  la  longueur  d'une  corde  passant  par  le  foyer,  en  fonction  de  l'angle  qu'elle 
fait  avec  l'axe  focal.  Cas  où  les  extrémités  de  la  corde  sont  sur  des  branches  différentes  de  la  courbe. 

3474.  —  Etant  donnée  la  conique  ix-  —  \ixy  -+-  My-  —  ix  —  'iy-\-i=^,  l'origine  est-elle  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur 
de  celte  conique  ? 

3475.  —  Equation  générale  des  coniques  admettant  y  =  ix  comme  directrice  et  tangentes  à  Ox  en  un  point  donné. 
Lieu  des  foyers. 
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:547G.  —  Construire  les  coniques 

x^  +  X  x^  +  y 


=  «, 


=  b. 


y'  +  y  y  +  -î" 

Trouver  les  points  communs  à  ces  deux  courlies. 

3477.  _  On  donne  un  cercle  fixe  0,  un  second  cercle  1'-  mobile  in;iis  de  rayon  donné,  et  tel  que  Taxe  radical  des  deux 
cercles  passe  par  un  point  ûxe.  Enveloppe  du  cercle  C. 

3478.  —  litudier  la  courbe  représentée  par  les  deux  équations 

X  sin  o  +  u  cos  ?  =     .  '' ,    ■  x  cos  tf  +  J/  sin  Ç  =  U. 

sm  i'f 
3470.  —  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  à  une  ellipse  aux  points  où  la  courbe  est  rencontrée  par  une  sécante 
parallèle  à  une  direction  fixe. 

3480.  —  I>'un  point  A  d'une  ellipse  on  mène  les  trois  normales  à  la  courbe  autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  A. 
Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  trois  normales  quand  le  point  A  décrit  l'ellipse. 

3481.  -  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  hyperbole  équilatère  et  à  un  cercle  de  centre 
D.xe  et  de  rayon  variable. 

3482.—  Construire  la  courbe  x- +  y"  =  1,  les  axes  de  coordonnées  faisant  l'angle  de  tiO°.  Uetrrmuier  les  axes  en 
grandeur  et  en  position. 

3483.  —  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  d'aire  constante  tangente  à  trois  droites. 

3484.  —  Lieu  <Ies  centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  à  l'un  de  ses  axes. 

3485.  —On  donne  une  ellipse  et  deux  diamètres  conjugués  variables.  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  h  l'ellipse 
et  aux  deux  diamètres. 

l'y     Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

3480  —  Ou  donne  trois  demi-droites  OA.OH,  OC  ayant  respectivement  pour  cosinus  directeurs  (a,  [i,  •■),  (a,  fl',  r), 
la",  3",  y").  Calculer  le  cosinus  de  l'angle  des  demi-plans  OAB  et  OAC.  En  déduire  la  l'oimule  fondamentale  de  la  trigo- 
nométrie sphériquc. 

3487.—  Étant  ilonnés  les  trois  plans  P  =  II,  U  ==  0,  R  =  n,  l'équation  aP  +  jïU -+- ".'R  +  ^  =  0  peut-elle 
représenter  un  plan  quelconque  de  l'espace  ? 

3488.  —  Symétrique  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  ou  par  rapport  à  une  droite. 

3480,  On  donne  une  droite  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  cosinus  directeurs    a,b,e,   et  un  point    M(.r,  y,  3). 

On  fait  tourner  le  point  M  autour  de  la  droite  d'un  angle  0.  Coordonnées  du  point  après  la  rotation. 

./■         y         :■  X         y  :• 

3400.  —  Trouver  les  bissectrices  de  l'angle  des  deux  droites    —  =  ^  =  —    et    —^=--=  —  - 

3401.  —  Distance  du  point  (Xo,  y»,  2„)   à  la  droite    Ax  -+-  By  +  C:  -i-  IJ  =  0,    A'x  +  li'y  +  C'z  -t-  D'  =  0. 

3402.  —  On  considère  la  droite  x  =  az  +  p,  y  =  bz-hii,  oi\a,b,p,q  sont  fonctions  d'un  paramètre  <.  Trouver 
la  valeur  principale  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  correspondant  aux  valeurs  t  et  (  +/(,  h  étant  l'infiniment 
petit  principal.  Cette  valeur  principale  est  de  la  forme  A/i.  Si  A  est  nul,  la  distance  est  du  troisième  ordre. 

3403.  —  On  fait  tourner  0,r  d'un  certain  angle  autour  d'une  droite  passant  par  l'origine;  déterminer  les  cosinus 
directeurs  de  la  nouvelle  position  de  O.r. 

3404.  —  Étudier  la  courbe  définie  par  les  équations    .r  =  —  .    )/  = j-.     :  =  .    Trouver  les  asymptotes. 

Équation  générale  des  quadriques  contenant  cette  courbe. 

3405.  —  On  considère  les  plans  qui  coupent  un  cùne  suivant  deux  droites  rectangulaires,  bien  des  perpendiculaires 
menées  à  ces  plans  par  le  sonuiu't. 

3496.  —  Mener  par  un  point  un  plan  coupant  un  côiic  du  deuxième  degré  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

3407.  —  On  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son   grand  axe.  Lieu  des  normales  communes  à  cette  ellipse  et  a.  une 

droite. 

3408.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  une  ilroite  s'appuyant  sur  0;,    rencontrant  une  droite  du  plan  des   xy 

et  faisant  avec  0:  un  angle  donné. 

3400.  —Lieu  des  normales  communes  aux  deux  cercles  .x- 4- y- —  H- -— 0,  :  =  0  et  x-  +  z-—\\-  =  6,  «/ =  0, 
quand  R  varie. 

3500.  —  Étant  donnés  un  cercle  et  une  droite  passant  par  son  centre,  trouver  le  lieu  des  normales  qu'on  peut  mener 
au  cercle  par  les  divers  points  de  la  droite . 

3501.  —  Équations  de  l'hélice.  Tangente.  Plan  osculateur.  Rayon  de  courbure. 

3502.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  droite  non  située  dans  son  plan.  Trouver  le  lieu  engendré  par  les  normales  à 
l'ellipse  qui  rencontrent  la  droite. 

3503.  —  L'n  cercle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.  D'un  point  donné  on  lui  mène  des  normales.  Lieu  des 
pieds  de  ces  normales.  Lieu  des  normales. 

3504.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  tels  cjue  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  soit 
constant. 

3505.  —  Étudier  la  courbe  a;  =  (,  ;/  =  ('^  :  =  ('.  Tangente,  plan  normal.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  normaux. 

3506.  —  Si  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point,  leur  intersection  présente  un  point  double  en  ce  point. 

3507.  —  Dans  une  courbe  quelconque  le  rapport  de  l'arc  ,i  la  corde  tend  vers  un  quand  l'arc  tend  vers  zéro. 

3508.  —  On  fait  tourner  une  hélice  autour  d'une  génératrice  du  cylindre  sur  lequel  elle  est  tracée.  Lquation  de  la 
surface  engendrée.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

3500.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  des  plans  fixes  soit  constante. 
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3510.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  de  leurs  ilistaaces  à  deux  droites  de  l'espace  soit  constante. 

3511.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  circonférence  de  rayon  donné  (|ui  se  déplace  en  s'appuyant  sur  0:  et 
en  rencontrant  en  deux  points  (dont  l'un  est  li.xe)  une  droite  donnée  du  plan  des  xy. 

3512.  —  Déterminer  la  nature  des  quadriques  définies  par  les  équations  : 

yz  -i-  zx  -h  xy  —  i  =  0,  yz  +  zx  —  x  —  y  —  z  =  0, 

{y  —  z]'-+-{z  —  x)2+  tx  —  y)'-h2x-h2y-hiz  —  l=Q,  (x  —  y)' +  iix  +  y  -t-s)  =  0  (paramètre  de  la  section  droite). 

x'+y'+z'  —  iyz—  izx—ixy  —  i  —Q,  x'-t- y'  +  z'  —  iyz  ces  a  —  izx cos  ?  —  2xy  cosy  —  1  =  0 

[X  —  z)^  +  [x  —  y)'-  —  2y  —  2z  +  ^  =0,  (»,  ?,  ■;■  étant  les  angles  d'un  triangle), 

x'  +  y'  +  z'  —  2yz  —  2zx  —  2xy—i  =  0,  x'  +  y' -h z'-  —  ixy -h  iy  =  0,    (plans  cycliques  et  sommet), 

{,x+y  +  z)^-h(x-hy)''+x'  =  i,  (ey—bzi'+  {az  —  cx)'-h{bx—ay)'—l  =0, 

ayz-hbzx  +  cxy=^  l,  a(x'  +  -2yz)-hlj{y'  +  2zx) -i-c{z' -i-ixy)  — \  =  0        (sections 

n j2  H-  a'y'  -+■  a"z'  ■+-  2byz  +  îb'zx  ■+-  2b"xy  =  1 ,  circulaires), 

{a  +  a'  +  a"  =  0,    b'  +  6''  +  6"'  =  1),  xs  — i'-  -  imxy  =  1    (sections  circulaires), 

z  =  '2x  -hSy—  i  ±^—-i'+2xy'+  ay'-+--2bxH-2cy,  PQh->.RS  =  0    (P,  y,  R,  S,  fonctions  linéaires  de    x,y,z). 

3513.  —  Condition  pour  que  les  surfaces 

(.Vx  -h  B,v)(Ba;  -\y—Cz)~h  z'  =  0 
soient  de  révolution.  Ces  conditions  étant  remplies,  lieu  des  axes  de  ces  surfaces. 

3514.  —Trouver  sur  une  génératrice  donnée  d'un  paraboloidc  hyperl)oli(iue  un  point  tel  que  le  plan  tangent  en  ce 
point  coupe  la  surface  suivant  deu'i  génératrices  rectangulaires. 

y-         z' 

3515.  —  Déterminer  le  foyer  de  la  parabole  délinie  par  les  équations    ;  =  mx, 1 =  2j-. 

V  H 

351G.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  plans  tangents  à  la  surface  x\j  —  kz  =  o.  Voir  géométriquement 
que  le  lieu  a  un  point  double  au  point  donné.  Kcionnaitre  s'il  y  a  des  cercles  sur  la  surface. 

3517.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  à  un  ellipsoïde  qui  sont  tangentes  à  une  sphère  concentrique.  Quel  est  le  rayon 
maximum  de  cette  sphère  pour  (|ue  les  normales  qui  lui  sont  tangentes  soient  réelles  ? 

3518.  —  Par  un  point  donné,  on  mène  des  normales  à  la  coui-be  intersection  d'un  ellipsoïde  et  d'une  sphère  concen- 
trique de  rayon  variable.  Lieu  des  pieds  de  ces  normales. 

3519.  —  Lieu  des  normales  à  une  quadrique  qui  rencontrent  une  droite  lixe. 

3520.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  de  révolution  passant  par  deux  droites.  Ce  lieu  est-il  une  courbe  ou  une 
surface  ? 

3521.—  Le  volume  du  parftUélépipède  construit  sur  trois  génératrices  de  même  système  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe 
est  constant. 

3522.  —  l.ieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  lei  génératrices  d'un  hyperboloïde   à  une   nappe. 

3523.  —  Trouver  le  volume  d'un  ellipsoïde. 

3524.  —  Lieu  engendré  par  une  ilroile   mobile  rencontrant  les  trois  droites    X(y  =  0,    :  =  h),    li(a;  =  0,    :=  k), 

C(—  =  -7-  =  — -l-     Discuter  la  nature  de  la  surface. 
\  CI  0  c  / 

3525.  —  Équation  du  cylindre  circonscrit  à  un  paraboloïde  hyperbolique. 

3526.  —  Sphères  bitangentes  !i  un  paraboloïde  elliptique.  Lieu  des  centres  Combien  y  a-t-il  de  ces  sphères  passant  par 
deux  points  ? 

3527.  —  Que  peut-on  dire  des  surfaces  représentées  par  t^quation  S-hXPQ  =  0,  S  étant  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  quadrique,  P  et  Q  les  premiers  membres  des  équations  de  deux  plans  et  X  un  paramètre  variable  ?  Para- 
boloïdes  du  faisceau. 

Même  question  pour  les  surfaces    S  -f-  XP'  =  0. 

3528.  —  Montrer  que  toute  surface  de  révolution  du  deuxième  licgré  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^  +  \P^  =0, 
S  étant  le  premier  membre  de  l'équation  dune  sphère  et  P  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  plan. 

3529.  —  Conditions  pour  que  deux  cônes  ayant  leurs  sommets  .i  l'origine  suient  égaux. 

3530.  —  lîlant  donnés  un  ellipsoïde  f(x,y,z\  —  0  et  un  point  1*.  trouver  l'équation  du  cône  des  normales  issues 
du  point  P  à  la  surface.  Pourrait-on  déduire  de  là  l'équation  de  l'ensemble  des  plans  principaux  ? 

3531.  —D'un  point  P  on  mène  une  sécante  variable  P.\B  a  une  quadrique.  Lieu  des  points  divisant  AB  en  trois 
parties  égales. 

3532.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  passant  par  deux  droites. 

3533.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  donné  aux  sections  d'un  ellipsoïde  par  des  plans  parallèles  à 
une  direction  de  plan  donnée. 

3534.  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  passant  par  une  droite  ûxe.  Cas  où  la 
droite  est  normale. 

3535.  —  Par  un  point  M(a,  6,  c)  d'une  quadrique  f{x,  y,  z)  =  0  on  mène  une  parallèle  à  0:  qui  rencontre  la 
([uadrique  en  un  deuxième  point  M'.  Calculer  la  longueur  MM'. 

3536.  —  Normales  à  un  paraboloïde  par  un  point.  Les  cinq  points  d'incidence  ne  peuvent  être  sur  une  même  sphère. 

3537.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  équilatères  passant  par  une  hyperbole  donnée. 

3538.  —  Lieu  des  sommets  des  quadriques    ayz  -i-bzx-hcxy  =  1,    sachant  que  l'on  a    a'-hb- -hc^  =  \,    abc  =  k. 

X'        y-        3' 

3539.  —  Équation  générale  des  ellipsoïdes   égaux   à  l'ellipsoïde     — t+tt  +"7"  =  1    et  ayant  pour  centre  un  point 

a-        b         c- 
donné. 

3540.  —  ICquation  du  cùne  asymptote  de  la  quadrique    f(x,y,  z)  =  0. 

3541 .  —  Lieu  des  droites  issues  d'un  point  et  rencontrant  un  ellipsoïde  sous  un  angle  constant. 

3542.  —  Une  génératrice  G  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  rencontre  l'ellipse  de  gorge  en  un  point  M.  On  mène  la 
tangente  à  cette  ellipse  au  point  M'  diamétralement  opposé  au  point  M.  Lieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  cette  tangente 
et  à  la  génératrice  G. 

3543.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné  bitangentes  à  un  ellipsoïde.  Cas  où  le  rayon  est  nul. 
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3544.  _  Lieu  de  l'iiitersecUon  de  deux  plans  rectangulaires  passant  charAin  par  une  droite  fixe.  Montrer  géométrique- 
ment que  les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  cliacune  des  droites  sont  des  cercles. 

3545.  —  A  combien  de  comlitions  équivaut  la  donnée  d'une  conique  d'une  quadrique  ?  Même  question  si  l'on  donne  une 
conique  tracée  sur  une  surface  du  troisième  degré. 

3546.  —  Lieu  des  points  de  la  quadrique    xij  =  :    par  où  passent  deux  génératrices  faisant  entre  elles  un  angle  de  60». 
3547  _  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  génératrices  de  la  surface 

yz  —  .c  —  y  —  z  =r.  0 . 

X'        y''         Z' 
3548.  —  Equation    de  l'ellipsoïde  symétrique   de  l'ellipsoïde     -7  -+--77  "' — l 1  =  0     par   rapport    à   la    droite 

X  —  Xa  y  —  lia  _    :  —  Zii 


3549.  —  Étant  donnée  une  quadrique  f(x.y,z)  =  0  et  une  direction  de  plans  ux -hvy  +  icz  =  0,  calculer  les 
distances  des  deus  plans  tangents  à  la  quadrique  parallèles  ^  la  direction  donnée. 

3550.  On  considère  un  ellipsoïde  et  un  cylindre  de  résolution  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde.  Trouver 

le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  un  point  fixe  aux  sections  de  l'ellipsoïde  par  des  plans  tangents  au  cylindre. 

355-1,  Lieu  des  points  tels  que  leurs  plans  polaires  par  rapport  à  un   ellipsoïde  coupent   cette  surface  suivant  des 

ellipses  d'aire  constante. 

3552.  —  On  considère  une  quadrique  et  un  point  fixe  A.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  quadrique 
aux  points  M  et  M'.  Lieu  du  milieu  de  MM'. 

3553.  —  Lieu  du  symétrique  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  plans  tangents  à  un  ellipsoïde. 

3554.  —  Lieux  des  sommets  et  des  axes  des  paraboloïdes  de  révolution  passant  par  une  ellipse. 

3555.  —  Lieu  des  sommets  des  quadriques  qui  admettent  le  plan  des  xy  pour  plan  principal,  qui  sont  tangentes  à  Ox 
et  ont  un  axe  de   longueur  donnée  correspondant  au   plan  principal  donné.  On   donne  en  oulre  une  ilirection  de  sections 

cycliques. 

3556  i,ieu  des  contres  des  quadriques  passant  par  un  cercle  et  une  droite  qui  rencontre  le  cercle.  Prévoir  géomé- 
triquement le  résultat  trouvé.  Déterminer  l'une  des  surfaces  connaissant  en  outre  le  diamètre  conjugué  du  plan  du  cercle. 

3557.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  plans  tangents  à  la  surface  xy — 7,i:=0.  .Montrer  que  le  point 
donné  est  point  singulier.  Etudier  la  surface  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Droites  de  la  surface. 

3558.  —  Diamètres  conjugués  égaux  dans  l'ellipsoïde. 

3559.  —  Equation  du  cône  circonscrit  à  une  quadrique  le  long  de  la  section  par  le  plan    iix  -+-  vy  +  irz  -(-)•=  0. 

3560.  —  l'eut-on  se  donner  dans  une  quadrique  deux  systèmes  do  diamètres  conjugués  ? 

3561.  Equation  d'un  cône  de  révolution  autour  d'un  axe  donné,  connaissant  le  sommet  et  un  point.    Chercher  les 

racines  de  l'équation  en  S,  et  le  plan  principal  correspondant  à  la  racine  simple. 

3562.  —  Équation  du  cône  de  sommet  donné  ayant  pour  base  la  parabole  y-  —  2px  =0,  :  =  0.  Lieu  du  sommet 
pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit. 

3563.  —  On  considère  une  quadrique  passant  par  l'origine  et  un  plan  quelconque  P;  former  l'équation  du  cône  ayant 
pour  sommet  l'origine  et  pour  base  la  section  de  la  quadrique  parle  plan.  A  quelles  conditions  est  soumis  ce  cône'?  Si  on 
coupe  tous  ces  cônes  par  un  plan  fixe,  les  coniques  sections  passent  par  deux  points  fixes. 

3564.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  un  ellipsoïde  trois  plans  tangents  parallèles  à  trois  plans  diamétraux 
conjugués  d'un  autre  ellipsoïde. 

3565.  —  Cônes  passant  par  l'intersection  de  deux  quadriques.  Si  les  deux  quadriques  ont  une  génératrice  commune, 
l'équation  en  >>  a  deux  racines  doubles.  La  réciproque  est-elle  vraie  ?  La  démontrer. 

3566.  —  Lieu  du  pôle  du  plan  des  xy  par  rapport  aux  quadriques  qui  passent  par  doux  droites  et  qui  coupent  le  plan 
des  xy  suivant  une  conique  bitangente   à  une  ellipse  donnée. 

3567  .  —  Equation  de  la  quadrique  définie  par  les  trois  droites    — — — ^  =  -^-^  =  "'  <    (i  =  1,  2,  3|. 

3568.  —  Conditions  pour  que  les  quatre  droites  ■ -^-^  =  — -— ^  =  (!=1,2,  3,  4)  soient  sur  une  qua- 
drique. 

3569.  —  On  donne  dans  le  plan  des  xy  une  circonférence  passant  par  l'origine,  et  on  considère  les  quadriques  pas- 
sant par  cette  circonférence,  par  un  point  A  de  0:  et  ayant  à  l'origine  un  plan  tangent  donné.  Lieu  des  centres. 

3570.  —  On  assujettit  une  quadrique  de  révolution  à  contenir  doux  droites  rectangulaires  qui  ne  se  rencontrent  pas 
et  leur  perpendiculaire  commune.  Déterminer  cette  surface.  Combien  y  a-t-il  de  solutions/  Trouver  l'axe  d'une  de  ces 
surfaces. 

357-1.  _  Trouver  l'équation  d'une  quadrique  de  révolution  connaissant  une  génératrice,  un  sommet  et  un  point. 

3572.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  luio  conique  et  un  plan  tangent. 

3573.  —  Equation  générale  des  quadriques  admettant  l'origine  pour  sommet  et  pour  plans  cycliques  les  plans  des  xy 
et  des  xz.  Combien  de  paramètres  renfermera  l'équation  .'  Quelles  sont  les  surfaces  que  peut  représenter  l'équation 
donnée? 

3574.  —  Une  quadrique  est-elle  déterminée  par  un  cône  de  directions  asymptotiques  et  deux  génératrices'?  A  quelle 
condition  sont  assujetties  ces  génératrices? 

3575.  _  Déterminer  une  quadri(|ue  connaissant  un  cercle,  une  génératrice  et  deux  points.  Discussion. 

3576.  —  Déterminer  la  quadrique  passant  par  une  parabole  donnée  et  par  deux  droites  non  situées  dans  un  même 
plan  et  qui  rencontrent  chacune  la  parabole.  Dans  quel  cas  la  surface  est-elle  un  paraboloïde  ? 

3577.  —  E(iuation  générale  des  quadriques  admettant  l'origine  pour  sommet,  le  plan  des  //:  pour  plan  principal  et 
le  plan  des  :x  comme  plan  cyclique. 

3578.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent,  le  point  de  contact  et  deux  points.  Solu- 
lion  géométrique. 

3579     —  Déterminer  une  quadrique  de  révolution  connaissant  un  point   de  l'axe,  une  génératrice  et  deux  points  de 

la  surface. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  FXAMFNS  ORAUX  313 

:J580.  —  Construire  un  paraboloïde  de  révolution  connaissant  une  section  plane  et  un  point. 

:$581.  —  Drterniincr  un  paraholoicie  cnnnnissant  l'axe,  une  génératrice  el  un  point. 

:jr>82.  —  Délcniiini'r  un  cylimlre  liypcrboli(iue  équilatére  connaissant  un  plan  asymptote  et  trois  points. 

:}583.  —  Déterminer  un  cylimlre  parabolique  connaissant  un  plan  lanRent  et  le  point  de  contact,  im  plan  diamétral  et 
un  |ioint  de  la  surface. 

;{584.  —  li(|uation  générale  des  quadiiques  passant  par  roriginc,  contenant  0;,  tangentes  au  plan  :0.r  au  point  0  et 
au  plan  :();/  au  point  h  linlini  de  0:.  Dire  6  prinri  combien  l'équalion  renferme  de  paramètres. 

3585.  —  lîquation  générale  des  quadriqucs  ayant  O.r  pour  axe  et  Oi/  et  0;  pour  diamètres  conjugués  de  plans 
cycliques. 

;{58G.  —  Combien  donne-Ion  de  conditions  en  assujcltissant  une  quailrique  à  passer  par  un  cercle  donné  ?  Si  l'on  donne 
en  outre  le  diamètre  conjugué  du  plan  dn  cercle  et  deux  points  que  faut-il  pour  (pie  la  surface  soit  un  paraboloïde  ? 

:$587.  —  Kquation  générale  des  quadriques  tangentes  au  plan  des  .ci/  à  l'origine,  et  admettant  le  plan  :0x  comme 
plan  cyclique. 

3  .88.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  le  sommet  et  un  cercle  de  la  surface. 

3j89.  —  Kquation  générale  des  quadriques  tangentes  en  0  au  plan  des  ry,  au  pointa  l'infini  sur  0;/  au  plan  des  yz 
et  au  point  à  l'inlini  sur  Ox  au  plan  des  zx. 

3590.  -  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  une  génératrice,  un  point  de  l'axe  et  un  point  de  la  surface. 

3591.  —  Déterminer  un  ci^ne  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact  et  trois  points. 

;,  592.  —  Déterminer  un  paraboloïde  ayant  poiu'  ombilic  un  point  donné,  pour  direction  des  diamètres  une  direction 
donnée,  et  sachant  en  outre  que  l'axe  de  la  surface  passe  par  un  point  donné  et  que  la  surface  passe  par  un  point  donné. 

3593.  —  Equation  générale  des  quadriques  admettant  deux  points  donnés  pour  ombilics  non  diamétralement 
opposés . 

3594.  —  Déterminer  une  quadrique  passant  par  un  cercle  donné  et  par  deux  droites  rencontrant  le  cercle  et  ne  se 
rencontrant  pas. 

3595.  —  Un  cùne  de  révolution  est-il  déterminé  si  on  donne  une  parabole  tracée  sur  ce  cône  et  le  point  où  l'axe 
du  C('ine  rencontre  le  plan  de  la  parabole  ? 

3596.  —  ICquation  générale  des  quadriques  admettant  0:  comme  diamètre  conjugué  d'une  série  de  plans  cycliques. 

3597.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent,  un  point  quelconque  et  un  point  de  l'axe . 

3598.  —  Déterminer  un  liypcrbolinde  de  révolution  connaissant  deux  génératrices  de  même  système  et  un  point. 

3599.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  le  sommet,  un  plan  directeur  et  une  génératrice  non  parallèle  au  plan 
directeur. 

3600.  —  Equation  générale  des  quadriques  du  révolution  ayant  pour  axe  la  droite    —  =  —  =  -^    et  pour  sommet 

l'origine.  Combien  reste-t-il  de  paramètres  ? 

3601.  —  Equation  générale  des  quadriques  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  plans  cycliques  les  plans  des  xz  et  des 
yz.  Cas  où  la  surface  est  un  cylindre. 

3602.  --  On  donne  dans  un  paraboloïde  l'axe,  le  plan  de  .Monge  et  une  génératrice.  Déterminer  le  paraboloïde. 

3603.  —  Equation  générale  des  liypcrboloïdes  admettant  Ox  pour  diamètre  conjugué  d'un  plan  cyclique  et  0:  pour 
génératrice  du  cùne  asymptote.  Combien  l'équation  doit-elle  renfermer  de  paramètres  ? 

3604.  —  Déterminer  un  cylindre  parabolique  connaissant  un  plan  tangent,  le  point  de  contact  et  trois  points. 

3605.  —  Déterminer  un  cylindre  hybeibolique  connaissant  un  plan  asymptote  et  quatre  points. 

3606.  —  Que  représente  récpiation  x'  -H  y-  +  z-  ^-  {ux  +  vy  +  irz  +  li)'  .'  Combien  faiit-il  de  points  pour  déterminer 
cette  surface  ?  Combien  de  solutions  ?  Construction  géométrique. 

3607.  —  Déterminer  un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  une  génératrice,  un  point  de  taxe  et  deux  points  de  la 
surface. 

3608.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  le  sommet,  un  plan  cyclique  et  trois  points. 

3609.  —  Déterminer  une  quadrique  p.assant  par  un  quadrilatère  gauche  et  tangente  à  un  plan. 

3610.  —  On  donne  un  ci'me  circonscrit  à  une  qua  Irique.  Combien  cela  fait-il  de  conditions  .'  Qu'arrive-t-il  lorsqu'on  se 
donne  deux  cônes  circonscrits  ? 

3611.  — Dans  une  quadri(iue  on  donne  un  plan  principal  et  deux  génératrices  de  même  système.  Trouver  le  plan 
tangent  en  un  point  d'une  des  génératrices. 

3612.  —  Combien  de  conditions  faut-il  donner  pour  déterminer  un  cylindre  hyperbolique  équilatère  '?  On  donne  un 
plan  tangent  et  son  point  de  contact,  un  point  de  l'axe  et  un  point  de  la  surface,  déterminer  le  cylindre. 

3613.  —  Equation  de  la  quadrique  passant  par  une  parabole  et  par  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  et 
rencontrant  la  parabole. 

3614.—  Lorsqu'on  veut  déterminer  une  quadrique.  peut-on  se  donner  deux  systèmes  de  trois  directions  conjuguées  ? 

3615.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  un  cercle  et  trois  points.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

3616.  —  Déterminer  un  cùne  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent,  un  point  de  l'axe  et  sachant  que  le  cône  est 
équilatère.  ,         .i  t 

3617.  —  Combien  donne-t-on  deconditions  en  doimantun  diamètre  d'une  quadrique  .'  En  donnant  deux  diamètres  ?  Trois 
diamètres? 

3618.  —  Construire  un  cylindre  parabolique  connaissant  six   points  dont  quatre  sont  situés  dans  un  même  plan. 

3619.  —  On  donne  un  axé,  une  génératrice  et  le  plan  tangent  en  un  point  de  cette  génératrice.  La  quadrique  est-elle 
déterminée'/  On  donne  en  outre  l'autre   génératrice  située  dans  le  plan  tangent.  Equation  de  la  surface. 

3620.  —  Equation  générale  des  surfaces  de  révolution  admettant  0:  comme  axe  de  symétrie. 

3621 .  —  Déterminer  un  cùne  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact,  un  point  de  l'axe  et  un 
Point  de  la  surface.  »      j  ■   t 

3622.  —  Déterminer  un  cylindre  hyperbolique  équilatère  connaissant  un  point  de  l'axe,  un  plan  tangent  et  deux  points. 

3623.  -  On  donne  dans  une  quadrique  un  sommet  et  un  axe  ne  passant  pas  par  le  sommet  et  autant  de  points  qu  il 
en  faut  pour  déterminer  complètement  la  surface.  Trouver  l'équation  de  la  quadrique. 
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3624.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  une  génératrice,  le  plan  de  Monge  et  deux  points. 

3625.  —  Combien  donne-t-on  de  conditions  en  donnant  un  plan  tangent  d'une  surface  développable  ? 
3626-  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  un  plan  tangent,  un  point  de  l'axe  et  deu-x  points. 

3627.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  cercle,  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  cercle  et  deux  points. 

3628.  —  Equation  générale  des  quadriques  admettant  Oj"  comme  diamètre  conjugué  de  plan  cyclique  et  0:  comme 
génératrice  du  cône  asymptote. 

3629.  —  Déterminer  un  cùne  de  révolution  connaissant  une  génératrice,  un  point  de  l'axe  et  un  point. 

3630.  —  Equation  générale  des  quadriques  passant  par  0:  et  parla  droite    3  =  0,     ux  -h  vy  =z  i . 

3631.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  cercle  de  la  surface,  une  génératrice  rencontrant  le  cercle  et  deux 
points. 

3632.  —  On  donne  dans  un  paraboloïde  un  cercle,  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  cercle  et  un  point.  Déterminer 
la  surface. 

3633.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  axe,  un  sommet  situé  sur  cet  axe,  une  génératrice  et  un  point  de 
la  surface.  Quelle  surface  obtiendra- t-on  ? 

3634.  —  Combien  faut-il  de  points  pour  déterminer  un  cône  quelconque  dont  on  donne  une  directrice  plane?  Trouver 
le  sommet  d'un  cône  connaissant  une  directrice  plane,  puis  deux  plans  tangents  et  un  point,  ou  un  plan  tangent  et  deux 
points. 

3635.  —  Déterminer  un  paraboloïde  connaissant  un  ombilic,  l'axe  et  un  point. 

3636.  —  Etant  donnée  la  quadrique    (i.x,  y,  z)  =  0,    écrire  que  le  plan    ux  +  vy  +  wz  -+->•  =  0    est  plan  principal. 
3637.— Ecrire   que    la   quadrique    /'(x,  y,  3)  =  0,    admet   pour    diamètre    conjugué    de    plan    cyclique   la  droite 

—  —  1.  —  1. 

3638.  —  Ecrire  que  l'origine  est  ombilic  de  la  quadrique    i{x,  y,  z)  =  (l. 

3639.  —  Ecrire  que  la  quadrique    f{x,  y,  ;)  =  0    est  de  révolution  autour  delà  droite     —  = —  ^  ^^ ^• 

a  p  r 

3640.  —  Ecrire  que  l'origine  est  sommet  de  la  quadrique    f{x,  y,  z)  =  0. 

3641.  —  Exprimer  qu'une  quadrique  est  de  révolution  et  admet  un  plan  donné  pour  plan  d'équateur. 

3642.  —  Intersection  de  deux  quadriques  ayant  une  génératrice  commune  sachant  qu'un  point  donné  a  même  plan 
polaire  par  rapport  à  ces  deux  surfaces. 

3643.  —  Comment  se  coupent  deux  paraboloïdes  ayant  un  plan  directeur  commun  et  une  génératrice  commune, 
parallèle  ou  non  au  plan  directeur.  A  priori  combien  de  paramètres  doit  contenir  l'équation  de  cliaque  paraboloïde? 

3644.  —  Comment  se  coupent  deux  paraboloïdes  ayant  un  plan  directeur  commun  et  tel  qu'un  point  donné  ait  même 
plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surlaces  ? 

3645.  —  Intersection  de  deux  quadriques  bitangentes.  Solution  géométrique  et  analytique. 

3646.  —  Intersection  de  deux  quadriques  inscrites  dans  un  même  cône. 

3647.  —  Comment  se  coupent  deux  quadriques  tangentes  et  telles  qu'un  point  donné  ait  même  plan  polaire  par  rapport 
aux  deux  surfaces  ? 

3648.  —  Comment  se  coupent  deux  quadriques  qui  se  touchent  en  trois  points?  Cas  où  les  trois  points  sont  situés  sur 
une  même  génératrice. 

3649.  —  Comment  se  coupent  deux  paraboloïdes  ayant  un  plan  directeur  commun  et  tangents  en  un  point. 

3650.  —  Comment  se  coupent  deux  paraboloïdes  ayant  une  génératrice  commune  et  même  direction  d'axe. 

3651 .  —  Intersection  de  deux  quadriques  qui  ont  une  génératrice  commune  et  qui  se  touchent  en  un  point  en  dehors. 

3652.  —  Etudier  les  quadriques  passant  par  l'intersection  des  deux  quadriques 

y'        z- 
2x  =  ù,       x^-i-y-  —  ax  —  by  =  0. 

3653.  —  Comment  se  coupent  deux  quadriques  qui  ont  une  génératrice  commune,  qui  ont  un  point  commun  en  dehors 
et  telles  que  deux  droites  données  soient  conjuguées  par  rapport  à  ces  deux  surfaces? 

(.4  mitre.) 
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1252.  —  On  considère  les  paraboloïdes  S  qui  admettent  une  parabole  principale  donnée  P. 
1°  Lieu  des  ombilics  qui  ne  sont  pas  dans  le  plan  de  la  parabole  P. 

2o  Surface  engendrée  parles  hyperboles  dos  paraboloïdes  S  contenues  dans  leurs  plans  de  Monge.  Définir 
géométriquement  celte  surface  par  les  sections  planes  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  P  et  perpendiculaires  à 
son  plan. 

3°  Il  y  a  un  paraboloïde  S  tangent  à  un  plan  Q.  Lieu  du  point  de  contact  quand  le  plan  Q  reste  parallèle 
à  un  plan  donné  ou  à  une  direction  donnée. 

4°  Mêmes  questions  si  le  plan  Q  passe  par  une  droite  fixe  ou  par  un  point  fixe.  Étudier  les  cas  de  décom- 
position de  la  surface  trouvée  dans  le  dernier  cas. 

T.   L. 

1253.  —  Démontrer  que  trois  cercles  passant  par  le  point  de  rebroussement  d'une  cissoïde  droite  et  coupant 
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orthogonalement  cette  courbe  en  trois  points  en  ligne  droite  ont  nK^me  axi^  radical,  et  que  les  droites  joignant 
le  point  de  rebroussement  aux  centres  de  ces  cercles  coupent  la  cissoïde  en  trois  points  en  ligne  droite. 

R.    BOUVAIST. 

1254.  —  Par  le  sommet  d'une  strophoïde  droite  et  par  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe,  on  peut 
mener  deux  cercles  tangents  à  la  strophoïde  ;  le  cercle  passant  par  le  sommet  et  les  contacts  enveloppe  une 
cissoïde  droite. 

R.     BOUVAIST. 

♦ 


DEUXIÈME   PARTIE 
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1170.  —  Quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  de  l'équation 

a;*  -\-px^  -4-  qx-  -ir  rx -\- s  =0, 

pour  que  ses  quatre  racines  soient  de  la  forme 

,     h     a 
a,  i,  -'  — . 
a      0 

Pour  traiter  la  question,  nous  allons  décomposer  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  un  produit 
de  deux  trinômes:  celui  qui  admet  les  deux  racines   a   et  A  sera  de  la  forme    x''-i-Xx+  n;     l'autre, 

celui  qui  admet  pour  racines  —  et  —,   sera  de  la  forme    x^  -\-a'x  -i-  i.     Mais  nous  savons  que  —  X'  est 

,     ,     .         a        f>  ..  X   j-        ■"■'-+-*'  .  j  ^,        (a-hby^-2ab 

égal    a       -r  H — •       cest-a-dire    a — ,      nous    avons    donc      —a  = -. ou 

ha  al)  ab 

—  X'  = ",    par  conséquent  nous  devons  avoir  l'identité 

/  X2— 2a  \ 


ce  qui  nous  donne  successivement 


1 


X -_  =  ,, 


X-(X^-2(x)  =  r, 

et  \X  =:  s. 

De  ce  que     |ji  =  s,    nous  déduisons  de  suite  que  la  première  et  la  troisième  donnent  X  et    X^  —  2s; 

elles  deviennent  en  effet 

>s  — (X2  — 2s)  =  ps, 

X— (X^  — 2s)  =  r, 

et  le  calcul  annoncé  est  immédiat  : 

s  —  1  s  —  1 

Nous  aurons  donc  une  première  relation  en  remplaçant  X   et    X^  —  2s    par  leurs  valeurs  dans  la 

deuxième  relation;  puis  une  seconde,  en  remplaçant   X   par  sa  valeur  dans    X^ — 2s.    Ce  calcul  nous 

donne 

(ps  —  r){p  —  r) 

(s-1) 
et  s(s  — l)(2s-l-p  — r— 2)  — (ps— r)2  =  0. 


s(l  -t-  s  —  9)  -  s  -!■ — ~^2 =  0, 
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Telles  sont  les  deux  relations  demandées.  La  première  se  décompose  en  deux  :  elle  donne  d'abord 
s  =  0,     puis 

(s  —  1  )-(s  +  1  —  ^)  _  {p  —  r)ips  —  r)  —  0. 

Pour    .5  =  0,     la  seconde  se  réduit  à    r  =  0    et  l'équation  donnée  devient 

x-(.i-  -i-px-h  q)  =  0; 

on  peut  regarder  le  trinôme  x-  comme  admettant  les  deux  racines  o  et  6  et  l'autre  comme  admettant 

.         Cl        b       . 
les  racmes  -r  et  —  qui  sont  alors  indéterminées.  En  laissant  de  côté  ce  cas  exceptionnel,  nous  voyons 

que  les  deux  conditions  véritables  sont 

(    {s-i)\s+i-q)-(p-r)[ps-r):^0, 
^  '    i    s{s-l){2s^p  —  r  —  2)  —  {ps  —  rf  =  0. 
Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  équations  précédentes  donnent  X,    |jl  et    X-  —  2[t;     par  suite, 

nous  connaissons  les  trinômes  du  second  degré  qui  admettent  les  racines    n,  b   et—.   —  ;    donc  nous 

pouvons  résoudre  l'équation  proposée  à  l'aide  de  deux  équations  du  second  degré. 

P.  CANET,  lycée  de  Nancy. 
Bonnes  solutions  "  MM.  P.xrroo  ;  Péisoriëii  ;  J.  H.\ag  ;  Nicolesco,  à  Bucareisl. 


1187.  —  L'ne  fonction  y  de  la  variable  x  a  pour  dérivée 

2x  —  1 
v/4  —  X- 
et  se  réduit  à  0  pour     x  =  0.     Déterminer  celte  fonction  et  étudifr  ses  variations  quand  x  reçoit  toutes  les 
valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  y  est  définie.  —  Courbe  figurative. 

2x 1 

La  fonction    y'  =  ■  peut  s'écrire 

s/4  —  a^'- 

2x  l 


v/4  —  a-2        s/4  -  X'- 


La  première  partie  est  la  dérivée  de    —  2v4  —  x-,     la  seconde,  la  dérivée  de     —  arc  sin  — •     On  a 


donc 


X 


y  =  —  2v/4  —X-  —  arc  sin  —  -+-  C"  ; 
mais  pour    a;  =  0,     y  est  nui,  C  a  donc  la  valeur  4  et  l'on  a  finalement 

y  =  A  —  2v/4  —  .c-  —  arc  sin  —  • 
Pour  étudier  cette  fonction,  nous  remarquons  que  le  radical  n'est  déûni  qu'entre  — 2  et  -+-2;  de  même 

X 

arc  sin—  n'est  défini  qu'entre    — 2    et    +2;    par  conséquent  nous  ferons  varier   x   uniquement  de 

1  1 

—  2  à  -+-2.   Dans  cet  intervalle,  la  dérivée  ;/'  s'annule  pour     x  =  —- ;     elle  est  négative  de   —  2  à  —  > 

1 

positive  de  —  à  -^2;  par  suite,  la  fonction  est  d'abord  décroissante,  puis  croissante,  et  passe  par  un 

.   .  1 

minimum  pour    x  =  —  ■ 

Pour     x  =  — 2,     la  fonction  prend  la  valeur     4^  —  ;     pour     x  =  0,     elle  est  nulle;   pour 

\  l 

X  =  — .     elle  prend  la  valeur  négative    4 — v/l3  —  arcsin  — ,     qui  est  très  petite  en  valeur  absolue; 
2  ^ 
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etenfin,  pour    a:  =  2,     ello  prend  la  valeur    4 — -■     La  dérivée  est  infinie  pour    i  =  qz  2,     égaie  à 

1  ^  1 

—  —    pour    a;  =  0,     et  nulle  pour    x  =  ~  ;     les  tangentes  à  la 

courbe  en  ses  points  principaux  sont  donc  faciles  à  tracer.  Il  en 
est  de  même  de  la  courbe  représentative. 

Cette  courbe  montre  que  i/  est  nul  pour  une  valeur  de  x 

1 

comprise  entre  —  et  2. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  a  été  dit  dans  le  cas  où  le 
radical  est  pris  avec  le  signe  -h. 

Si  nous  prenons  le  radical  avec  le  signe  —,  la  fonction  y  est 
donnée  par 


y  =  2s/4  —  a-2  +  arc  sin  -^  +  C"  ; 

déterminons  la  constante  de  façon  que  pour  x  =  — 2,  la  fonc- 
tion ;/  ait  la  même  valeur  que  la  précédente,  4+  —  ;  nous 
aurons  ainsi 


^-¥  = 


c, 


d'où 

la  fonction  y  ainsi  choisie  est 


C  =  4  +  • 


1/  =  4  +  t:  +  2v/4  —  a;*  -+-  arc  sin  — 

2 


1  1  1 

Elle  est  croissante  de  — 2  a  — .    maximum  pour    x  —  —-,   et  décroissante  de  —  à  2.  Pour    x  =  — 2, 

elle  est  égale  à    4+  — i     la  courbe  part  du  [joint   A  tangentiellement  à  une  parallèle  à  O7;    pour 

1  1 

X  =  Q,    elle  est  égale  il    8  +  -;     pour    x  =  —,     à    4-+- s/lS-t-itarcsin  — >     c'est  la  valeur  maxima; 

s  4 

■K 

enfin,  pour    x  =  %    elle  est  égale  a    4 -1-71  +  —  . 

La  courbe  figurative  continue  la  première  au  point  A,  mais  elle  ne  la  rejoint  pas  au  point  B;  la 
courbe  totale  n'est  pas  fermée. 

Si  on  détermine  la  constante  de  façon  que  la  nouvelle  fonction  soit  nulle  pour    a:  =  0,     on  trouve 


y  =  2^/4  —  X-  -h  arc  sin  —  —  4  ; 

c'est  la  première  valeur  changée  de  signe.  Donc  la  courbe  figurative  de  la  nouvelle  fonction  est  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  Oar. 

BOURNIQUE,  lycée  Saint-Louis. 

Bonnes  solutions  :  HLM.  Maréchet  ;  Javelot  ;  J.  Haag  ;  Gdinand,  agent-voyer  h  Ecouen  ;  P.  Tribier. 


1188.   —  Une  fonction  //  de  la  variable  v  est  définie  jmr  l'équation 

e^  —  e'J{x  —  yY  =  0. 
Calculer  sa  dérivée  y'  et  expliquer  le  résultat. 


Désignons  par  f[x,  y)   le  premier  membre  de  l'équation  donnée,  la  dérivée  y'  est  donnée  par  la 


318  ALGÈBRE 


formule  connue 

Or  on  a 

f:  =  C  -  2e"(x  -  y),  /;  =  -  e"(x  —  yj'  -+-  'iey(x  -  y), 

ou,  en  remplaçant    e'-'(x  —  y)-    pare', 

f',,  =  —  e''  -I-  2e"(a;  —  y). 
On  en  déduit 

,  _  r''  —  2e"(.r  —  y)      _ 

•'  ~        —  (,•'■  -t-  ^2e'J{x  —  y)   ~ 
Ce  résultat  pouvait  se  prévoir.  En  effet  l'équation  proposée  peut  s'écrire 

e^-"  — (X  — 1/)'  =  0; 
elle  est  de  la  forme     tp(a;  —  i/)  =  0.      Or,  pour  que  cette  équation  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que 
X —y     soit  égal  à  l'une  des  racines  de  la  fonction   <f{u).    Par  suite  l'équation     ç(a;  —  j/)  =  0     est  équi- 
valente à    un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme     x—ij  =  a,     ou     y=x  —  a,    n  désignant  une 
constante.  On  voit  alors  aussitôt  que  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  .x'  est  égale  à  1. 

R.   BOUVAIST. 
Solutions  a'iulogues  par  MM.  J.  Haag;  J.  Maréchet,  lycée  de  Saint-Etienne;  P.  Tbibieb  ;  J.  G.  Nicolesco,  à  Bucarest. 


1190.  —  On  donne  une  droite  A  dans  le  plan  d'an  triamjle  ABC.  Un  point  M  est  mobile  sur  la 
droite   à.  Etudier  comment  varie  la  somme 

MX'  +  Mb'  -h  mc' 

des  carrés  des  distances  du  point  M  aux  trois  sommets  du  triangle.   Cas  particulier  où  la  droite  A  passe 
par  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

Prenons  comme  axe  des  x  la  droite  A  et  comme  axe  des  y  une  droite  quelconque  perpendiculaire 
à  A  ;  désignons  par  (x,,  ?/,),  (x^,  j/i),  {xs,  y,)  les  coordonnées  des  points  A,  B,  C  et  par  x  l'abscisse  du 
point  variable  M  qui  décrit  la  droite  A.    La  fonction  à  étudier 

M  =  MA'  -+-  MB'  -+-  le' 
peut  alors  s'écrire 

u  =  (x  -  XiY-  -+-  y'I  H-  (x  —  x^y-i-ijl  H-  (x  —  X3)-  -+-  yl, 

ou 

M  =  3x2  —  2ajv^p^  _^  V(3,2  _j_  y-i-^^  _ 

C'est  un  trinôme  du  second  degré  dont  on  peut  indiquer  immédiatement  les  variations 
-00  croît  — — -  croit  +00 

o 


-00  décroit         min.  croit  -t- 00 

3S(js7  -+-  vf)  —  (Sx,)2 
La  valeur  du  mmimum  est     ^ '—. 

o 

Sx 
Remarquons  que  -^^-i-  est  l'abscisse  du  centre  de  gravité  G  du  triangle.  Il  en  résulte  que  la  fonction 

u  est  minimum  quand  le  point  M  coïncide  avec  la  projection  P  du  point  G  sur  la  droite  A.  De  plus, 
à  des  positions  du  point  M  symétriques  par  rapport  à  P  correspondent  des  valeurs  égales  pour  la 
fonction. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par  le  point  G,  les  résultats  précédents  subsistent  ;  seu- 
lement le  point  P  coïncide  avec  le  point  G,  et  la  fonction  u  est  minimum  quand  le  point  M  est  au 
point  G. 
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Tous  ces  résultats  découlent  immédiatement  de  la  formule  bien  connue 

,       — ,       — ,  — .,        a'^ -u  ()i -L- ci 

MA-  -+-  MB-  -H  MG-  =  3MG-  h , 

oii  ft,  b,  c  désignent  les  longueurs  des  cotés  BC,  CA,  AB   du  triangle,  et  M  un  point  quelconque  du 
plan.  R.  BOUVAIST. 

Bonnes  solutions  par  MM.  J.   IIaag  ;  U.  Javblut,  ii  Givet  ;  K.  N.  lUntstEN;  .1.  G.  Nigolesco,  à  Bucarest. 


CHIMIE 

1137.  —  On  demande  de  préparer  les  corps  suivants  eu  prenant  pour  chaque  expérience  une  7noli;cule 
ijramme  de  mispickel  ou  arsénio-sulfure  de  fer  natif,  de  formule  AsSFe  : 

1°  L'arsenic; 

2°  L'arséniure  d'hydrogène  gazeux  ; 

3"  Le  Irisai fure  d'arsenic  {autrement  que  par  la  combinaison  directe  de  l'arsenic  et  du  soufre); 

A"  L'anhydride  arsénique. 

Indiquer  la  marche  des  expériences,  écrire  les  équations  et  calculer  les  poids  des  composés  obtenus,  sauf 
pour  l'arséniure  d'hydrogène  dont  on  déterminera  le  volume  sans  faire  de  corrections . 

{École  Centritle,  1902,  J"  session.) 

l'  Le  mispickel,  calciné  dans  une  cornue  en  présence  de  rognures  de  fer,  se  dédouble  en  sulfure  de 

fer  et  arsenic  : 

AsSFe  =  .\s-i-FeS. 

La  vapeur  d'arsenic  se  condense  dans  un  récipient  relié  à  la  cornue.  As  représente  75^. 

2°  L'arsenic,  provenant  de  l'opération  précédente  et  fondu  dans  un  creuset  avec  du  zinc,  donne  un 

alliage  que  l'on  traite  par  l'acide  sulfurique  étendu  dans  un  flacon  bitubulé  : 

As'Zn'  +  SSO'H-'  =  3S0'Zn  +  2AsH'. 

Le  symbole  Asll'  représente  78^'  et  un  volume  moléculaire,  c'est-à-dire  22'"  — 

4 

Autrement  :  le  mispickel,  grillé  dans  un  moufle,  donne  des  vapeurs  d'anhydride  arsénieux  que  l'on 
condense  dans  une  chambre  froide.  Cet  anhydride,  placé  ensuite  dans  un  appareil  à  hydrogène,  se  con- 
vertit en  hydrogène  arsénié  : 

As*0«  -+-  12H-  =  6H^0  H-  4AsH^ 

3°  L'anhydride  provenant  du  grillage  précédent  est  mis  en  dissolution  chlorhydrique  puis  soumis  à 
l'action  d'un  courant  d'acide  sulfhydrique.  Il  se  forme  un  précipité  d'orpiment  : 

As'O'^  +  6H=S  =  6H-0  -t-  2As»S^ 
Le  molécule-gramme  de  mispickel  fournit  ainsi  une  demi-molécule  de  sulfure,  soit  123Bf. 
4°  L'arsenic  ou  l'anhydride  arsénieux,  traités  par  l'eau  régale,  se  transforment  en  acide  arsénique  ; 
celui-ci  est  déshydraté  par  l'action  de  la  chaleur  et  transformé  en  anhydride  As^O^  dont  le  poids  est  de 
IISb''  par  atome  d'arsenic. 

Solution  incomplète  de  M.  T.  Lemoyne. 


1177.  —  Dans  un  flacon  A,  renfermant  de  l'eau  distillée,  on  verse  d'abord  2o<='"<^  d'une  solution 
d'iode  renfermant  1e',27  de  cet  élément  par  litre,  puis  quelques  gouttes  d'empois  d'amidon. 

A  l'aide  d'un  aspirateur  à  eau  B,  on  fait  ensuite  passer,  bulle  à  bulle,  dans  le  flacon  .\  le  mélange 
gazeux  provenant  du  grillage  à  l'air  de  pyrite  de  fer,  jusqu'à  ce  que  le  liquide  du  flacon  A  soit  décoloré. 

A  ce  moment,  on  ferme  le  robinet  R  et  on  viesure  le  volume  de  l'eau  qui  a  coulé  de  l'aspirateur  dans 
l'éprouvelte    C.    Ce   volume  est  égal  à  250'^""=.    On  s'arrange  d'ailleurs  de  telle  sorte  qu'au  moment  oii 
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QUESTION  PROPOSEE 


l'expérience  commence,  de  même  qu'à  celui  oii  elle  prend  fin,  le  gaz  arrive 
exactement  à  i extrémité  T'  du  tube  TT';  la  distance  de  celte  extrémité  au  ni- 
veau du  liquide  est  suffisamment  faible  pour  qu'on  puisse,  dans  le  calcul^  négli- 
ger la  différence  de  pression  qui  en  résulte. 

On  a  mesuré  au  moment  de  l'expérience  : 

Lapression  barométrique  :  730""".  —  La  température  :  15°. 

On  demande  •" 

1"  Quelle  est,  en  volume,  la  proportion  de  gaz  sulfureux  contenu  dans  le 
mélange  gazeux. 

2°  Quel  poids  de  pyrite  de  fer  il  faut  griller  pour  obtenir  10""^  de  ce 
mélange  gazeux,  ce  volume  étant  mesuré  à  la  pression  de  730°"°  et  à  la  tempé- 
rature de  15°. 

Renseignements  numéhiques.  —  Poids  atomique  du  fer  ;  36.  —  Force  élastique  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  à  lo":  12""°, 7.  —  On  négligera  la  variation  de  densité  de  l'eau  entre  4°  et  15". 

{École  des  Mines  de  Saint-Ètienne,  1902.] 

La  solution  d'iode  renferme,  par  litre,  1270  milligrammes,  soit  10  milli-atomes  ou  Smilli-molécules; 

25  1 

25"°  de  cette  solution  renferment  donc  ---^  X  3  =  —  de  milli-molécule  d'iode. 

lOuu  o 

Or  la  réaction  qui  se  produit  dans  le  flacon  A  est  représentée  par  l'équation 

S02  H-  P  +  2H^0  =  SO'H=  +  2H1. 

1 

Donc  l'acide  sulfureux  absorbé  représente,  comme  l'iode,  —  de  milli-molécule.  Ce  gaz  aurait,  s'il 

o 

1  1 

était  sec  et  dans  les  conditions  normales,  un  volume  égal  à  —  du  volume  moléculaire,  soit  —x  22'='=,32. 

o  o 

1  760        /  13  \ 

A  13°  et  sous  la  pression  730,  le  volume  serait —X  22,32  X  ^^X  U -t--^j  =  3",064. 

Considérons  maintenant  le  gaz  recueilli  dans  l'aspirateur;  il  s'y  est  saturé  de  vapeur  d'eau;  s'il  était 
sec,  son  volume  serait  250™  à  la  pression    730  —  12,7  =  717,3.     Son  volume  à  15°  et  sous  la  pression 
717,3 


730  serait    250  X 


730 


=  243,644. 


La  proportion  de  gaz  sulfureux  en  volume  dans  le  mélange  supposé  sec  est  donc 

-_M^i =  ^  =  0,0,23. 

245,644-1-3,064         81 

Le  grillade  d'une  molécule  de  pyrite  FeS-  fournitdeux  molécules  de  gaz  sulfureux.  Pour  obtenir  les 

1 
243,644  -+-  3,064  =  248"", 7     du  mélange  renfermant  —  de  milli-molécule  de  gaz  sulfureux,  il  faut  griller 

8 

seulement     — FeS=  =  7'°g%5.     Pour  obtenir  lO'^s  il  faudra  griller    — -— — — x  7°i?"-,  5  =  301s'-,6. 
16  ii8,7 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  Vial  et  P.  Canet. 


QUESTION   PROPOSEE 


1255.  —  On  considère  un  cercle    C   et  un  point   A  lixes.  On  prend  sur  le  cercle  C    deux  couples  de 
points  diamiHraleincnt  opposés  PP',  QQ'.  Enveloppe  des  droites  PQ  lorsque  les  couples  de  droites  AP,  AP'  ;  AQ, 


AU'  ont  les  mêmes  bissectrices. 


E.-N.  Barisien. 


BAB-LK-UUC.    —  IMP.    GOMTE-JACQUET. 


Le  Rédacteur-Gérant  :  H.  VUIBEUT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


SUR   L'KXl'RKSSION    {/A  +  v^B. 
l'ur  M.  G.  Fontené. 


Celte  note  a  été  suggérée  par  des  questions  posées  aux  examens  oraux  de  l'Ecole  Folyteclinique. 

1.    Pboiîlkme.  —  Reconnaître  si  l'expression     y^A -(- ^B,     où  l'on  suppose    B>0,     \  et  M  commen- 
surables,  est  réductible  à  la  forme     o+y'//,     avec     6>0,     a  et  b  commensurables. 
Si  l'on  a,  de  la  manière  iiuiiciuée, 


(1) 

ou 

on  a  aussi 

et  par  suite 

V/A  -t-  v^B  =  a  -H  /À, 

A  -+-  y/B  =  (a  -t-  <jl)\ 

A-v/B  =  {a-fb)\ 

(2) 
formons  un  système  équivalent. 
1"  On  doit  avoir,  par  multiplication. 

v/a  -  v/B  =  a  —  v/6  : 

(3) 

VA'^  _  ii  =  a^  -  /-, 

d'où  cette  première  condition  :  la  cjuantité     A^  —  B     doit  être  un  cube  parfait. 

2»  On  doit  avoir  aussi  

V/' A  --h  v/B  -t-  v/a  —  v'B  =  2a, 
ou,  en  élevant  au  cube, 

(4)  (2a)'  —  3VA-  —  B(2a)  —  2A  =  0, 

et  il  en  résulte  cette  seconde  condition  :  l'équation  {!t)  doit  avoir  une  racine  commensurablc.  Si  A  et  B  sont 
entiers,  2a  ne  peut  être  qu'un  entier  positif  ou  négatif,  diviseur  de  2A.  Quand  la  réduction  demandée 
est  possible,  on  obtient  a  et  é  par  les  équations  (4)  et  (3). 

2.  Remarquk.  —  Soit  l'équation 

(x  — a)(a;^-+-ax-i-^)  =1  0,  4p  — a^>0. 

L'ayant  mise  sous  la  forme 

(5)  '  a;^-t-(P— a:;)a,  — ap  =  0, 

on  peut  se  proposer  de  retrouver,  au  moyen  de  la  formule  de  Tartaglia,  les  expressions  des  racines  telles 
que  les  donne  l'équation  primitive.  Cette  formule  est  ici 


=(ï)'-(^)'. 


en  désignant  par  w  l'une  quelconque  des  trois  racines  cubiques  de  l'unité.  Le  fait  que  M  est  positif  en 
même  temps  que  la  quantité    4^  —  at"     conduit  à  développer  M  et  à  écrire 
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M  = 


(p  +  2ot^K4p-a'- 


4X27 
les  quantités  sous  les  radicaux  cubiques  deviennent 


«^    ^     ^+2a--      / 
2   —        6       V 


aS  p^2a^-      /4?_a^ 


Ces  quantités  doivent  être  les  cubes  d'irrationnelles  de  la  forme    x ±ij 


sj 


43  —  a-  . 


on  est  amené 


à  faire  la  transformation 


qui  donne 


43. 


=  T^ 


ou  ^  = 


t  +  Y\' 


a^  +  SY'^ 


2       /    ' 


on  a  donc 
(6) 


'  =  t["(-W^)-{.-v'^)]- 


Pour    M  =  1,     on  obtient  a;  etc. 


THÉORÈME  RELATIF  AUX  CUBIQUES  PLANES 

par  M.  Labrousse,  professeur  au  lycée  de  Toulouse. 


Quelque  temps  après  avoir  reçu  la  noie  de  M.  J.  Richard  sur  les  cubiques  planes  (voir  le  n» 
d'Octobre  1903),  nous  recevions  de  M.  Labrousse  une  démonstration  simple  du  théorème  dont  il  est 
question  dans  cette  note.  La  note  de  M.  Labrousse  devait  faire  suite  à  celle  de  M.  Richard  :  une  erreur 
dans  la  composition  du  n°  d'Octobre  nous  en  a  seule  empêchés. 

Voici  la  note  de  M.  Labrousse  : 

11  existe  de  nombreuses  démonstrations  de  la  propriété  suivante  :  Le  rapport  anharmonique  des 
quatre  tangentes  que  l'on  jKut  mener  à  une  cubique  par  un  point  de  cette  courbe  reste  constant  quand  le 
point  décrit  la  cubique. 

La  démonstration  basée  sur  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  est  immédiate,  mais  n'est  pas  élé- 
mentaire ;  on  ne  peut  considérer  comme  rigoureuse  celle  de  Salmon  (Géométrie  analytique.  —  Courbes 
planes,  page  206). 

Mentionnons  aussi  la  démonstration  indiquée  dans  le  Traité  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs 
intégrales  (Appell  et  Goursat,  page  293). 

Voici  une  autre  démonstration  assez  expéditive  : 

Soit  1  un  point  d'inflexion  de  la  cubique  1",  M  un  point  quelconque.  Il 
suffit  de  montrer  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  est  le  même 
pour  les  deux  points  M  et  I.  Soit  MA  l'une  des  tangentes  issues  de  M,  A 
étant  le  point  de  contact.  Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  ayant 
pour  côtés  lA,  la  tangente  IB  en  I  à  r  et  MA.  On  voit  facilement  que  l'équa- 
tion de  r  sera  de  la  forme 

■  l'y)  ■+■  y-'[^x^h)  +  î/='  =  0, 


:,=0 


x^(ax  - 


nx-h  liij  =  U     étant  l'équation  de  IM. 
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On  peut  disposer  du  rapport  de  deux  paramètres  de  référence  au  troisième  de  manière  ;i  rendre  a 
et  'p  égaux  à  l'unité. 

On  peut  donc  prendre  pour  équation  de  r 

x-{x  +  by)  +  ?y:(ar  H-  y)  +  ;/î-  =  0. 

Cela  posé,  soit  une  droite  U  issue  de  I.    Elle  a  une  équation  de  la  forme     »/  =  Xx;     en  dehors  du 
point  I  elle  coupe  r  en  deux  autres  points  P  et  Q.  Le  faisceau  AP,  AQ  a  pour  équation 

(1)  a;i(lH-W)  +  Xa:3(a-i-X)4-).:-  =  0 

La  droite  D  sera  tangente  à  r  si  le  premier  membre  de  (1)  est  carré  parfait,  c'est-à-dire  si  on  a 

(2)  X-(a  -I-  X)'^  —  4X(  1  -H  «X)  =  0. 

L'équation  [1)  a  pour  racines  les  X   des  quatre  tangentes  issues  de  I  et  le  rapport  anharmonique 
de  ces  quatre  tangentes  est  celui  des  racines  de  (2). 

Considérons  maintenant  une  droite  A  issue  de  M;  son  équation  est  de  la  forme 

:  =  ^[x  +  b\i). 
En  dehors  du  point  M  elle  coupe  l'  en  P'  et  Q   qui  vérilient  successivement 

a,.3jL_^.y3(ax-+-i/)-(-i/:=  =0, 
—  -+ y{^x -^y) -^  yz  =  0, 

IJL 

(3)  x'-+ li(a-^[i).ri/+n(l  H-ÔHJ!/'  =  0- 
L'équation  (3)  est  celle  du  faisceau  IP',  IQ'. 

La  droite  A  sera  tangente  si  le  premier  membre  de  (3)  est  carré  parfait,  c'est-à-dire  si 

(4)  \>:\!x  H-  iJi)-  —  4,a(l  +  6|x)  =  0. 

L'équation  (4)  a  pour  racines  les  \x  des  quatre  tangentes  issues  de  M  et  le  rapport  anharmonique  de 
ces  quatre  tangentes  est  celui  des  racines  de  (4). 

Les  équations  (2)  et  (4)  étant  identiques,  la  proposition,  est  établie. 


xNOTE 


Nous  avons  reçu  d'un  de  nos  correspondants  une  solution  nouvelle  de  la  question  1173,  assez  inté- 
ressante pour  que  nous  revenions  sur  cette  question.  Nous  nous  empressons  de  publier  cette  solution. 

(Voir  n"  de  Septembre  1903). 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  par  un  plan  donné  P  dans  les  cônes  de  révolution  G  circonscrits  à 
une  quadriquc  donnée  S  se  compose  de  trois  coniques  qui  restent  sur  trois  qnadriques  lorsque  le  plan  P  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Appliquons  le  théorème  de  Dandelin.  Soit  i]  une  sphère  inscrite  dans  le  cône  C  et  tangente  au  plan 
P  en  F.  Le  point  F  est  un  foyer  cherché. 

La  sphère  S  et  la  quadrique  donnée  S  sont  bitangentes;  de  plus  S  est  une  quelconque  des  sphères 
bitangentesàlaquadrique  S  et  tangentes  au  plan  P  car  si  on  se  la  donne  a  priori,  on  pourra  en  déduire 
deux  cônes  circonscrits  à  la  fois  à  S  et  à  x  et  qui  seront  par  suite  de  révolution. 

On  est  donc  ramené  au  problème  suivant  : 

Etant  donnés  une  quadrique  S  et  un  plan  P  :  1°  Lieu  des  points  de  contact  avec  le  plan  P  des  sphères 
bitangentes  à  la  quadrique  S  et  tangentes  au  plan  P  ;  2"  Surface  engendrée  par  la  courbe  trouoée  quand  le 
plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 
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Sous  cette  forme,  la  question  est  simple  analytiquement  ;  nous  allons  montrer  qu'elle  l'est  aussi 
géométriquement. 

On  sait  que  les  sphères  bitangentes  à  une  quadrique  se  décomposent  en  trois  familles.  Les  sphères 
d'une  famille  ont  leurs  centres  dans  un  plan  principal  et  coupent  la  quadrique  suivant  deux  cercles  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  principal  considéré.  Nous  considérerons  l'une  de  ces  familles. 
1°  Le  problème  à  traiter  dans  le  plan  P  s'énonce  ainsi  : 

Soit  Y  la  section  de  la  quadrique  S  par  le  plan  P.  Lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  qui  ont 
avec  la  conique  r  un  si/stème  de  sécantes  communes  de  directions  données. 
Il  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

On  aune  conique  V  et  troispoints  en  ligne  droite  I,  J,  A.  On  mène  par  A  une  corde  variable  PQ;  on 
joint  IP,  JQ  qui  se  coupent  en  M,  lieu  de  M. 

C'est  une  question  connue  qu'on  peut  ramener  à  une  question  de  géométrie  descriptive  en  considé- 
rant la  figure  comme  une  projection  horizontale  :  I  et  J  étant  les  sommets 
de  deux  cônes  ayant  la  conique  r  pour  hase  commune  et  tels  que  la  trace 
de  la  droite  IJ  sur  le  plan  de  la  base  se  projette  en  A. 

Le  lieu  du  point  M  est  la  projection  delà  seconde  courbe  plane  commune 
aux  deux  cônes,  c'est-à-dire  une  conique  tangente  aux  tangentes  qu'on  peut 
mener  à  la  conique  r  par  les  points  I  et  J. 

Revenons  à  notre  cas  particulier.  Dans  le  plan  P  le  lieu  cherché  est 
A  une  conique  II  homofocale  à  la  conique  r.  Nous  remarquerons,  sans  y  insis- 

ter, que  ce  résultat  peut  èlre  obtenu  comme  cas  particulier  du  suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  donné  qui  ont  avec  une  conique  donnée  un  système  de  sécantes 
communes  de  directions  données  est  une  conique. 

Il  s'agit  de  trouver  la  surface  engendrée  par  la  conique  H  quand  le  plan  P  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même. 

Laissons  d'abord  le  cône  G  fixe  et  faisons  varier  le  plan  P.  Le  lieu  des  foyers  réels  de  la  section  se 
composera  par  raison  d'homothétie  de  deux  droites  passant  par  le  sommet  Ci  du  cône  C  qui  se  trouve 
sur  la  focale  du  plan  principal  choisi.  Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  réglée  contenant  celte 
focale. 

Considérons  l'une  des  deux  droites  passant  par  Ci  ;  elle  rencontre  l'un  des  plans  P  en  un  point  F. 
Prenons  la  sphère  S  inscrite  dans  le  cône  C  et  tangente  au  plan  P  en  F.  Il  existera  un  second  cône 
C  circonscrit  à  la  fois  à  la  quadrique  S  et  à  la  sphère  ^,  ([ui,  par  suite  est  aussi  de  révolution  et  dont 
le  sommet  Cl  se  trouve  sur  la  même  focale  par  raison  de  symétrie. 

La  section  du  cône  C  parle  plan  P  admet  aussi  le  point  F  pour  foyer. 

Donc  l'une  des  deux  génératrices  de  la  surface  cherchée  passant  par  C,  rencontre  l'une  des  deux 
autres  passant  par  C^.  11  suffit  alors  de  prendre  trois  de  ces  dernières  droites  et  de  faire  varier  le  cône 
C  pour  avoir  défini  la  surface  comme  lieu  des  droites  rencontrant  trois  droites  données.  C'est  donc  une 
quadrique. 

■ — ♦ ^ 
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^476     Par  les  extrémités  d'une  corde  AB  inscrite  dans  un  cercle  donné  0  et  de  longueur  constante, 

on  mène  deux  droites    AM,  BM,    rcspecticement  parallèles  à  deux  droites  fixes;  trouver  le  lieu  du  point    M 
d'intersection  de  AM  et  BM. 
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M'. 


Supposons  d'abord  que  les  deux  directions  données  soient  rectangulaires  et  prenons  des  axes 

parallèles  à  ces  deux  directions.  L'équation  du  cercle 
étant  x-  +  y*  —  R-,  les  coordonnées  du  point  A 
seront 

a;  =  R  cos  /,  !/  =  R  sin  /, 

et  celles  du  point  B, 

a:  =  R  cos  (/  h-  a),  7  =  R  sin  (/  -+-  a), 

a  étant  une  certaine  constante. 

En  menant  par  le  point  A  une  parallèle  à  Or  et  par 
le  point  B  une  parallèle  à  Oi/,  les  coordonnées  du  point 
du  lieu  seront 

a-  =  R  cos  (<  -4-  a),  ?/  =  R  sin  /  ; 

telles  sont  les  équations  du  lieu  en  fonction  d'un  paramètre  arbitraire    t.    A  ce  moment,  nous  dévelop- 

x+j/sina 


pons  X,  nous  remplaçons  R  sin  t  par  ;/  et  nous  avons     cos  t 

(x-hy  sin  a)'^ 


R  cos  ï 
+-y^  =  RS 


co  lieu  a  donc  pour  équation 


cos'  a 

ou  X-  ■+■  y-  -+-  2x1/  sin  a  =  R^  cos^  a  ; 

par  suite,  ce  lieu  est  une  ellipse  ayant  pour  centre  le  centre  du  cercle  et  pour  axes  les  bissectrices  de 
l'angle  des  axes  des  coordonnées 

Mais  si  les  deux  directions  données  ne  sont  pas  rectangulaires,  il  y  aura  avantage  à  prendre  pour 
axes  deux  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  de  ces  deux  directions  et  à  représenter  les  deux  direc- 
tions par  1/  =±mx.  Les  coordonnées  du  point  A  étant  toujours  Rcos<,  R  sin  ^  et  celles  du 
point  B,     R  cos  (M- a),     R  sin  (/ -(- a),     le  point  du  lieu  sera  à  l'intersection  des  deux  droites 

y  —  Rsin  t  =  in{x  —  R  cos  /), 
)/  —  R  sin  (/-(-  a)  =:;  —  ni[a-  —  R  cos  (l  -+-  a)], 
et  l'on  aura  le  lieu  lui-même  en  éliminant  /   entre  ces  deux  équations,  ou  en  résolvant  par  rapport  à 
a;  et  à  y;  les  deux  équations  sont  linéaires  en  cos  <  et  sin  /,  elles  peuvent  s'écrire 

m  R  cos  /  —  R  sin  <  +  j/  —  mx  =  0, 
(m  R  cos  a  4-  R  sin  a)  cos  /  —  (m  R  sin  a  —  R  cos  «)  sin  t  —  y  —  m  x  =  0. 
et  donnent 

R  cos  t  _  R  sin  <  1 

y  -+-  mx  -h  (m  sin  a  —  cos  a)(î/— »ix)       (mcosa  -+-  sina)(!/ — inx)-^-m[y-hTnx)      jncosa  -i-sina— m(m  sin  a  —  cosa) 

11  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  cos^  < -t-  sin- 1  =  1  pour  avoir  l'équation  ordinaire  du  lieu  On 
voit  immédiatement  que  ce  nouveau  lieu  est  encore  une  ellipse  ayant  son  centre  à  l'origine,  c'est-à- 
dire  au  centre  du  cercle  donné.  En  développant  les  calculs,  on  trouve  aisément  que  l'équation  est  de  la 

forme 

Ax- -+- By' -i- G  =  0. 

Celte  ellipse  a  donc  pour  axes  les  axes  des  coordonnées. 

Cette  solution  était  déjà  rédigée  quand  nous  avons  reçu  de  M.  E.-N.  Barisien  une  solution  plus  élé- 
gante et  que  voici. 

Soient  a-„  y,,  as,  j/o  les  coordonnés  des  points  A  et  B:  les  équations  des  droites   AM  et  BM   sont 

y—y,=  m{x  —  x,), 

y  —  yi  =  —  m{x  —  x,)  ; 


de  là  nous  déduisons 


2ma-  —  »i(x,  -H  x,)  H-  j/j  —  y, 

^y    =    ï/l  -+-  Î/S  -^  '>n{X2  —  X,). 
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Or,  en  désignant  par  ç-  l'angle  du  rayon  de  contact  de  la  corde  AB  avec  le  cercle  qu'elle  enveloppe 
et  par  R'  le  rayon  de  ce  cercle,  nous  avons  de  suite 

Xt-^x,  =  2R'  cos  <p, 
j/,  +  y,  =  2R'  sincp, 
a-2  — Xi  =  2/  sin  o, 
î/2  —  î/,  =  —  2/  cos  'f. 
21  étant  la  longueur  fixe  de  la  corde  AB.  Par  suite, 

mx  =  (mW  —  /)  cos  -f , 
j/  =  (  R'  H-  Im)  sin  o  ; 
l'éliminalion  de  -f  est  immédiate  et  l'équation  du  lieu  est 

m^x^-  y"- 

(mR'— /)2   "^  (R'-t-/m)2   ^  ^ 
En  changeant  jh  en  — m,  on  a  le  lieu  obtenu  par  l'échange  des  deux  directions,  c'est-à-dire  le  lieu  de 
l'autre  sommet  du  parallélogramme  construit  sur    AB.    Entre    R'    et    /    on   a  d'ailleurs   la  relation 
R'î  -h  l^  =  R2. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Marchal;  Bodvaist;  .1.  Haag,  à  Niincy;  Pellion,  à  Rennes;  Javelot,  à  Givet. 


Solution  géométrique.  —  Soient  O.b  et  Oy  les  deux 
directions  données,  OY,  OX  leurs  bissectrices,  w  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  AMB. 

Comme  le  côté  AI5  et  l'angle  AMB  sont  constants,  il  en  est 
de  même  du  rayon  wM  et  de  la  longueur  Ow.  Soient  a  et  p  les 
intersections  de  wM  avec  OX  et  OY,  y  et  8  les  intersections  de 
Ou)  avec  le  cercle  w. 

Nous  avons  M^^rOy,  Ma  =  OS  puisque  My  et  Mo  sont 
parallèles  à  OX  et  OY.  Comme  0^  et  08  sont  constants,  le 
point  M  décrit  une  ellipse  ayant  pour  axes  OX  et  OY  et  pour 
longueurs  d'axes  20y  et  208. 

R.   BOUVAIST. 
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1195.  —  Un  projectile  de  fer  étant  arrêté  net  par  une  plaque  de  blindage,  à  quelle  température,  au 
maximum,  peul-il  être  porté  par  le  choc,  si  on  lui  suppose  mie  vitesse  initiale  de  700"  par  seconde  ?  Chaleur 
spécifique  du  fer  0,\3. 

Admettons  que  toute  la  force  vive  du  projectile  soit  convertie  en  chaleur  et  que  toute  cette  chaleur 
reste  sur  le  projectile;  cette  hypothèse  nous  donnera  évidemment  la  température  cherchée. 
On  peut  traiter  le  problème  avec  divers  systèmes  d'unités. 
1°  Système  :  mètre,  kilogramme-poids,  seconde. 
Si  m  est  le  nombre  de  kilogrammes  que  pèse  le  projectile,  sa  masse  est  exprimée  par  le  nombre 

sa  demi  force-vive  en  kilogramme  1res  est 

I 


7» 


->    !l,8i 


700" 
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et  le  nombre  de  calories  équivalentes,  avec  A2o  pour  équivalent  mécanique  de  la  grande  calorie,  est 

1      m     — >     1 

Écrivons  que  cette  chaleur  élèverait  de  a;"  la  température  de  m  kilogrammes  de  fer. 

m.  0,13x  =  --TT^TÔÔ" 


2    9,81  425  ' 

d'où  a-  =  452°. 

2»  Sy.'itème  C.  G.  S. 
Si  M  est  la  masse  du  projectile  en  grammes,  sa  demi-force  vive  en  ergs  est 

4  M.  7  0000'. 

La  petite  calorie  équivaut  :i    4,17  X  10'  ergs  et  l'équation  doit  s'écrire 

^f.  0,13x  =  —  M.  70000' 

2  4,17x10' 

Le  résultat,  bien  entendu,  reste  le  môme. 


QUESTIONS  i»osi:es  aux  examens  oraux 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1903,  /In). 

V.  —  Géométrie  Descriptive. 

»  3654.  —  On  donne  les  projections  de  trois  points  0,  F,  M.  Le  point  0  est  le  centre  d'une  ellipse,  F  un  de  ses  foyers, 
M  un  point  de  l;i  courbe.  Déterminer  les  projections  de  cette  courbe. 

3Û55.  —  On  donne  les  projections  de  lii  directrice  d'une  parabole  et  de  son  foyer.  Construire  les  projections  de  cette 
courbe.  Même  ([uestion  en  supposant  la  parabole  définie  par  son  sommet  et  son  foyer. 

•  3G56.  — On  donne  les  projections  des  quatre  sommets  A,  B,  ('.,  D  d'un  tétraèdre.  Construire  la  hauteur  issue  du 
sommet  D. 

'  3657.  —  Etant  données  les  projections  d'un  tétraèdre  SABC  dont  la  face  ABC  est  dans  le  plan  horizontal,  construire 
la  perpendiculaire  commune  aux  arêtes  S.\  et  BC. 

•  3658.  —  Construire  un  tétraèdre  SABC  connaissant  les  arêtes  BC,  C\,  .\B  et  les  dièdres  correspondants  à  ces  arêtes. 
Kaire  l'épure  en  supposant  le  plan  ABC  horizontal. 

3659.  —  On  donne  trois  points  M,  F,  F'  de  cotes  2,  i  et  3.  Construire  l'ellipse  dont  les  foyers  sont  F,  F'  et  passant  par 
le  point  M. 
'  3660.  —  Par  un  point  d'un  plan,  mener  dans  ce  plan  une  droite  de  pente  donnée.  Discuter. 
-  3661.  —  Par  une  droite,  mener  un  plan  de  pente  donnée.  Discuter. 

3662.  —  Un  tétraèdre  SABC  a  sa  l'ace  ABC  dans  le  plan  horizoïilal  :  couper  ce  tétraèdre  par  un  plan  de  manière  que  la 
section  soit  un  triangle  équilatéral. 

3663.  —  Construire  les  projections  d'une  hyperbole  connaissant  les  projections  d'un  foyer,  de  la  directrice  correspon- 
dante et  d'un  point. 

•  3664.  —  On  donne  les  projections  des  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  ;  trouver  l'angle  des  plans  de  deux  faces. 

3665.  —  Plus  courte  distance  de  deux  droites  parallèles  au  deuxième  bissecteur. 

3666.  —  Faire  tourner  un  point  d'un  angle  donné  autour  d'un  axe  donné. 

•  3667.  —  Etant  données  les  projections  d'un  trièdre,  trouver  le  plan  bissecteur  d'un  dièdre. 

3668.  —  Intersection  d'une  droite  graduée  avec  un  cône  droit  dont  la  directrice  est  dans  le  plan  de  cote  zéro  et  dont  le 
sommet  est  de  cote  5. 

I  3669.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  dans  un  plan  horizontal.  Sur  la  verticale  du  point  0,  on  prend  deux  points  S 
et  Si  symétriques  par  rapport  au  point  0.  Ce  sont  les  sommets  de  deux  cônes  dont  le  cercle  est  la  base  commune.  Ombres 
portées  par  les  Afu\  cônes  sur  le  plan  horizontal  du  sommet  le  plus  bas,  les  rayons  lumineux  émanant  d'un  point  situé 
dans  le  plan  horizontal  de  l'autre  sommet. 

3670.  —  On  donne  une  circonférence  qui  forme  les  projections  d'une  conique  située  dans  le  deuxième  bissecteur  ;  on 
donne  de  plus  un  point  par  ses  deux  projections.  Mener  au  cône  ayant  le  point  donné  pour  sommet  et  la  conique  donnée 
pour  base,  un  plan  tangent  perpendiculaire  à  un  plan  donné. 

.  3671.  —  On  donne  les  projections  de  quatre  points  A,  B,  C,  D.  On  considère  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC 
et  ABD.  Trouver  les  sommets  des  cônes  passant  par  ces  deux  cercles. 

•  3672.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution   à  axe  vertical.  Car  un  point  de  l'axe  on  mène  une  droite  D.  Par  cette 
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droite  II  et  un  point  S  passe  un  plan  dont  on  demande  l'intersection  avec  le  cylindre.  Le  cylindre  ainsi  tronqué  est  éclairé 
par  des  rayons  lumineux  passant  par  le  point  S.  Ombre  portée  sur  li's  deux  plans  de  projection. 

3673.  —  Une  conique  située  dans  un  plan  défini  par  deux  droites  est  donnée  par  sa  projection  liorizontale.  C'est  la 
directrice  d'un  cône  dont  on  donne  le  sommet.  Trouver  le  contour  apparent  vertical  de  ce  cône. 

3674.  —  Un  cône  est  défini  par  sa  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  et  son  sommet.  On  considère  le  cône  supplé- 
mentaire et  on  demande  de  mènera  ce  cône  des  plans  tangents  par  un  point  et  de  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce 
cône  et  d'une  droite.  En  particulier,  contours  apparents  du  cône  supplémentaire. 

3675.  —  Contours  apparents  d'un  cône  dont  on  donne  le  sommet  et  dont  la  base  est  une  circonférence  située  dans  on 
plan  et  donnée  par  son  rabattement  sur  le  plan  horizontal. 

;  3676.  —  Un  cercle  0  est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  cote  10.  Il  est  la  base  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical 
dont  les  génératrices  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45°,  ce  sommet  étant  au-dessous  du  plan  de  cote  10.  Intersec- 
tion de  ce  cône  avec  un  plan  donné  par  sa  ligne  de  pente. 

3677.  —  Construire  un  cône  connaissant  sa  base  (une  conique  du  plan  horizontal)  et  trois  points. 

3678.  —  Construire  un  cylindre  connaissant  sa  base  (une  conique  du  plan  horizontal)  et  deux  points. 

•^  3679.  —  Un  cylindre  de  révolution  a  son  axe  dans  le  plan  horizontal  ;  un  cône  est  défini  par  sa  base  qui  est  un  cercle 
dans  le  plan  horizontal  et  son  sommet  dont  la  cote  est  3.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3680.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  une  ellipse  dans  un  plan  horizontal  et  un  point  S  extérieur  aucune. 
Déterminer  un  cône  ayant  le  point  S  pour  sommet  et  tel  que  son  intersection  avec  le  premier  cône  présente  un  point  de 
rebroussement. 

•  3681. —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  leurs  sommets  dans  le  plan  horizontal  et  pour  bases  des  ellipses  situées 
dans  des  plans  verticaux  et  ayant  leurs  grands  axes  dans  le  plan  horizontal. 

•  36  82.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  chacun  leurs  génératrices  de  front  et  pour  bases  deux  hyperboles  équi- 
latères  dont  l'une  a  une  asymptote  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  dont  l'autre  a  ses  axes  parallèles  aux  asymptotes  de  la 
première.  Le  centre  de  la  seconde  est  sur  l'asymptote  de  front  de  la  première. 

■  3683.  —  On  donne  un  cylindre  hyperbolique  par  sa  base  dans  un  plan  horizontal  et  la  direction  des  génératrices.  On 
donne  de  plus  la  base  d'un  cône  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Comment  doit  être  le  sommet  du  cône  pour  qu'il 
y  ait  deux  asymptotes  parallèles  ? 

^  3684.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  ayant  comme  base  commune  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  ? 

3685.  —  Intersection  de  deux  cylindres,  l'un  à  base  circulaire  dans  un  plan  horizontal  et  .à  génératrices  quelconques, 
l'autre  à  base  elliptique  dans  un  plan  de  front  et  à  génératrices  horizontales. 

3686.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  une  conique  située  dans  un  plan  donné  par  deux  droites 
et  définie  par  sa  projection  verticale. 

•  3687.  —  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  bases  sont  des  cercles  dans  le  plan  de  cote  zéro  et  dont  on  donne  les 
génératrices  graduées. 

.  3688.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  bases  sont  des  cercles  dans  le  plan  de  cote  zéro  et  dont  on  donne  les  som- 
mets par  leuis  projections  et  leurs  cotes. 

3689.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  une  conique  située  dans  le  deuxième  bissecteur. 

'  3690  —  On  donne  un  cylindre  hyperbolique  ayant  pour  base  une  hyperbole  dans  un  plan  de  front  et  dont  les  généra- 
trices sont  horizontales.  On  prend  un  point  sur  l'axe  ;  c'est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  une  circonférence  située 
dans  le  plan  de  front  de  l'hyperbole  et  passant  par  son  centre.  Intersection  des  deux  surfaces.  Branches  inlinies. 

3691.  —  Construire  le  cône  circonscrit  de  sommet  donné  à  une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  circonférence 
de  front  tournant  autour  d'un  axe  de  front. 

3692.  —  Un  cercle  horizontal  tourne  autour  d'un  axe  de  front,  et  engendre  une  surface.  On  donne  la  projection  verti- 
cale d'un  pointde  la  surface  ;  trouver  la  projection  horizont.'Ue  et  le  plan  tangent.  Trouver  la  méridienne  principale. 

3693.  —  On  donne  deux  points  A  et  I!  et  une  horizontale  H.  Construire  une  sphère  passant  par  le  point  B  et  tangente 
en  A  au  plan  déterminé  par  ce  point  et  l'horizontale  H. 

3694.  —  Par  un  point  .M  d'une  sphère,  on  mène  une  droite  quelconque.  En  supposant  que  cette  droite  soit  un  rayon 
lumineux,  trouver  le  rayon  réfléchi. 

3695.  —  Construire  une  sphère  tangente  aux  plans  de  projection  et  passant  par  deux  points. 

3696.  —  Un  cylindre  de  révolution  est  déQni  par  son  axe  et  un  point.  1"  Etant  donnée  la  projection  horizontale  d'un 
point  de  ce  cylindre,  trouver  la  projection  verticale  et  le  plan  tangent.  -2°  Mener  à  ce  cylindre  les  plans  tangents  par  un 
point  ou  parallèles  à  une  droite.  3'  Intersection  avec  une  droite.  4°  Section  par  le  deuxième  bissecteur. 

3697.  —  Mêmes  problèmes  pour  un  cône  de  révolution  déQni  par  son  axe,  son  sommet  et  un  point. 

3698.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent;  on  fait  tourner  l'une  autour  de  l'autre.  Trouver  l'intersection  du 
cône  ainsi  engendié  avec  une  droite  quelconque.  .Mener  à  ce  cône  des  plans  tangents  par  un  point  extérieur. 

3699.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  une  autre  droite  donnée.  Discussion. 

3700.  —  Construire  une  horizontale  s'appuyant  sur  une  verticale  donnée,  rencontrant  une  autre  droite  donnée  et 
laisant  avec  celle-ci  un  angle  donné. 

•  3701.  —  Construire  une  horizontale  rencontrant  deux  droites  données  et  faisant  avec  elles  des  angles  égaux. 

3702.  -  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente,  et  une  droite  par  sa  projection  cotée.  Construire  un  cône  de  révolu- 
tion ayant  cette  droite  pour  axe  et  tangent  au  plan. 

3'703.  —  On  donne  une  verticale  et  une  ligne  de  bout  qui  ne  se  rencontrent  pas.  Mener  par  un  point  un  plan  faisant 
avec  chacune  de  ces  droites  un  angle  donné. 

^^?\  ~  Construire  un  cône  de  révolution  tangent  à  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front,  connaissant  le 
sommet  et  Taxe  du  cône. 

A  "*'P^"  T  '^""^  circonscrit  à  une  sphère  ayant  pour  sommet  un  point  donné.  Foyers  de  la  trace  horizontale  de  ce  cône. 
Asymptotes  de  cette  conique. 

3706.  —  Mener  à  une  sphère  un  plan  tangent  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 
.,„  nf.ii  7'   7  ^"a  '*?","''  ""  '^''"^^  ''*  révolution  par  son  sommet  et  les  contours  apparents  d'une  sphère  inscrite  ;  existe-t-il 
un  cjimdre  de  révolution  tangent  à  pe  cône  et  admettant  pour  axe  une  droitç  donnée  ? 
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:{70S.  —  Section  par  un  plan  He  front  de  la  surface  gauche  engendrée  par  une  droite  quelconque  tournant  autour 
d'une  liorizontale. 

370i>.  —  Intersection  d'un  hyperljoloide  de  révolution  à  ave  vertical  avec  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  un 
point.  Nature  de  la  section. 

3710.  —  llnr  surface  gauche  de  révolution  est  délinie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  quelconque.  Déterminer 
la  iKiture  de  la  courbe  de  contact  du  cùne  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

;57H .  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  dont  l'axe  est  de  bout  et  une  génératrice  horizontale.  Mener  à 
ci>tte  surface  un  plan  tangent  parallMe  à  un  plan  donné. 

;î7I2.  —  Contours  apparents  d'une  surface  gauche  engendrée  par  une  ligne  de  front  tournant  autour  d'une  autre  ligne 
di'  Iront. 

;j7i3.  —  Construire  un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  deux  génératrices  de  front  et  un  point  de  l'axe. 

37 l'a .  —  1  ne  verticale  tourne  autour il'une  ilroite  quelconque.  Contour  apparent  vertical  de  la  surface  engendrée.  Point 
qui'lion<iue  de  la  surface  et  plan  tangent. 

3715.  —  F.tant  données  deux  droites  ([uelconqucs,  l'une  d'elles  tourne  autour  de  l'autre  et  engendre  un  hypei boloïde. 
Héterminer  le  contour  apparent  horizontal. 

371G.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  délini  par  son  cercle  de  gorge  horizontal  et  une  génératrice  de  front  F. 
Itie  seconde  droite  I)  parallMe  ft  F  est  située  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  On  fait  tourner  F  autour  de  D.  elle  engendre 
un  cylindre.  Intersection  de  ce  cjlindre  et  de  l'hyperboloide. 

3717.  —  Une  droite  A  tourne  autour  d'une  droite  de  front  F.  On  prcriil  un  point  .\  sur  A.  trouver  la  seconde  généra- 
trice de  la  siuface  qui  passe  par  le  point  A. 

3718.  —  On  considère  \\n  hyperboloïde  engendré  par  la  rotation  d'une  droite  quelconque  aulour  d'une  droite  de 
front.  .Mener  par  un  point  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  soit  sur  un  parallèle  donné. 

37  10.  —  Trace  horizontale  ilu  cùne  circonscrit  à  un  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

3720.  —  Ou  donne  un  cùne  de  révolution  à  axe  de  front  par  ses  deux  génératrices  de  contour  apparent  vertical.  Inter- 
section avec  une  sphère  qui  a  son  centre  sur  l'une  de  ces  génératrices  et  qui  est  tangente  îi  l'autre. 

3721.  —  (In  hyperboloïde  est  déllni  par  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  une  génératrice  verticale  et  une  autre 
génératrice  de  même  système  ;  trouver  le  point  de  cuntact  du  plan  tangent  de  bout  passant  par  cette  seconde  génératrice. 
Section  de  la  surface  par  un  plan  de  bout.  Centre  de  la  surface. 

3722.  —  On  donne  lui  cùne  de  révohition  à  axe  de  front;  oft  lui  fait  subir  une  translation.  Intersection  des  deux 
cOnes. 

3723  -  On  donne  tiois  droites  dont  une  est  verticale.  Intersection  de  l'hyperboloïde  qu'elles  définissent  avec  une 
droilc  quelconque. 

3724.  —  Ombre  sur  les  plans  de  projections  de  deux  demi-sphères  :  l'une  repose  sur  le  plan  horizontal  par  son  grand 
cercle,  l'autre  est  tangente  à  celle-ci  en  son  point  le  plus  haut,  de  manière  que  son  grand  cercle  soit  horizontal. 

3725.  —  On  donne  nn  cùne  par  son  sommet  et  sa  directrice  qui  est  un  cercle  horizontal.  C'est  le  cùne  asymptote  d'un 
liyperboloïde  dont  on  donne  un  point.  Construire  le  plan  tangent  en  ce  point.  Deuxième  direction  de  plans  cycliques. 

3720.  —  Ombre  propre  d'iui  pnraboloide  de  révolution  à  axe  vertical,  limité  par  un  cercle  horizontal,  les  rayons  lumi- 
neux étant  parallèles. 

3727.  —  On  donne  un  paraholoïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  mène  la  normale  à  la  méridienne  de  front  en  un 
point  M,  et  on  construit  une  sphère  tangente  en  M  au  paraboloïde.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3728.  —  Intersection  <run  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  et 
liour  directrice  la  section  de  l'ellipsoïde  par  nn  plan  de  bout. 

3729.  —  In  cùne  a  pour  base  nn  cercle  dans  le  plan  horizontal,  et  l'une  de  ses  génératrices  de  contour  apparent  ver- 
tical est  verticale.  Sur  la  seconde  génératrice  de  contour  apparent  vertical  on  prend  un  point  qui  est  le  centre  d'une  sphère 
de  rayon  donné.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3730.  —  On  coupe  une  s|)hère  par  un  plan  quelconque  passant  par  son  centre  et  on  ne  conserve  que  l'hémisphère 
inférieur.  Ombre  de  cet  hémisphère  sur  les  plans  de  projection,  les  rayons  lumineux  passant  par  un  point. 

3731.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  plan  quelconque. 

3732.  —  Une  sphère  est  tangente  au  plan  horizontal  ;  une  autre  sphère  de  rayon  plus  petit  est  tangente  extérieure- 
ment à  la  première  en  son  point  le  plus  haut.  Ce  système  est  éclairé  par  un  point  lumineux  situé  dans  le  plan  horizontal 
tangent  au  point  le  plus  haut  de  la  petite  sphère.  Ombres  portées  de  ces  deux  sphères  sur  les  plans  de  projection. 

3733.  —  Intersection  d'une  splière  et  d'un  cùne  du  deuxième  degré  ayant  un  plan  de  symétrie  commun. 

3734.  —  Intersection  d'un  tore  il  axe  vertical  et  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  base  l'une  des  circonférences  du 
tore  situées  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

3735.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  cùne  de  révolution  tangent  au  tore  et  ayant  son  sommet  sur 
le  tore. 

3736.  —  On  donne  un  parallélogramme  ABCD.  On  fait  tourner  Alt  autour  de  la  diagonale  AC,  et  AC  autour  de  CD. 
Intersection  des  deux  cônes  obtenus. 

3737.  —  IMan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné  à  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Plans  tangents  par  une 
droite . 

3738.  —  Un  hyperboloïde  est  défini  par  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  une  génératrice  verticale  et  une  autre 
génératrice  de  même  système.  Trouver  le  centre  de  la  surface.  Section  par  un  plan  de  bout. 

3739.  —  Construire  une  horizontale  rencontrant  trois  droites  données. 

3740.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  horizontal  ;  c'est  la  directrice  d'un  cône  de  sommet  donné.  D'un  point  de 
l'espace  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  génératrices  (ou  sur-  les  plans  tangents)  du  cône.  Construire  la  courbe,  lieu 
des  projections.  Déterminer  un  point  et  la  tangente. 

3741.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  de  cote  zéro  et  dont  le  centre  a  pour  cote  2.  Intersection 
de  cette  sphère  et  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  dont  le  sommet  a  pour  cote  S. 

3742.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical,  une  droite  A  passant  par  son  centre  et  un  point  S.   On 
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considère  la  portion  de  la  surface  située  au-dessous  du  plan  déQui  par  S  et  A.  En  supposant  le  point  S  lumineux,  détermi- 
ner l'ombre  sur  les  plans  de  projection  de  cette  partie  de  l'ellipsoidc.  ,      ,     , 

3743.  —  Intersection  d'un  hémisphère  reposant  sur  le  plan  horizontal  avec  un  cune  de  révolution  ayant  son  axe  dans 

le  plan  horizontal.  ,      i       i      •       .  i 

a744    _  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  le  pUtn  horizontal. 

3745.  —  On  définit  un  hyperboloide  par  trois  droites  dont  une  verticale;  intersection  de  cette  surface  :  t"  avec  une 
droite  verticale  ;  2°  avec  un  plan  vertical.  ,      .     ,     ■ 

3746  —  Si  les  normales  h  une  surface  rencontrent  une  droite  ûxe  la  surface  est  de  révolution. 

3747  ;  _  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  de  front,  .'ilener  par  une 
verticale  donnée  un  plan  coupant  ce  paraboloïde  suivant  une  hyperbole  équilatcre.  Asymptotes  de  la  section. 

3748.  —  Cùne  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical. 

3749'  _  Intersection  de  deux  cùnes  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  le  plan  horizontal. 

3750'  —  Intersection  d'un  hémisphère  reposant  sur  le  plan  horizontal  avec  un  cylindre  >W  révolution  dont  l'axe  est 
dans  le  plan  horizontal. 

3751.  —  luterseclion  d'un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  A  et  1!  et  par  un  plan  directeur 
horizontal  avec  un  cône  ou  un  cylindre  passant  par  la  génératrice  A  et  ayant  une  base  circulaire  horizontale.  Nature  de 
l'intersection.  Points  où  cette  intersection  rencontre  la  génératrice  commune  A. 

3752.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan 
horizontal  et  son  sommet  sur  l'hyperboloïde.  Intersection  de  deux  surfaces.  Tangentes  au  point  double. 

3753.  —  Intersection  d'un  "hémisphère  reposant  sur  le  plan  horizontal  et  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le 

plan  horizontal. 

3754  _  On  donne  deux  droites  perpendiculaires  dans  le  plan  horizontal  et  une  verticale  passant  par  leur  point  de 
rencontre  0.  A  partir  de  ce  point  on  porte  sur  ces  droites  des  longueurs  données  a,  b,  c;  ce  sont  les  trois  axes  d'un  ellip- 
soïde. Trouver  les  sections  cycliques  de  celte  surface. 

3755.  —  On  considère  deux  génératrices  de  même  système  G  et  r>,  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 
On  demande  l'interseclion  de  cette  surface  et  d'un  autre  hyperboloïde  défini  par  les  deux  droites  G,  G,  et  une  autre  droite  A. 

375(5  _  On  donni'  un  triangle  quelconque  AliC.  On  fait  tourner  AB  autour  de  1!C,  et  BC  autour  de  AC.  Intersection 
des  deux  cùnes  engendrés. 

3757.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  AC  et  BD  coupées  par  une  sécante  AB  taisant  avec  elles  4j°.  Ou  lait  tourner 
AC  autour  de  AB  et  AB  autour  de  BD.  Intersection  des  deux  cônes  engendrés. 

3758.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  a.ve  vertical  et  d'une  sphère  tangente  en  un  point  donné  à 
cet  hyperboloïde.  Tangentes  au  point  double. 

3759.  —  On  donne  trois  droites  quelconques  dans  l'espace  ;  trouver  le  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde 
qu'elles  déterminent. 

3700.  —  On  donne  un  cùne  de  révolution  h  axe  vertical  de  sommet  S.  On  considère  les  génératrices  de  contour 
apparent  vertical  SA  et  SB  qui  rencontrent  le  plan  horizontal  en  A  et  B.  On  fait  tourner  autour  de  son  axe  la  parabole  qui 
a  pour  foyer  B  et  pour  tangente  au  sommet  AS.  Intersection  du  cône  et  du  paraboloïde  engendré. 

3761     On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  et  un  point    S    dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

Par  le  point  S  on  mène  une  tangente  ST  à  la  parabole  méridienne  principale,  et  on  joint  S  au  foyer  F  de  cette  parabole. 
La  droite  ST  tournant  autour  de  SF   engendre  un  cône  de  révolution.  Intersection  de  ce  cône  et  du  paraboloïde. 

3762.  On  donne  une  sphère  et  un  cône  de  révolution  circonscrit  dont  le  sommet  S  est  dans  le  plan  de  front  du  centre 

et  sur  la  verticale  tangente  a  gauche  au  contour  apparent  vertical  de  la  sphère.  Intersection  de  ce  cùne  avec  un  cj  lindre  de 
révolution  engendré  par  la  verticale  du  centre  de  la  sphère  tournant  autour  d'une  verticale. 

3703.  —  Intersection  d'un  tore  dont  l'axe  est  vertical  et  d'une  sphère  bitangente.  Traiter  la  question  analytiquement. 

3764.  —  On  donne  un  ellipsoïde  dont  deux  des  plans  principaux  sont  parallèles  aux  plans  de  projection.  Trouver  les 
sections  de  bout  qui  se  projettent  horizontalement  suivant  des  cercles.  Cela  fait,  trouver  l'inteisection  de  cet  ellipsoïde  et 
d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

3765.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Déter- 
miner :  1°  le  sommet  ;  2°  le  plan  tangent  parallèle  au  bissecteur  du  deuxième  dièdre  ;  3»  le  plan  tangent  parallèle  au  pre- 
mier bissecteur  ;  i°  la  projection  verticale  d'un  point  et  le  plan  tangent  en  ce  point,  connaissant  la  projection  horizontale  ; 
S°  l'ombre  portée  par  la  surface  sur  le  plan  horizontal,  les  rayons  lumineux  étant  issus  d'un  point  ou  parallèles  à  une 
droite  ;  0°  la  section  par  un  plan  de  bout  et  les  asymptotes  de  l'intersection  ;  7°  le  pôle  d'un  plan  vertical. 

3766.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  quelconque  ;  quelle  est  la  surface  engendrée  par  des  horizontales  s'ap- 
puvant  sur  les  deux  droites  ?  Trouver  le  second  plan  directeur.  Etant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la 
surface,  trouver  la  projection  verticale  et  le  plan  tangent. 

3767.  —  Mener  à  une  surface  topographique  un  plan  tangent  par  une  droite. 

3768.  —  Tracer  sur  une  surface  topographique  un  chemin  de  pente  constante  reliant  deux  points.  Doit-on  prendre 
pour  pente  arbitraire  une  pente  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la  droite  joignant  les  deux  points  '? 

■yi.  —  Cinématique. 

3769.  -  l'ne  hyperbole  est  décrite  par  un  point  d'un  mouvement  uniforme.  Etudier  le  mouvement ,  calculer  l'accé- 
lération. 

3770.  — Mouvement  rectiligne  d'un  point  dont  l'accélération  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

3771.  —.Mouvement  vibratoire  simple.  Si  l'accélération  est  proportionnelle  à  l'abscisse,  le  coefficient  de  proportion- 
nalité étant  négatif,  le  mouvement  est  vibratoire  simple. 

3772.  —  lue  roue  tourne  autour  de  son  axe,  avec  une  vitesse  de  cent  tours  à  la  minute,  d'un  mouvement  uniforme. 
In  point  de  cette  roue  a-t  il  une  accélération?  La  calculer  sachant  que  le  rayon  de  la  roue  est  égal  à  deux  mètres. 

3773.  —  In  disque  D  situé  dans  un  plan  vertical  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  de  ses  points  P.  On 
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mène  à  ce  disque  une  tangente  verticale  qui  rencontre luie  ilioile  fixe  A  en  un  point  M.  Ktiulier  le  mouvement  du  point  M. 
Examiner  les  cas  particuliers  où  le  point  P  vient  sur  la  circonférence  du  disque  ou  au  centre  du  disque. 

;J774.  —  l)éniontier(|ue  si  le  mouvement  d'un  point  est  à  accélération  centrale,  et  que  l'on  fasse  tourner  de  —  lliodo- 

graplie  prise  par  ra]iport  au  centre  des  accélérations,  on  obtient  une  figure  qui  est  la  polaire  réciproque  de  la  trajectoire 
par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  cctntre  au  rentre  des  accélérations. 

3775.  —  Les  extrémités  A  et  It  d'une  droite  de  longueur  constante  décrivent,  le  point  .\,  une  droite,  et  le  point  It, 
un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite.  Sachant  que  le  point  U  a  un  mouvement  uniforme  de  rotation,  trouver  le  mou- 
vement du  point  A. 

3770.  —  Etudier  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  sachant  qu'entre  la  vitesse  v  cl  l'accélération  y  on  a  la  relation 

.  =  -,(,. i). 

3777.  —  Ktudier  le  mouvement  il'un  point  (|ui  décrit  une  parabole  de  telle  sorte  ([ue  la  pro.iection  du  point  sur  1  axe 
ait  un  mouvement  uniforme. 

:j778.  —  On  considère  un  point  qui  se  déplace  sur  une  circorifércnce  de  fa(;on  qu'il  chaque  instant  l'accélération 
tangeiilielle  soit  proportionnelle  à  la  vitesse.  ICtudier  le  mouvement  du  point.         _ 

3779.  —  In  point  se  déplace  sur  une  droite  fixe  avec  une  accélération  k^v,  k  étant  une  constante  et  r  la  vilessi'. 
i;tuilicr  le  mouvement. 

3780.  —  Deux  points  >l  et  .M,  se  meuvent  respeclivement  sur  deux  droites  fixes  D  et  D,.  non  situées  dans  un  même 
plan,  avec  des  niouvenionts  uniformément  accélérés,  l'ar  un  point  fixe  0  de  l'espace  on  mène  un  segment  01'  éqiiipollent  à 
Miyii.   Etudier  le  mouvement  du  point  1'. 

3781 .  —  Etudier  le  mouvement    ,i-  =  A  cos  (w<  -i-  a\    u  =  I!  COS  (u>(  +  h). 

3782.  —  Etudier  le  mouvement  a;--=acos«,  y  -^  b  i\n  I .  Accélération.  En  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la 
trajectoire. 

3783.  —  Eturlier  le  mouvement  d'un  point  se  déplaçant  sur  une  droite  de  sorte  que  l'accélération  soit  propor- 
tionnelle à  l'espace. 

3784.  -  On  donne  deux  cercles  dans  d.'s  [ilans  parallèles.  Deux  points  A  et  li  se  déplacent  sur  ces  cercles  d'un  mou- 
vement uniforme.  I.ieu  de  la  droite  Alt. 

3785.  —  On  définit  un  mouvement  par  les  équations  o  =  o(«),  w  =  ■;«),  ?  et  m  désignant  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  et  (  le  temps.  Détermincj'  la  vitesse  et  l'accélération. 

3780.  —  Deux  points  M  et  M,  se  meuvent  avec  des  mouvements  uniformes  de  vitesses  r  et  i-i  sur  deux  droites  D 
et  I),  non  situées  <laiis  un  même  plan.  Chercher  le  lieu  de  la  droite  MM,  joignant  les  positions  de  ces  points  h  un  même 
instant. 

3787.  —  On  donne  deux  droites  dans  l'espace.  Sur  l'une  se  déplace  un  point  .M,  animé  d'un  mouvement  uniforme. 
Sur  l'autre  se  déplace  un  point  .M,  dont  le  mouvement  est  uniformément  varié.  Trouver  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
et  le  lieu  de  la  droite  MMi. 

3788.  —  On  donne  une  barre  rigide  ([ui  s'appuie  sur  deux  droites  rectangulaires  0.r  et  0(/.  L'extrémité  située  sur 
0,r  se  déplace  sur  O.r  d'un  mouvement  uniforme.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  quelcon(|ue  de  la  barre. 

3789.  —  Une  courbe  est  décrite  par  un  point  avec  une  accélération  passant  toujours  par  un  point  fixe  0.  En  appelant 

)•  le  rayon  vecteur  OM,  on  demande  de  calculer  — — 

(il- 

3790.  —  In  point  décrit  une  hélice  d'un  mouvement  uniforme,  trouver  laccéléralion  et  en  déduire  le  rayon  de 
courbure. 

3791.  —  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  deux  points  dont  l'un  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme et  l'autre  une  droite  également  d'un  mouvement  uniforme,  l-a  droite  n'est  pas  située  dans  le  plan  du  cercle. 

3792.  —  In  point  décrit  la  courbe    p"  ^  n' cos  2w    avec  une  vitesse  constante,  l'.alculer  son  accélération. 

3793.  —  In  point  décrit  une  certaine  trajectoire.  En  un  point  M  de  cette  courbe,  on  construit  l'accélération  en  ce 
point,  elle  est  représentée  par  le  vecteur  MO.  Trouver  le  lieu  du  point  G  et  le  lieu  de  la  droite  Mtl. 

3794.  —  Dans  deux  plans  rectangulaires  on  donne  deux  cercles  parcourus  par  deux  points  d'un  mouvement  uniforme 
avec  une  même  vilesse  angulaire.  Etudier  le  lieu  et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  des  deux  points. 

3795. —  Etudier  le  mouvement    a;  =  a  sin'-(o)i -h  a),    !/ =  ftsiiiM"*  +  ?)• 

3790.  —  Etudier  le  mouvement  rectiligne  dans  lequel  l'accélération  y  est  liée  à  la  vitesse  v  par  la  relation 


=  '(-5)- 


3797.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  décrivant  une  parabole  de  telle  sorte  que  la  projection  du  point  sur  l'axe 
ait  un  mouvement  uniformément  accéléré.  Accélération. 

3798.  —Même  problème  en  supposant  que  la  projection  du  point  sur  la  tangente  au  sommet  a  un  mouvement  unifor- 
mément accéléré. 

3799.  —  Tous  les  éléments  d'un  cercle  allirent  un  point  fixe  en  fonction  de  leur  dislance  à  ce  point.  Calculer  la 
résultante. 

3800.  —  In  point  décrit  une  ellipse  d'un  mouvement  uniforme,  calculer  son  accélération.  En  déduire  le  rayon  de 
courbure. 

3801.  —  Mouvement  d'un  point  sur  une  droite,  l'accélération  étant  proportionnelle  h  l'espace  parcouru. 

3802.  —  In  segment  de  droite  AB  de  longueur  constante  se  déplace  de  manière  que  le  point  A  décrive  Ox  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  v.  et  que  le  point  B  décrive  Oî/,  les  axes  étant  rectangulaires.  Trouver  la  vitesse  d'un 
point  M  de  la  droite  AB.  Enveloppe  du  vecteur  vitesse  quand,  AB  étant  lise,  M  prend  toutes  les  positions  possibles  sur  AB. 


332  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 

VII.  —  Dynamique. 

3803.  —  Le  travail  d'une  force  appliquée  en  un  point  tournant  autour  d'un  axe  d'un  an^le  dO  est  égal  au  moment  de  la 
force  par  rapport  à  l'axe  multiplié  par  df). 

3804.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  décrire  une  ciiconférence  située  dans  un  plan 
vertical . 

3805.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  décrire  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  ver- 
tical, ce  point  étant  repoussé  par  un  point  de  l'axe  du  cylindre  proportionnellement  à  la  dislance. 

3806.  —  Sous  l'aclion  d'une  force  centrale,  un  point  décrit  une  courbe;  l'iiodograplie  est  une  conique.  Quelle  est  la 
courbe  décrite  par  le  point.  Propriétés  des  forces  centrales.  Démontrer  que  la  vitesse  aréolaire  est  constante. 

3807.  —  A  quelle  hauteur  peut  s'élever  dans  le  vide  un  projectile  pesant  lancé  dans  une  direction  donnée  avec  une 
vitesse  donnée  '? 

3808.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  M  soumis  à  l'action  de  deux  forces  dont  l'une  est  verticale,  dirigée  de  haut 
en  bas  et  d'intensité  constante  et  dont  l'autre  passe  par  un  point  fixe  0  et  est  pioportionnclle  à  OM. 

3809.  —  On  se  trouve  dans  un  train  qui  parcourt  GO  lulomètres  à  l'heure.  Un  cha[)eau  tombe  par  une  portière,  où 
tombera-t-il  ?  Pourra-t-on  le  rattraper  en  admettant  ((u'un  marchepied  longe  le  train. 

3810.  —  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide.  Relation  entre  le  rayon  de  courbure  en  un  point  do  la  trajectoire  et 
l'angle  de  la  normale  en  ce  point  avec  la  verticale. 

38H.  —  On  donne  une  droite  \  et  un  point  0  sur  cette  droite.  Un  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale  au 
point  0  se  déplace  sur  A  et  occupe  au  bout  du  temps  (  la  position  M.  Lieu  du  point  i\l  quand  A  tourne  autour  du  point  0, 
t  restant  fue.  Examiner  le  cas  particulier  où  les  droites  A  se  déplacent  dans  un  plan  vertical. 

3812.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires.  De  l'origine  dans  une  direction  donnée  de  cosinus  directeurs  ï,  [i,  •;,  on 
lance  un  point  pesant  avec  une  vitesse  donnée.  .Mouvement  du  point. 

3813  —  Un  point  est  lancé  sur  une  droite  horizontale  AB  de  A  vers  B  avec  une  vitesse  initiale  donnée.  Il  est  soumis 
h  l'action  d'une  force  unique  s'opposant  <à  son  mouvement,  dirigée  de  lî  vers  A  et  proportionnelle  à  la  vitesse.  Etudier  le 
mouvement  de  ce  point. 

3814.—  On  considère  un  point  mobile  attiré  par  des  centres  tixes  en  nombre  déterminé  et  proportionnellement 
à  sa  distance  à  chacun  des  centres,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  le  même  pour  tous  les  centres.  Trouver  les  étiua- 
tions  du  mouvement  du  point  mobile. 

3815.  —  Tous  les  éléments  d'un  segment  de  droite  attirent  un  point  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le 
mouvement  du  point. 

3816.  —  Etudier  le  mouvement  défini  par  les  équations 

.T  =  2(  +  1 ,     .!/  =  «',     z=  W-—21+  l. 
Connaissant  la  masse  du  point,  calculer  la  force  appliquée  en  ce  point.  Etudier  la  trajectoire  du  mouvement,  son  degré  et 
ses  directions  asymptotiques. 

3817.  —  Un  point  matériel  pesant  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un  cercle  situé  dans  un  plan  vertical.  Quelle  est 
la  force  qui  agit  sur  le  point  à  cliaque  instant?  .Montrer  que  cette  force  passe  par  un  point  fixe  de  la  verticale  du  centre 
du  cercle. 

3818.  —  On  considère  un  point  M  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale.  Démontrer  que  si  l'iiodographe  est  décrite 
suivant  la  loi  des  aires,  la  force  centrale  est  proportionnelle  à  la  distance. 

3819.  —  On  donne  un  triangle  et  un  point  M  dans  son  plan.  Ce  point  est  sollicité  par  des  forces  perpendiculaires 
aux  cotés  du  triangle  et  égales  aux  distances  du  point  H  à  ces  côtés.  On  déplace  M  infiniment  peu.  Calculer  le  travail  des 
forces. 

3820.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

3821 .  —  Un  point  H  décrit  une  parabole  de  telle  manière  que  la  droite  joignant  le  point  M  au  foyer  F  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante.  Calculer  la  force  sollicitant  le  point  M. 

3822.  —Soit  l  la  durée  d'oscillation  d'un  pendule  simple  de  longueur  (  dans  un  lieu  dont  la  gra\ité  est  g';  montrer 
par  des  considérations   d'homogénéité   que  si    (    est  fonction  seulement  de   l   et  de   fj,  la  formule  qui  donne   (  est  de  la 


«\/? 


forme    a  \/  —  i    où  a  est  une  constante. 
>     .7 

3823.  —  Quelle  est  la  force  qui  peut  produire  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  parabole? 

3824.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

3825.  —  On  considère  unr  droite  parcourue  par  un  mobile  de  telle  sorte  que  la  force  soit  proportionnelle  à  la  vitesse. 
Etudier  ce  mouvement. 

3826.  — Etudier  le  mouvement  d'un  point  qui  éprouve  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  sa  vitesse. 

3827.  —  Mouvement  d'un  point  M  soumis  à  une  force  passant  par  un  point  fixe  0  et  inversement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance  OM. 

3828.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  ,i  une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Cas  où  le  point  sul)it  une 
résistance  proportionnelle  à  sa  vitesse. 

3S29.  —  Mouvement  et  trajectoire  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  de  la  distance. 

3830.  —  On  suppose  que  des  points  fixes  A  {a,  b,  r).  A'  (a',  h\  c'),...  agissent  sur  un  point  mobile  M  (x,  y,  z),  les  forces 
étant  fonctions  de  la  distance.  Calculer  le  travail  élémentaire,  et  montrer  que  c'est  la  difiérenlielle  totale  d'une 
fonction. 

3831.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  0  proportionnellemeni  a  la  distance  et  soumis  a  une  force  per- 
pendiculaire à  une  droite  OD  et  proportionnelle  ,i  la  distance  du  point  M  h  OD.  On  suppose  la  vitesse  initiale  située  dans 
le  plan  MOD. 

■VIII.  —  Statique. 

3832.  —  On  donne  une  circonférence  graduée  comme  un  cadran  d'horloge.  A  chaque  division  est  appliqué  un  poids 
proportionnel  au  numéro  de  la  division.  Centre  de  gravité  du  système. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  KXAMENS  ORAUX  333 

3833.  —  Ktant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,Oy,  0:  et  un  point  A  sur  O.r,  d'abscisse  a,  un  puint  B  sur  i)y 
d'ordonnée  b,  un  point  ('.  sur  0;  de  cote  c,  en  ces  trois  points  sont  appliquées  des  forces  ayant  pour  projections  (Xi,  Vi,Zi), 
(X;,  Yî.Z»),  (Xj^Yi,  Zi).  Trouver  l'ave  central  du  système. 

3834.  —  Ln  point  M  est  attiré  par  des  points  û.ves  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance.  Le  point  M  peut-il 
prendre  une  position  d'é([uilil)re  ?  Qu'arrivcrait-il  si  le  point  M  était  attiré  par  des  points  fi.xes  proportionnellement  h  la 
distance? 

3835.  —  Quatre  points  se  repoussent  proportionnellement  à  leurs  distances  et  sont  assujettis  à  rester  sur  une  sphère. 
Peuvent-ils  prendre  une  position  d'é([uilibre  ? 

383(i.  —  Aux  trois  sommets  d'un  triangle  on  place  trois  poids.  Quels  doivent  être  ces  trois  poids  pour  que  le  centre  de 
gravité  du  système  soit  au  centre  du  cercle  inscrit? 

3837.  —  Lieu  d'une  droite  ayant  dos  moments  donnés  par  rapport  à  deux  droites  fixes  et  assujettie  A  rester  parallèle  à 
un  plan  fixe. 

3838.  —  Position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  ayant  ses  extrémités  sur  deux  droites  rectangulaires  situées  dans  un 
plan  vertical. 

3839.  —  On  appli(|ue  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  AlîC.  une  force  de  lO^s.  La  décomposer  en  trois 
forces  parallèles  appli(|uées  aux  trois  sommets. 

3840.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  dont  l'une  soit  appliquée  suivant  une  droite  donnée. 

3841.  —  Un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  une  parabole  à  axe  vertical  est  soumis  à  une  force  perpendiculaire  à 
l'axe  et  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  l'axe,  l'eut-il  y  avoir  équilibre  ? 

3842.  —  Un  donne  \\n  triangle  AliC.  et  un  point  M  à  son  intérieur,  on  abaisse  MA',  MB',  MO'  perpendiculaires  sur  les 
côtés  l!C,  CA,  Alî,  et  on  suppose  que  le  point  M  soit  sollicité  par  les  forces  MA',  MB',  MC.  Position  d'équilibre  du 
point  M. 

3843.  —  Posilion  d'équilibre  d'un  point  matériel  assujetti  h  rester  sur  une  ellipse  et  attiré  par  un  point  du  plan  de 
l'ellipse  proportionnellement  à  la  distance. 

3844.  —  lu  puint  pesant  est  assujetti  à  domciucr  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et  dont  le  sommet  est  le 
point  le  plus  haut.  Ce  point  est  en  outre  attiré  par  le  sommet  pro|iorlioiuiellement  à  la  distance.  Position  d'équilibre. 

3845.  —  On  considère  un  disque  pesant  placé  sur  un  plan  incliné.  tMi  attache  en  un  point  de  son  périmètre  un  poids 
donné.  Peut-il  y  avoir  une  posilion  d'é(|uilil)ie  ? 

384G.  —  On  donne  luie  parabole  dont  l'axe  est  vertical,  le  sommet  étant  en  bas.  Un  point  pesant  est  assujetti  à  rester  sur 
la  parabole  et  il  est  attiré  par  un  point  fixe  proportionnellement  à  la  distance.  Posilion  d'équilibre. 

3847.  —  On  donne  une  ellij)se  dont  le  petit  axe  est  vertical.  Deux  points  pesants  sont  sur  cette  elhpse  et  se  repoussent 
proportionnellement  à  leur  distance.  Positions  d'équilibre. 

3848.  —  Trouver  le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  la  droite —  ~ —  =  .:; î  . 

a  b  r, 

3849.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  quadrilatère.  .M  cl  X  étant  les  milieux  des  diagonales  et  0  leur  point  de  ren- 
contre, on  construit  sur  OM  et  ON  un  parallélogramme  O.MPN.  Démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  est  le 
même  que  celui  du  triangle  PNM.  Ktant  doiuiées  les  coordonnées  des  sommets  du  quadrilatère,  trouver  celles  du  centre  de 
gravité  du  quadrilatère. 

3850.  —  Centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire.  Ktant  donnés  les  deux  rayons  OA  et  O.M  d'un  cercle  et  G  le  centre 
de  gravité  du  secteur  OAM,  on  suppose  que  OA  restant  Dxe,  OM  tourne  autour  du  point  0  d'un  mouvement  uniforme. 
Klndier  le  mouvement  du  point  0. 

3851 .  —  Connaissant  le  niouient  d'iuie  force  par  rapport  h  un  polnl  0,  déterminer  le  moment  de  cette  foice  par  rapport 
à  nn  point  0'.  Knoncer  le  théorème  obtenu.  .Solution  géométrique. 

3852.  —  Sur  une  règle  divisée  en  n  parties  égales  on  applitnie  aux  points  de  divisions  des  forces  proportionnelles  ii 
1,  2*,  3-,  . . .,  n-.  La  règle  gardant  une  longueur  fixe,  et  le  nombre  des  divisions  croissant  indélininient,  trouver  la  posilion 
limite  du  centre  de  gravité. 

3853.  —  Position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  dont  les  extrémités  reposent  soit  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  verti- 
cal, soit  sur  un  paraboloïde  d'axe  \ertical. 

3854.  —  Position  d'é((uilibre  d'un  point  M  sollicité  par  des  forces  issues  de  points  fixes  A,,  A- A„  et  proportion- 
nelles aux  distances  .A, M,  AjM,  ...,  A„5I. 

3855.  —  On  donne  une  ellipse  et  trois  points  sur  cette  ellipse.  Ces  points  se  repoussent  proportionnellement  il  leurs 
dislances  respectives,  lixiste-t-il  une  position  d'équilibre  ? 

3856.  —  La  somme  des  moments  des  forces  d'un  couple  par  rapport  à  une  droite  est  égale  à  la  projection  de  l'axe  du 
couple  sur  la  droite. 

3857.  —  lîéiluire  un  système  de  forces  à  deux  forces  rectangulaires  dont  on  donne  la  plus  courte  distance. 

3858.  —  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  une  parabole  tournant  autour  de  son  axe,  ce  volume  étant  limité 
à  un  plan  perpendiculaire.!  l'axe. 

3859.  —  Position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  se  déplacent  sur  une  cvcloïde  dont  la  concavité 
est  tournée  vers  le  haut. 

3860.  —  On  donne  un  pohgone  plan   fermé  ABCDE.   En  A  est  appliquée  une  force  représentée  par  le  vecteur  Ait,  en 

li  une  force  représentée  par  BC en  K  une  force  représentée  par  EA.  Faire  la  réduction  de  ce  système  de  forces.  Même 

problème  en  supposant  le  polygone  gauche. 

3861 .  —  Peut-on  réduire  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  à  trois  forces  qui  soient  les  arêtes  d'un  cube  n'ayant 
pas  d'extrémité  commune  ■' 

3862    —  Lieu  d'un  segment  de  grandeur  constante  dont  les  moments  par  rapport  à  quatre  droites  fixes  sont  donnés. 

3863.  —  On  considère  un  til  de  longueur  donnée  fixé  par  ses  extrémités  en  deux  points  donnés.  En  deux  points  déter- 
minés du  fil  on  tixe  deux  points  pesants.  Sachant  que  la  tension  du  Ml  est  uniforme,  chercher  s'il  existe  une  position  d'équi- 
libre et  dans  ce  dernier  cas.  déterminir  cette  position. 

3864.  —  Au  milieu  de  chaque  côté  d'un  polygone  plan  est  appliquée  une  force  perpendiculaire  et  proportionnelle  à 
ce  côté.  Réduction  du  système. 
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3865.  —  On  applique  nux  trois  sommets  duii  triangle  AJiC  trois  forces  parallèles  quelconques.  Trouver  le  point  d'ap- 
plication de  la  résultante.  Uuelles  doivent  être  ces  forces  pour  que  le  point  d'application  de  la  résultante  soit  le  centre  du 
cercle  exinscrit  dans  l'angle  A  ? 

3866.  —  ntant  donné  un  système  de  forces,  déterminer  un  point  tel  quo  le  moment  résultant  du  système  par  rapport 
a  ce  point  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

3867.  -  Centre  de  gravité  du  quart  de  l'aire  d'une  ellipse  (limité  par  la  courbe  et  les  deux  demi-axes). 


CONCOURS    DE    1903    (sirite) 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  spéciaux) 

Analyse 

Déterminer  une  courbe  C  par  la  condition  que  .sa  tangente  nit  et  sa  normale 
mil  (létachent  sur  une  droite  donnée  D  un  segment  tn  de  longueur  constante. 

[Durée:  4  heures.) 

Trirjonomélrie. 

On  connaît  sur  un  terrain  plan   les  trois  points  B,  C,  D  et  la  direction  DE. 
On  a  évalue  :  la  dislance    BC  =  304"',9I9,     la  distance    BD  =  122°',131,     l'ang 

l'angle     BDE  =  22°I8',9",  3. 

On  veut  prendre  sur  la  direction  DE  un  point  E  tel  que  le  triangle  ADE 
obtenu  en  menant  la  droite  EC  et  en  prolongeant  cette  droite  jusqu'à  sa 
rencontre  en  A  avec  DB  soit  isocèle  : 

AD  =  AE. 


le     DBC=  16r,4r30",7     et 


Calculer  la  distance  DE. 


(Durée  :  3  lieures.) 


Mécanique 


Un  chevalet  à  branches  égales,  représenté  par  la  figure  ABC,  est  placé  dans  un  plan  vertical  et  repose  sur 
un  sol  horizontal  BC  ;  la  branche  AB  s'articule  en  B  au  sol  ;   les  deux  liranches  AB  et  AC  s'articulent  entre 
elles  en  A  ;  la  branche  AC  peut  glisser  sur  le  sol. 

On  applique  au  milieu  D  de  la  branche  AB,  normalement  à  celte  branche  et  dans  le  plan 
vertical  ABC,  une  pression  P  ayant  pour  effet  d'appuyer  le  chevalet  sur  le  sol. 

On  néglige  le  poids  du  chevalet  ainsi  qiu;  le  l'roltement  dans  les  arliculations  A  et  B  ;  mais 
on  tient  compte  du  frottement  de  la  branche  AC  sur  le  sol. 

1°  Entre  quelles  limites  devra  rester  compris  le  demi-angle    a    du   chevalet  poiii'    (jiio 
l'équilibre  soit  assuré  '/ 

2°  Calculer,  ])our  l'une  quelconque  des  positions  d'équilibre  du  chevalet,  la  pression  sur  le 
sol  en  C  et  les  pressions  dans  les  articulations  A  et  B  ;  indiquer  la  valeur  maximum  ou  mini- 
mum de  chacune  de  ces  pressions  quand  on  fait  varier  l'angle  i. 


(Durée  :  1  heures. 


Epure  de  Géomélrie  descriptive. 


On  remet  k  MM.  les  candidats,  avec  le  présent  programme,  un  croquis  devant  leur  servir  d'épuré,  et  sur 
le(|uil  est  projeté  en  plan  et  en  élévation  le  tréteau  à  mettre  en  perspective. 

Sur  ce  cro(iuis,  MM.  les  candidats  indiqueront  à  l'encre  rouge  toutes  les  conslruclions  géométrales  néces- 
saires pour  exécuter  le  tableau.  Quelques  lettres,  en  concordance  sur  l'épure  et  sur  le  tableau,  serviront  à 
désigner  les  points  les  plus  importants. 

Données.  —  La  position  .cy  du  tableau,  ainsi  que  celle  des  deux  côtés  xx,'  yy'  de  l'angle  optique  en  projec- 
lion  horizontale,  de  même  que  la  hauteur  /(  de  l'horizon,  sont  données  sur  le  croquis. 

L'cpil  est  à  une  distance  de  23  cenlimétres  du  lablcau.  Il  est  donc  en  dehors  de  la  feuille.  Par  conséquent 
on  se  servira  d'un  tableau  réduit. 

Le  rapport  d'amplilication  du  tableau  est  égal  a  2. 
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ExkcunoN.  —  l.;i  perspective  sera  exécutée  en  Irait  noir;  les  lignes  vues  en  plein  et  les  lignes  cachées  e>i 
ponctué . 

I,es  constriielions  pnitr  la  nii>ie  en  perspective  seront  en  ronge  sur  l'épure  ainsi  que  sur  le  tableau. 
Un  pourra,  si  on  le  juge  nécessaire,  recourir  à  un  abaissement  du  géoniétral. 
Titre  extérieur:  i'Kitsi-ECTivE.  —  Sous-titre:  L'iN  trkteau. 
Feuille  1/2  graïul  aigle. 

{Durée:  1  Ueurcs.) 
Croquis  et  dessin  de  machines. 


l"    PARTIE.    —    CHOyUIS. 

1»  Sur  une  première  feuille,  l'aire  au  era 
1 


l"  Sur  une  première  leuille,  l'aire  au  eravon,  à  main  levée,  le  relevé  géométral  (plan,  élévation  el  coupe)  de 
'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen. 

2"  Kelcver  ses  dimensions  (en  millimètres;  el  les  inscrire  sur  le  croquis, 
l'euille  1/8  grand  aigle,  (|iiadrillée. 
(Ou  accordera  1''  1/i  pour  cetti;  première  partie  du  travail,  après  (|iioi  le  modèle  en  relief  sera  retiré  de  la  salle.) 

2'  p.\RTiE.   —  Mise  au  net 

Sur  une  seconde  l'euille,  mettre  au  net.  à  l'encre  de  Chine,  à  une  échelle  déterminée,  le  croquis  précédent. 

.Nota.  —  LVchelle  est  laissée  ii  l'arbitraire  de  .MM.  les  candidats,  elle  devra  être  choisie  assez  grande  pour  que  la  feuille 
t  bien  remplie    —  I. 'échelle  doit  être  dessinée  dans  une  partie  libre  de  cette  feuille. 

{Durée:  /  Iwiircs.) 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉllIEURE  DES  AUNES  (Cours  préparatoires) 

Mathématiques. 

1256.  —  On  donne  la  parabole  y^  =  2p.r  rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  et  un  point 
de  l'axe,  A,  d'abscisse  a. 

On  mène  par  A  une  sécante  coupant  la  parabole  aux  points  M  el  .\  ;  puis,  par  les  points  .M  el  .N,  on  l'ait 
passer  un  cercle  langent  à  la  parabole  :  soit  Q  le  point  de  contact.  On  demande: 

1°  de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle,  quand  la  sécante  M.N  tournera  autour  du  point  A  ; 

2°  do  trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  M.N  avec  la  normale 
menée  à  la  parabole  au  point  Q. 

Construire  et  discuter  ces  lieux  selon  les  ditt'érenlcs  positions  du  poinl  A  sur  l'axe  de  la  parabole. 

Phijsigue . 

I.  —  1257.  —  Un  cable  esl  formé  d'un  conducteur  cylindrique  de  cuivre  A  séparé  d'une  enveloppe  cylin- 
drique en  plomb  lî  par  une  matière  isolante  de  capacité  induclive  K.  Le  conducteur  de  cuivre  a  un  dia- 
mètre D,.  L'armature  cylindrique  de  pbmib,  d'épaisseur  négligeable,  esl  concentrique  au  conducteur  A  et  a  un 
diamètre  D>.  On  établit  entre  le  conducteur  A  cl  l'enveloppe  mélallique  extérieure  B  une  difl'érence  de  poten- 
tiel V».  On  demande  :  1°  les  densités  électricpies  superlicielles  sur  chacune  des  surfaces  métalliques; 
2°  la  différence  de  polenliel  V  qui  existe  entre  un  point  situé  à  la  distance  r  de  l'axe  et  un  poinl  de  la  surface 
du  conducteur  intérieur;  3°  la  capacité  par  unité  de  longueur  de  ce  câble. 

Application  numérique:    Di  =  5°"";  D.2  =  13°"°. 

IL  —  Goniomètre.  —  Mesure  des  indices  de  réfraction. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1258.  —  Etant  donnés  un  ellipsoïde  el  une  droite  D,  on  sait  que  tout  point  de  la  droite  est  le  centre  d'une 
conique  de  l'ellipso'ïde. 

1°  On  demande  l'enveloppe  du  plan  de  celle  conique  quand  son  centre  décrit  la  droite  D. 
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2»  Celle  enveloppe  est  un  cylindi'e  parabolique.  Trouver  la  relation  qui  lie  les  droites  D  pour  lesquelles  les 

génératrices  de  ce  cylindre  sont  parallèles  à  un  plan  P  passant  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

3"  Toutes  ces  droites  lt  rencontrent  une  droite  fixe  A.  Trouver  le  lien  décrit  par  A,  quand   le  plan    P   vaiie 

en  coupant  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  d'aire  constante. 

K.  II. 

1259.  —  On  considère  toutes  les  coniques  r  conjuguées  à  un  triangle  .\Bi;  et  ayant  leurs   centres    situés 
sur  une  droite  I)  passant  au  point  A. 

Montrer  que  l'enveloppe  des  asymptotes  de  ces  coniques  est  une  parabole  P  dont  l'axe  est  la  droile  I),  et 
()ue  le  lieu    du  foyer  de  celte  parabole  est  un  cercle,  quand  la  droite  D  tourne  autour  du  point  A. 

^^  AimAMEscu,  étudiant  à  Bucarest. 


DEUXIEiVlE   PARTIE 


ECOLE  CENTRALE  (1902,  2"  Session.) 


Trigonométrie. 

Problèmiî 

1161.  —  On  donne  deux  circonférences  dont  les  rmjons  sont  R  et  IV.  Elles  ont  une  corde  commune 
AD  ^  d.  On  donne  en  outre  une  corde  qui  passe  par  le  point  D  et  coupe  les  circonférences  aux  ^^oints  B 
et  C  respectivement.  Sa  longueur  est     BC  =  a. 

1°  Hésoudre  le  Iriangle  BAC. 

2°  Résoudre  ce  triangle  en  supposant  que  BC  est  la  plus  grande  corde  possitile.  Dans  cette  hypothèse, 
chercher  l'accroissement  de  l'angle  A  en  supposant  que  R  varie  de  AR,  R'  de  ^lV  et  en  négligeant  les  pro- 
duits et  les  puissances  des  accroissements. 


1.  Le  cercle  circonscrit  au  Iriangle  ABD  ayant  pour  rayon  R,  on  a 

d 

.    „   =3  -IH.  d'où 

sinB 

Pareillement,  on  a  dans  le  triangle  ADC 

d 
-^—-  =  2R',  d'où 

sin  C 

B  et  C  étant  connus,  on  aura  A  par  la  formule 

B  A=180»  — B  — C. 

Pour  les  cùlés  b,  c,  on  aies  relations 

a  II  c 

sin  A         sin  B  ~  sin  G 

d'où  l'on  tire 

sin  B  ad 

1)  = 


^'"^=2R- 


sin  C  = 


2H' 


c  =  rr. 


sin  A 
sin  C 


-2R  sin  A 
ad 


sin  A        2R'sinA 

Discussion.  —  Supposons  pour  fixer  les  idées     R  >  R'. 

ÎNous  devons  d'abord  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suilisantes  pour  qu'il  existe  un  Iriangle 
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ABC  dont  les  éléments  soient  donnés  par  les  formules  ci-dessus  ;  il  faudra  chercher  ensuite  à  quelle 
condition  on  pourra  construire  la  figure  en  partant  d'un  pareil  triangle. 

Pour  que  le  triangle  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  trouve  pour  les  angles  A,  B.  C  des  valeurs 
comprises  entre  0  et  180°. 

l'  Les  valeurs  trouvées  pour  sin  B,  sin  C  doivent  être  inférieures  ou  au  plus  égales  à  l'unité,  ce 

qui  exige 

rf  <  2R,  d  <^  2R', 

ou,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse    R  :&  R', 

d  ^2R'. 

2.  Cette  condition  remplie,  on  tiouvera  pour  chacun  des  angles  deux  valeurs  supplémentaires. 
Soient  B  et  C  les  angles  aigus  ainsi  obtenus;  B'  =  180°  — B,  C  =  180°  —  C,  les  angles  obtus  sup- 
plémentaires. 

On  peut  toujours  prendre  les  angles  aigus  B  et  C  ;  on  trouve  ainsi  pour  A  une  valeur  comprise 
entre  G  et  180°.  Donc  on  aura  toujours  un  premier  triangle  ABC,  dans  lequel  les  angles  B  et  C  sont 
aigus. 

Peut-on  avoir  un  triangle  dans  lequel  l'un  des  angles  B  ou  C  soit  obtus?  Prenons  l'angle  aigu  B 
et  l'angle  obtus     C  =;  180»  —  C.     La  valeur  correspondante  de  A  sera 

A'  =  180°  — B  — (180»— C)  =  C  — B, 
qui  ne  peut  convenir  que  si  l'on  a    C  >  B.     C'est  justement  ce  qui  a  lieu  puisque  R  étant  plus  grand 

que  R',     —— =:  sin  B     est  plus  petit  que     -7:7:7=  sin  C,     et  par  suite     B  <  C. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  ne  pourrait  pas  prendre  l'angle  obtus  B'  avec  l'angle  aigu  C. 

En  résumé,  pourvu  que  l'on  ait  rf  <2ll'<2R  il  existe  deux  triangles  ABC,  A'B'C  dont  les  élé- 
ments sont  fournis  par  les  formules  données  plus  haut.  Pour  déduire  d'un  pareil  triangle  la  figure 
indiquée  par  l'énoncé,  il  faudra  placer  dans  ce  triangle  la  longueur  .\D  =  d,  ce  qui  se  fera  en  décri- 
vant de  A  comme  centre  avec  d  comme  rayon  un  arc  de  cercle.  Soit  h  la  hauteur  du  triangle 


/  sinB.sinCV 

\    ^  "'       sin  A       / 


Si    d^li,     on  pourra  construire  la  figure  (et  cela  de  deux  manières  différentes  pour    </>>/();     si 
au  contraire    d  <<  h,    le  problème  est  impossible. 

Prenons  d'abord  le  triangle  ABC  ;  la  condition  de  possibilité  est 

sin  B.  sin  C         , 

"  ■  —■ — : r-  ^  d 

sm(B  +  Cj 

ou  encore  a  <  rf(cotg  B  -+-  cotg  G). 

v/4R'  —  d-                        \/4R'-  —  rf' 
Or    cotg  B  = -j >     cotgC  = j On  a  donc  comme  condition  définitive 

a  ^  </AK'—d'--i-^'iR"—d^. 
Pour  le  triangle  A'B'C  la  condition  de  possibilité  sera 

sin  B.  sin  C 
"sin(G-B)    ^'^ 
ou  encore 

a  <  t/(cotg  B  —  cotg  C), 

c'est-à-dire  

a  <  v^4R2  —  d2  _  /4R'2_rf2. 

11  est  intéressant  de  rapprocher  ces  résultats  de  la  solution  géométrique  du  problème.  —  Nous 
aurons  d'abord  à  construire  les  deux  cercles  0  et  0'  de  rayons  R  et  R'  ayant  une  corde  commune  AD 
de  longueur  donnée  d.  Cela  revient  à  la  construction  du  triangle  AGO'  connaissant  les  côtés    AO  =  R, 
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AO'  =  R'    et  la  hauteur    AH  =  —  ;     le  problème  est  possible  pourvu  que  l'on  ait     —-  <  R'  s$  R    et 

admet   deux  solutions  :  l'une  dans  laquelle  les  angles  à  la  base  0  et  0'  sont  aigus  (voir  la  figure), 
l'autre  dans  laquelle  l'angle  0  étant  aigu,  l'angle  0'  est  obtus.   Dans  le  premier  cas,  les  centres  0 
et  0'  sont  de  part  et  d'autre  de   la  corde  commune  AD,  dans  le  second  cas  ils  sont  du  même  côté. 
Dans  chaque  cas,  on  aura  à  mener  par  le  point  D  une  droite  BC  de  longueur  égale  à  n;  c'est  un 

problème  connu  :  la  condition  de  possibilité,  c'est  que  la  longueur  —  soit  inférieure  ou  au  plus  égale  à 

la  distance  des  centres  00'.  Or,  on  a  suivant  le  cas  : 


00'  =  OH  ±  OH'  =  \/r' Y  ±  V / ^'- - 


La  condition  de  possibilité  sera  donc 

a  <  s/m''—  d-  ±  v/4R''— d- 
C'est  bien  la  condition  trouvée  plus  haut.  Pour  chacun  des  cas  de  la  figure,  on  trouve  quand  le  pro- 
blème est  possible,  deux  droites  symétriques  en  direction  par  rapport  à  la  corde  commune  AD  ;  les  deux 
triangles  ainsi  obtenus  sont  égaux  (côté  égal  à  a,  adjacent  à  des  angles  égaux  chacun  à  chacun).  Les  deux 
cas  de  figures  que  nous  avons  à  distinguer  ici  correspondent  aux  deux  formes  de  triangle  trouvées  plus 
haut  et  nous  constatons  que  dans  chaque  cas  le  problème  admet  en  général  deux  solutions,  confondues 
en  une  seule  lorsque 

n  -  AR'^  —  d-  -^  /4R'-—  d-     (l'°  disposition) 

ou  a  =  Ar-  —  d"-  —  hW'  —  d-     (2°  disposition). 

Calculons  les  éléments  du  triangle  ABC  dans  ces  deux  cas  limites.  H  résulte  de  la  construction 
géométrique  que  dans  le  cas  du  maximum  BC  est  perpendiculaire  à  la  corde  commune  AD;  les  cotés 
AB,  AG  sont  alors  des  diamètres  des  cercles  0  et  0'.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  par  le  calcul  ; 

l'°  disposition.  —  B  et  G  sont  les  angles  aigus  donnés  par  les  formules 

sin  B  =  — —  :         sm  C  =  — —  ■ 
2R  2R' 

Les  côtés  opposés  6  et  c  sont  donnés  par 

,  ad  iid 


2R  sin  A  ~    2R'sin  A  ' 

on  suppose  :     a  =  Ar-  — d-  -f-  AR'^  —  d-  ;     de  plus 

sin  A  =  sin  (B  +  C)  =  sin  B  cos  G -i-sinCcosB 


d       /  ,f  d       /.  d' 

2R-V 


4R'^  "^  2R'V    *         4R^ 
ad 


on  a  donc  bien  ; 


.-_    v/4R^  —  f/2  H- v/4R'^  _  rf2l  ^  . 

4RR'  J        4K|{' 


,  "''  ad 

''  =    -,„    .     .    =  2R',  r  = =:  2R. 

2KsmA  2R'sinA 


<i^  disposition.  —  Continuons  d'appeler  B  et  C  les  angles  aigus  dont  il  a  été  question  plus 
haut;  le  triangle  aura  pour  angles  à  la  base  l'angle  aigu  B  et  l'antile  obtus  C  =  180°  —  B 
On  a 


a  =  v'4R*  —  d'  —  v/4R'2  —  d-. 
sin  A  =  sin  (G  —  B)  =  sin  C  cos  B  —  sin  B  cos  C 


ÉCOLE  CENTRALE  339 


_  _d_     /,  _  jf 1  /] 

"   2R'  V     411-   2R  V 


.rs/4R^_f/-_  v/4R'-  -  f/-'  = 


4R'^ 

ad 


dans  le  premier  cas  de  figure,  d'où  : 


IRR'  4RR' 

d'où  l'on  déduit  encore  : 

b  =  2R',  r  =  2R. 

L'énoncé  demande  de  calculer,  dans  celle  hypothèse  où  BC  est  la  plus  grande  corde  possible,  (nous 
venons  de  voir  que  cette  hypothèse  peut  se  trouver  réalisée  de  deux  manières)  l'accroissement  AA 
de  l'angle  A,  en  supposant  que  R  varie  de  AR,  et  R'  de  AR'.  Cette  hypothèse  ne  correspondant  à  rien 
de  particulier  pour  l'angle  A,  nous  allons  traiter  la  question  dans  le  cas  général. 

La  formule  qui  donne  A  est 

A  =  ISO^-CB-t-C) 

AA  =  -  AB  -  AC  (1) 

et  A'  =  C  —  R 

dans  le  second  cas,  d'où 

AA' --=  —  aB-î-aC.  (i) 

Tout  revient  à  calculer  aR  et  AG,  sachant  que 

d  „  .       d 

B  =  arc  sin  — ,  C  =  arc  sin  -^ 

Il  est  commode  ici  de  se  servir  de  la  formule  de  Taylor  : 

/•(R-+-AR)  =  /'(R)  +  iJL/^'(R)4-i^nR)+ -. 

d'où,  en  négligeant  les  puisi^ances  de  l'accroissoment  AR, 

A^R)  =  AR./"(R). 

Appliquons  à  li  qui  est  une  fonction  de  R  et  à  C  qui  est  la  môme  fonction  de  R' 

d_ 

-2R'  —  rfAR 


AB  =  aR  X 


aC  =  AR'  X 


./  d-  RjiW'  —  d' 

^  *~4R^ 

rf_ 

2R''  —  <^aR' 


*  4R^ 


d  RV4R'^  — f/= 


Nous  aurons  ainsi  : 


.       ,  ,  AR  AR' 


-in  Jiv  \ 

R/4R'— d^   ~~   W'/ili"  —  d'  } 
le  signe  4-  devant  le  second  terme  correspondant  au  premier  cas  de  figure,  le  signe  —  au  second. 

Graphiquement,  il  serait  facile  de  se  rendre  compte  de  la  variation  de  l'angle  A;  en  effet  le  tri- 
angle ABC  est  semblable  au  triangle  AOO',  l'angle  A  du  triangle  ABC  est  égal  à  l'angle  OAO'.  En  cons- 
truisant cet  angle  pour  les  valeurs  R  et  R'  des  rayons,  puis  pour  les  valeurs     R -h  AR,     R'-i-aR,    on. 

obtiendrait  par  différence  l'accroissement  cherché  aa. 

P.  L. 

Assez  bonne  solution  de  M.  Haag,  soldat  au  69'  de  ligno,  à  Nancy. 
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Calcul 

1162.  —  Cnlculer  If  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont  à  l'équation 

tg  (60x  ~i-  a)  =  y/a^  log  cos-  3a, 

a  =  51°  25' 32"  43,  a  =  2,003473. 

On  a  3=c=  154M0'37",35, 

180°  — 3a  =  23°43'22",63, 

cos  3o(  =  —  co?(180°  —  3a)  =  —  cos  25°43'22",63. 
L'équation  proposée  peut  s'écrire 

tg  (60a;  +  a)  =  y/à^\og  cos^  23°  43'  22",63 

=  v/â^X2iogcos25°43'22",63. 
Or  on  trouve 

logcos23'"43'22",65  =1,9346781, 

d'où  2  log  cos  23°  43'  22",65  =  1,9093562  =  —  0,0906438. 

On  a  donc  à  résoudre  l'équation 

tg  (60ï  +  a)  =  —  s/S^X  0,0906438. 
Posons  :     tgo  =  v^n^x 0,0906438 ;     d'où  l'on  déduit,  au  moyen  des  tables, 

o  =  14°2G'10",89. 
L'équation  prend  la  forme 

tg  (60a;  -H  a)  =  -  tg  cp  =  tg  (—  v), 
d'où  60.r  -H  a  ^  /,• .  180°  —  <? , 

(5  H-  a 


Or  on  a 


60 

9  =  14°26'10",89 
c-  =  31°2o'32",45 

<B-4-a  =  65°31'43",34 

o  -|-  a 


1°   5'ol",722. 


60 

On  aura  la  plus  petite  valeur  positive  de  x  en  prenant    /.  =  1.    On  trouve  ainsi 

1  =  3»  — 1°  5' 51", 722=  l°54'8",28. 


P.  L. 


CONCOURS  DE  1903  {suile) 


ECOLE  CENTRALE  (Deuxième  session). 

Mathématiques. 

Statiuue 

1260.  —  Enoncer  les  lois  du  frottement  des  solides. 

(Jiiellc  est  la  charge  P,  supposée  concentrée  en  un  point  matériel,  que  pourrait  traîner,  en  le  remontant  sur 
un  plan  incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizon,  un  cheval  exerçant  un  effort  de  traction  T  supposé  parallèle  à  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan,  sachant  que  le  coefficient  du  frottement  de  la  charge  sur  le  plan  est  f? 
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Quelle  est,  avec  ces  données,  le  minimum  de  poids  du  cheval,  sachanl  que  le  coeflicienl  du  frottement  de 
ses  pieds  sur  le  plan  est  f\  ? 

Appliquera  T  =  ilO\  /"=  0,05,  /•,  =  0,30.  tang  i  =  0,03. 

Gkomktrie  analytique  et  Ci.nématique 

1261.  —  1°  Consiruire  la  courbe  S  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

201/  =  3a;»  —  8»'  —  1  l.i''  +  34a;. 
2"  Sachant  qu'un  mobile  parcourt  la  trajectoire   S  d'une  vitesse  donnée  par  la  formule     d-  =^  — y, 
indiquer  pour  diverses  valeurs  de  fi  li's  limites  d'excursion  sur  la  trajectoire.   Indiquer  la   forme  générale  de 
l'hodographc  pour  l'excur.sion  correspondante  à    ^=1,25,    ainsi  que  les  points  pour  lesquels  l'accélération 
tangentielle  est  nulle  et  ceux  pour  lesquels  la  composante  normale  de  l'accélération  est  nulle. 

(15  septembre,  de  7  U.  a  li  h.) 

Phi/sique  et  Chimie. 

I.  —Intensité  d'aimantation.  Susceptibilité  magnétique.  Variations  de  l'intensité  d'aimantation  avec  l'in- 
tensité du  champ. 

H.  —  1262  —  On  donne  un  volume  V  d'air  humide  à  la  pression  II,  ii  la  température  T  et  dont  l'état 
hygrométrique  est  c  ;  on  abaisse  sa  température  à  t"  et  on  demande  à  quelle  valeur  t-  il  faut  réduire  son  volume 
pour  que  la  moitié  de  la  vapeur  d'eau  se  condense  '.' 

V  =  l'i',  a  —  0.00367,  T  =  X,-,  F;,.;  =  iO""",*, 

H  =  leO"",       e  —  0,31,  (  =  20°,  F,o  =  17°'"',39. 

III.  —  Acide  cyanhydrique. 

IV.  —  1263.  —  Soit  un  minerai  composé  de  sulfure  de  zinc  (blende),  de  sulfure  d'antimoine  (stibine)  et 
d'une  gangue  formée  de  carbonate  de  calcium  (calcaire).  On  attaque  0e%3l7  par  l'acide  chlorhydrique  concentré 
en  excès  et  à  chaud.  Les  gaz  résultant  de  l'attaque  sont  recueillis  sur  la  cuve  à  mercure.  Leur  volume  est  75':c . 

Dans  l'éprouvette  qui  les  renferme,  on  introduit  un  cristal  d'azotate  de  plomb  humide  qui  absorbe  50cc. 

Enfin,  dans  la  liqueur  provenant  de  l'attaque  du  minerai  par  l'acide  chlorhydrique,  on  plonge  une  lame  de 
zinc. 

Elle  se  recouvre  d'un  précipité  noir  qu'on  recueille  sur  un  tiltre.  Le  poids  de  ce  précipité  lavé  et  séché  est 
de  06%090. 

On  demande  :  1°  D'écrire  les  formules  de.«  réactions  ; 

2°  De  calculer  la  composition  du  minerai  et  d'indiquer,  en  centièmes,  sa  teneur  en  blende,  stibine  et 
calcaire. 

On  supposera  les  gaz  purs,  secs  et  dans  les  conditions  normales  et  on  ne  tiendra  pas  compte  de  la  petite 
quantité  d'acide  chlorhydrique  dégagé  pendant  l'attaque. 

(Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques). 

[i 5  septembre,  de  S  h.  àôh.) 

Géométrie  descriptive. 

I.NÏERSECTION    d'uN    PARABOLOÏDE    BYPERBOLIcJUE    ET    d'uN    CVLliNDRE   DE    RÉVOLUTION 

1264.  —  On  demande  de  déterminer  l'intersection  d'un  paraboloïde  hy- 
perbolique avec  un  cylindre  de  révolution,  les  deux  surfaces  étant  définies  de  la 
manière  suivante  : 

I.  Paraboloïde  hyperbolique  :  On  donne  deux  génératrices  (aé,  a'b'),  (cd, 
c'd')  d'un  même  système,  le  plan  directeur  de  l'autre  système  est  le  plan  debout 
a'd'  à  40°  sur  le  plan  horizontal. 

Les  projections  verticales  a'b'  et  c'd'  des  deux  génératrices  données  sont 
parallèles  et  à  4')"  sur  la  ligne  de  terre,  leurs  projections  horizontales  ab  et  cd 
concourent  au  point  (6ri)  dont  l'éloignement  est  de  120"°™,  enfin  les  traces  verti- 
cales a'  et  c'  de  ces  deux  droites  sont  sur  une  même  horizontale.  (La  figure 
a'h'c'd'  est  un  carré  de  140""  de  côté). 

II.  Cylindre  de  révolution  :  11  a  pour  axe  la  droite  de  front  (s9,  -'0')  dont 
l'éloignement  est  de  ISO™"".  La  droite  z'V  est  parallèle  à  a'b'  et  passe  par  o', 
centre  du  carré  a'b'c'd'.  Le  rayon  du  cylindre  est  de  70"'°. 


_+l — -«f — Ji-H 


w. 


K 
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On  tracera  la  courbe  d'intersection  en  bleu  en  supposant  les  deux  surfaces  indéfinies. 

Dans  la  mise  au  trait  on  figurera  les  deux  surfaces  limitées  ainsi  : 

1»  Le  paraboloïde  par  le  plan  horizontal  de  projection,  le  plan  horizontal  du  point  d'  et  les  deux  plans  de 
profil  des  points  [aa')  et  {ce'). 

2»  Le  cylindre  par  les  deux  plans  de  bout  a'd'  et  c'b' . 

Cadre  de  270"™  sur  450"™.  —  Ligne  de  terre  XY  à  220""  du  côté  inférieur  du  cadre.  —  Projetante  (hb'  dcV) 
confondue  avec  la  ligne  médiane  des  grands  côtés  du  cadre.  —  icb'c'd',  carre  de  140""  de  côté.  —  Eloigne- 
ment  de  bd  :  120"",  de  zG  :  130"".  Hayon  du  cylindre  ;  70-"". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur:  P.\raboloïde  et  cylindre. 

(iCj  septembre,  de  7  à  11  h.) 

Trigonométrie. 

Problème 

1265.  —  Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel  la  hauteur  AD  rencontre  en  I  une  seconde  hauteur  et  en  D  le 
côté  BC.  Le  point  I  étant  supposé  situé  entre  les  points  A  et  D,  on  donne  AI  =  m,  ID  =  |a,  ainsi  que  le 
rayon  R  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

1»  Calculer  le  côté  a  et  une  ligne  trigonométrique  de  l'angle  A. 

2°  Calculer  les  côtés  b,  c  en  fonction  des  données. 

3°  Donner  la  condition  de  grandeur  de  R. 

4"  Construire  géométriquement  le  triangle  ABC  dans  le  cas  où  le  point  I  est  entre  les  points  Aet  D. 
Discuter. 

5°  Construire  le  triangle  ABC  quelle  que  soit  la  position  relative  des  points   A,  I,  D    sur  la  hauteur. 

Discuter. 

[16  septembre,  de  2  h.  à  4  h  ) 

C.iLCUL 


1266    —  Calculer  les  arcs  compris  entre  180°  et  360»  qui  vérifient  la  formule 

y/sin  3a 


'a?  cos  —  p 


a  —  0,586047, 


41°53'12"1,  p  =  243''53'23". 

[16  septembre,  de  4  h.  à  5  It.) 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  préparatoires). 

Algèbre. 

1267.  —  On  considère  dans  une  sphère  de  rayon  R,  un  segment  sphérique  ARCD 
de  hauteur  y,  contigu  à  un  segment  sphérique  à  une  base  CdD  de  hauteur  :c. 

1°  Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  x  tiy  pour  que  le  segment  ABCD 
ait  un  volume  égal  au  volume  engendré  par  l'hexagone  régulier  abcdef  tournant  au- 
tour du  diamètre  ad  qui  sert  d'axe  aux  segments  sphériques. 

2°  Etudier  sur  cette  relation,  par  la  méthode  élémentaire  jointe  k  l'emploi  de  la 
théorie  des  équations,  la  variation  de  la  hauteur  y. 

(Durée  :  3  h.  112.) 

Géométrie  analytique. 

c  1268.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  un  point  donné  A  et  qui 

détachent  sur  une  droite  donnée  BC  un  segment  nm  de  longueur  constante. 

{Durée:  3  h.  1/2.) 

Epure  de  Géométrie  descriptive . 
Etant  donnés  les  points  (a,  «')  et  {b,  b')  définis  par  le  croquis  ci-joinl,  on  construit  sur  [ab,  a'b')  comme 
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côté,  et  dans  le  plan  vertical  de  cette  droite,  un  triangle  équilatérai  dont  le  troisième  sommet 
(c,c')  soit  au-dessus  de  (ah,  a'b'). 

On  aciiùve  ensuite  le  tétraèdre  régulier  dont  {abc,  a'b'd)  est  une  face  et  dont  le  quatrième 
sommet  (rf,rf')  est  en  avant  de  cette  face. 

On  considère  enfin  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  milieu  (o,  o)  de  (ab,  a'b')  et  qui  est  tan- 
gente aux  deux  faces  du  tétraèdre  ne  passant  pas  pas  cette  arête. 

Représenter  l'ensemble  de  la  sphère  et  du  tétraèdre,  chacun  de  ces  deux  corps  étant  limité 
à  la  partie  extérieure  à  leur  intersection  commune. 

Feuille  1/4  grand  aigle. 

Nota  .  —  Le  résultat  de  l'épure  étant  Qguré  en  noir,  avec  les  parties  cachées 
en  traits  interrompus,  on  tracera  en  rouge  les  lignes  de  construction,  et  en  bleu 
pâle  les  parties  non  utilisées  des  contours  apparents  des  deux  corps  et  de  leurs 
lignes  d'interscition  géomélriquement  complétées. 


"  CaJri.  /80' 


Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  à  teintes  plates  ou  k  teintes  fondues,  le 
lavis  d'un  cylindre  terminé  par  deux  demi-sphères. 

I,a  surface  du  solide  sera  supposée  dépolie.  —  On  ne  passera  pas  de 
teinte  sur  le  fond.  —  On  se  conformera  aux  cotes  indiquées  en  millimè- 
tres sur  le  croquis  ci-joint. —  Les  traits  du  cadre  et  les  contours  appa- 
rents du  solide  seront  passés  à  l'encre  avant  de  laver.  —  Le  rayon  lumi- 
neux est  le  rayon  ordinaire  à  45». 

Feuille  1/8  grand  aigle. 

{Durée:  3  k.  1/3.) 


CONCOURS  GKNIÎRAUX  DE  BELGIQUE  (Athénées) 
Rhétorique  des  Humanités  :  modernes  (Section  scientifique),  anciennes  (Section  latine). 

MAiiiKU.\Tii,iUF.s  {Jeudi  30  Juillet.) 
Géométrie  Analytique. 

Dans  une  ellipse  donnée  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  on  mène  par  le  foyer  F  deux  rayons  vecteurs 
KM,  FN  tels  que 

1         J_  _  1 
FM  "*"  FN   ~   h  ' 
k  désignant  une  constante. 

1°  Rechercher  l'équation  du  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des  tangentes  à  l'ellipse  donnée  aux 
points  variables  M  et  N  ; 

20  On  demande  une  discussion  algébrique  de  l'équation  trouvée,  pour  les  diverses  valeurs  positives  de  h, 
afin  de  reconnailre  la  nature  du  lieu  ; 

1)3 

3°  Pour    k  =  — —     la  courbe  dégénère  en  deux  droites  dont  l'une  est  la  directrice  correspondant   au 

za 

foyer  F  de  l'ellipse  donnée.  Démontrer  directement  que  la  polaire  de  tout  point  P  de  cette  droite  rencontre 
l'ellipse  en  deux  points  M,  N  tels  que 

FM  "^  FN  ~    6^  ' 
se  servir  à  cet  effet  des  propriétés  de  l'ellipse  et  de  l'équation  de  cette  conique  en  coordonnées  polaires,   le 
pôle  étant  au  foyer  F  et  l'axe  polaire  se  confondant  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

4»  Pour    h  —  —,     le  lieu  est  une  parabole  ;  trouver  l'équation  de  cette  courbe  rapportée  à  son  axe  de 

symétrie  et  à  la  tangente  au  sommet  ; 

5°  Quelle  valeur  faut-il  attribuer  à  k  pour  que  le  lieu  soit  une  hyperbole  équilatère?  Rapporter  cette 
hyperbole  à  son  centre  et  à  ses  axes,  puis  à  ses  asymptotes. 

Trigonométrie  sphérique. 

Soient  a,  b,  c  les  côtés  ;  A,  B,  C  les  angles  du  triangle  sphérique  ABC  ;  a,  la  médiane  AM  ;   h,  la  hau- 
teur AD  ;     2E  =  A-f-  B  +  C  —  Tt  ;      2p  le  périmètre  du  triangle. 
1°  Démontrer  les  formules  suivantes  : 
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„        1  +  cos  (1  + cos  6  + cos  c 

cos  E  = 7 • 

abc 
4  COS  —  cos  -—  cos  — 

.■    g  _    y/sin  p  sin  (p  —  a)  sin  {p--b)  sin  (p  —  e) 

~  n         "  *  <^ 

2  cos  —  cos  -g-  cos  — 

a 
cos  6  +  cos  c  =  2  cos  a .  cos  —, 

sin  a. sin  //  =  2v/sinpsin  (p  —  a)  sin(p  —  b)  sin  (p  — 
2°  Déduire  des  formules  précédentes  cotgE  en  t'onclion  de  a,  a,  h. 


{' 


Géométrie  descriptive. 

rouver  les  projecLions  d'un  trièdre  trireclangle  SABC,  étant  données  les  deux  projections  1',  1*  de 
l'arête  SA,  et  la  projection  verticale  2'   de  l'arête  SB. 

2°  Couper  ce  trièdre  par  un  plan  tel  que  la  section  obtenue    MNP  soit  un  triangle 

isocèle,  dont  la  base  MN  située  dans  le  plan  (1,  2)  ait  une  longueur  de  '0  millimètres  et 

dont  le  sommet  P  sur  la  troisième  arête  SC  soit  à  une  distance  de  100  millimètres  du  point  S. 

3°  Représenter  le  tétraèdre  SMNP  en  appliquant  les  conventions  relatives  au  dessin  des 

projections  des  parties  vues  ou  cachées. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au  bord  inférieur  du  cadre, 

N.  B.  —  Les  élèves  ont  six  heures  pour  répondre  à  ces  questions. 

Rhétorique  des  Humanités  anciennes  [Scciioti  grecque-latine). 

Maihématujues  {Jeudi  30  Juillet.) 

I.  —  Trouver  l'expression  de  l'annuité  a  qui  fait  le  service  d'un  emprunt  V  rembour- 
sable par  n  annuités  constantes,  le  taux  de  l'intérêt  composé  étant  de  r  pour  I. 

En  supposant  que  le  débiteur  paye  à  la  fin  de  chaque  année  l'intérêt  simple  de  la  dette  entière,  et  que  l'on 
désigne  par  m  la  part  de  l'annuité  consacrée  au  remboursement  de  V,  démontrer  la  relation  a  =  m(l  -h  r)" 
Appliquer  cette  formule  k  la  résolution  du  problème  suivant  : 

Quel  est  le  temps  nécessaire  à  l'amortissement  d'un  capital  de  100  francs,  lorsqu'on  paye  tous  les  ans, 
outre  l'intérêt  simple  à  3  °/o,  une  somme  de  50  centimes? 

Eftectuer  le  calcul  à  l'aide  des  logarithmes. 

II.  —  A  quelle  dislance  du  centre  d'une  sphère  de  rayon  li  faut-il  faire  une  section  plane,  pour  que  le  plus 
petit  segment  ainsi  formé  soit  équivalent  au  cône  ayant  pour  base  la  section  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère? 

Trouver  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  sécant  au  moyen  d'une  construction  eflectuée  sur  le 
rayon  R,  k  l'aide  de  la  règle  et  du  compas. 

III.  —  On  considère  une  pyramide  régulière  k  base  carrée,  les  arêtes  de  la  base  et  les  arêtes  latérales  ont 
pour  longueur  commune  a.  On  la  coupe  par  un  plan  parallèle  k  la  base  ;  la  section  donne  un  carré  de  côté  b. 
On  demande  de  calculer  le  volume  et  la  surface  latérale  du  tronc  de  pyramide  ainsi  formé. 

IV.  — Calculer  la  distance  des  points  A  et  B  séparés  par  un  obstacle,  sachant  que  les  distances  de  ces  points 
k  un  troisième  point  C  valent:  AC  —  214", 8,  BC  =  192°", 5,  et  que  la  droite  Ali  est  vue  du  point  C  sous  un 
angle  de  63»  10' 27". 

Dresser  le  tableau  des  calculs. 

N.  B.  —  Les  élèves  ont  six  heures  pour  répondre  à  ces  questions. 
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1269.  —  Si  d'un  point  du  plan  d'un  triangle  on  mène  des  droites  allant  aux  trois  sommets,  les  perpendi- 
culaires menées  kces  droites  par  les  sommets  correspondants  rencontrent  les  côtés  respectivement  opposés  en 
trois  points  en  ligne  droite. 

1270.  —  Si  trois  rayons  partant  des  sommets  d'un  triangle  vont  se  réfléchir  sur  une  droite  en  un  même 
point,  les  rayons  réfléchis  rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés   en  trois  points  en  ligne  droite. 

T.  Lemoyne. 


BAK-LK-bUC.    —  IMF.    COMTE-JACUUET. 


Le  Rédacteur-Gérant  :  H.  VUIBEKT. 


14°  Année.  N°  3  Décembre  1903. 

REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


UNE  LEÇON   SUR  L'INVOLUTION 

pnr  M.  Ch.  Michel,   i>rofcsseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières,  d'exprimer  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
variable  d'une  droite  par  des  polynômes  entiers  et  du  premier  degré  par  rapport  à  un  paramètre  X.  Si 
l'on  exprime  l  en  fonrtion  d'un  autre  paramètre  pi  qui  lui  soit  lié  homographiquement,  les  coordonnées 
homogènes  d'un  point  do  la  droite  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  de  polynômes  entiers  et  du 
premier  degré  par  rapport  à  |ji.  lléciproquement,  si  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  variable  de 
la  droite  peuvent  s'exprimer,  d'une  part,  sous  forme  de  polynômes  entiers  et  du  premier  degré  d'un 
paramètre  X,  d'autre  part,  sous  forme  de  polynômes  entiers  et  du  premier  degré  d'un  paramètre  ;ji,  il 
existe  entre  X  et  ,u  une  relation  homographique. 

2.  Cela  posé,  on  dit  que  deux  points  M  et  M',  variables  sur  une  droite,  se  correspondent  en  inco- 

lulion  s'il  existe  entre  leurs  paramètres  X  et  X'  une  relation  homographique  et  symétrique,  c'est-à-dire 

une  relation  de  la  forme 

AXX'  -+-  B(X  +  X')  -I-  C  =  0, 

A,  B,  C  étant  des  quantités  données.  Nous  dirons  encore  que  le  couple  des  points  M  et  M'  varie  en 
involution. 

Il  est  nécessaire  de  montrer  que  la  définition  de  l'involulion  est  indépendante  de  la  représentation 
paramétrique  choisie.  Or,  on  reconnaît  immédiatement  que  si,  dans  la  relation  précédente,  on  remplace 
simultanément  X  et  X'  par  deux  paramètres  jjt  et  ,a'  liés  respectivemer^t  à  X  et  à  X'  par  une  même  relation 
homographique,  la  relation  reste  homographique  et  symétrique  entre  jji  et  ,u.'.  La  définition  est  bien 
acceptable. 

On  peut  toujours  supposer,  dans  la  relation  involutive,  le  coefficient  de  XX'  différent  de  0.  Sinon, 
remarquons  d'abord  qu'on  peut  supposer  C  différent  de  0,  car,  si  l'on  a  la  relation  B(X  +  X')  =  0,  il 
suffit  d'y  faire  un  changement  de  variable  de  la  forme  \  =  n-i-x;  on  obtient  ainsi  la  relation 
B(;j;  4- [j')  +  2Ba  =  0,  OÙ  le  terme  indépendant  de  jx  et  de  ,u.'  est  différent  de  0.  Cela  posé,  dans  une 
relation  de  la  forme     B(X -f- V)  +  C  =  0,     où  C  n'est  pas  nul,  il  suffit  de  faire  le  changement  de  variable 

\ 

1    =   —  ;    on  obtient  alors  la  nouvelle  relation 

[JL 

C,atJL'-t-B(ti-l-(x')  =  0, 
où  le  coefBcient  de  ix^x'  est  différent  de  0. 

3.  Points  doubles.  —  Cherchons  s'il  existe  un  point  M  qui  coïncide  avec  le  point  M'  qui  lui  corres- 
pond dans  l'involulion.  Si  jji  est  le  paramètre  d'un  tel  point,  on  a  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

Ahl=  -h  2D,a  4-  C  =  0, 
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qui  admet  deux  racines  distinctes  ou  confondues.  Ainsi  il  existe  deux  -points  qui  coïncident  avec  les  points 
qui  leur  correspondent  dans  l'involution.  Ces  points  sont  dits  les  points  doubles  de  l'involulion. 

Quand  les  points  doubles  sont  confondus,  l'involution  est  dite  singulière.  Je  dis  que,  dans  une 
involution  singulière,  les  couples  de  points  M  et  M'  ont  un  point  commun  confondu  avec  les  deux 
points  doubles.  Tirons  en  effet  de  la  relation  involutive  À  en  fonction  de  >' ;  il  vient 

Ba-  -+  C 
~        AX'  +  B  ■ 

R      r 

Pour  que  À  soit  (ixe.  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait   —  =  — ,    c'est-à-dire    B^  —  AG  =  0,     condition  qui 
exprime  que  l'équation  aux  paramètres  des  points  doubles  a  ses  racines  égales. 

4.  Problème.  —  Passer  de  l'équation  aux  paramétres  des  points  doubles  d'une  involution  à  la  relation 
involutive  elle-même. 

Si  Ajx^  -+-  2B.JI  +  C  =  0 

est  l'équation  aux  paramètres  des  points  doubles,  la  relation  involutive  est  nécessairement 

A).)/ -^  B(X -j- À'; -f-  C  =  0. 
il  n'y  a  donc  qu'une  involution  ayant  deux  points  doubles  donnés. 

1 

Posons    o(/,,  v)  =  AX- -t- 2B)-v  +  Cv-,     et  formons     —  (X'o\ -(- v'o',).     Nous  obtenons      X'(AX-(-Bv) 

_,_v'(BX+Cv),  c'est-à-dire      AXX' -t-B(X'v4- Xv) -hCv/.      Si  on  fait  ensuite      v  =  V  =  1,     on  voit  que, 
si    o(X)  =  0    est  l'équation  aux  paramètres  des  points  doubles,  la  relation  involutive  est 

5.  TiiÈORÈ^iE.  —  Deux  points  correspondants  M  et  M'  d'une  involution  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  doubles,  et,  réciproquement,  si  deux  points  M  et  M'  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  deux  points  fixes,  ils  se  correspondent  en  involution. 

Soient  en  effet  a  et  f>  les  paramètres  des  points  doubles  A  et  B.  On  a 

2B  ,        C 

La  relation  involutive  peut  alors  s'écrire 

2/;a'  —  (a  -h  (i)(X  -^  X')  -f-  2ctj3  =  0, 
ou  encore 

(X-a)(X'-^)-^(X'-«XX-P)  =  0, 

ou  enfln 

>--»     .     "^'-^    ^       . 

>,'_a      ■      X'— p 

Les  quatre  points  M,  M',  A,  B  forment  donc  une  division  harmonique. 

Réciproquement,  si  les  points  M  et  M'  sonlconjugués  harmoniques  par  rapportaux  points  A  et  B, 
il  existe  entre  leurs  paramètres  X  et  X'  une  relation  de  la  forme 

(X-aXX'-^)^(X'_a)(X-?)  =  0, 

qui  est  une  relation  involutive. 

6.  /iV/(i/(0))s  rfiuerse*.  —  1°  Entre  les  paramètres   X  et  X'   de  deux  points  correspondants    M  et  M', 

on  a  la  relation 

X  —  a  X'  —  a 

-x^-Y^-"' 

Or,  on  a 

X— ^  ^  ^  ~~  X  — a'  X'— '^  ~    ~  X'  —  p  ■ 
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Par  suite,  la  relation  peut  s'écrire 

1  1 


X_p  X'— p  a  — P 

2°  Entre  les  paramètres  X  et  X'  de  deux  points  M  et  M'  correspondants,  on  a  la  relation 


d'où 


X  — a 

x-p  - 

A — a 

(X  — a)2 

(X'-a)-^ 

Si  k  désigne  la  valeur  commune  des  deux  membres  de  la  relation  précédente,  on   voit  que  X  et  X' 
sont  racines  d'une  équation  variable  du  second  degré,  de  la  forme 

(X-a)2-A(X-pf  =  0, 
k  étant  un  paramètre  variable. 

3°  Soient  deux  points  correspondants  P  et  P',  de  paramètres  a  et  'i'.  Un  a 

a  —  a  a  —  p 

a' -a   ""  ""■^^^' 

d'où 

(a  —  oc)»         (a  —  ?,Y 


(a'-a)2  -  (a'-p)5- 

ce  qui  montre  que  a  et  p,  paramètres  des  points  doubles,  sont  racines  d'une  équation  du  second  degré 

de  la  forme 

(jx  — a)'^  — /((.u— a')2  =  0, 

h  étant  la  valeur  commune  des  rapports  précédents. 

D'après  la  règle  de  passage  de  l'équation  aux  paramètres  des  points  doubles  à  la  relation  involulive, 
nous  voyons  que  la  relation  involutive  se  met  sous  la  forme 

(X  —  a){V  —  a)  —  h(\—  a')(X'  _ a)  =  0. 
4"  Soient  deux  couples  de  points  correspondants  M  et  M',  de  paramètres  X  et  X',  N  et  N',  de  para- 
mètres {x  et  jjl'.   On  a  à  la  fois 

(X  —  a)(X'  —  a)  =  /((X  -  a')(À'  -  a'), 

(jx— a)((i'  — a)  =  hiix  —  a%ix'—a'), 

d'où,  par  division  membre  à  membre, 

(X  — aXX'  — g)    _    (X  —  a')(X' —  g') 
([^_a)(|x'  — g)    -    ([x_g')([x'  — g')  ■ 

Il  en  résulte,  si  l'on  change  de  notation,  que  la  relation  involutive  peut  s'écrire 

(X  — g-)(X  — g')    _   (X'— f;)(X'  — g') 

(X— A)(x  — 4')  ~  (X  —  byv  —  b')' 

a  et  a',  b  et  h'  étant  les  paramètres  de  deux  couples  fixes  de  points  correspondants. 
Posons 

{X  _  a)(X  -  a')  =  /-(X),  (X  -  b)(\  -  b')  ^  g(l). 

La  relation  précédente  s'écrit 

ce  qui  montre  que  X  et  X'  sont  racines  d'une  équation  variable  du  second  degré 

/•(X)  -  pgiX)  =  0, 
p  étant  un  paramètre  arbitraire. 
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5" Réciproquement,  si  >  el  )'  sontracines  d'une  équationduseconddegré  de lafonne  f{l)  —  pg{l)  —  0, 
où  ?  est  un  paramètre  variable,  il  existe  entre  X  et  V  une  relation  involutive.  En  eiïet,  on  a 


d'où 
Posons 


/■(),)  =  \r-  -,-  BX  H-  C,  gÇk)  =  ^'l^  -+-  B'X  ^  G. 

Si  Ton  remarque  que  f{l)g{l')  ~  f(''')g{l)  est  divisible  par  X — X',  si  l'on  développe  en  mettant  en 
évidence  le  l'acteur  X — X'  dans  la  différence  de  deux  termes  déduits  l'un  de  l'autre  par  la  permu- 
tation de  X  et  de  X\  si  l'on  divise  ensuite  par    X  — X',     il  reste  la  relation  involutive 

XX'(AB'— BA')-(-(X-hX')(AC'  -CA')-I-BC'-CB'  =  0, 
qui  n'est  identique  que  si  l'on  a 

A  -  J.  -  ^ 

A'   ~  F   ~  'C' 
c'est-à-dire  si  /"(X)  et  rj(k]  sont  proportionnels. 

6°  Proposons-nous  de  déterminer  les  points  doubles  d'une  involution  définie  au  moyen  d'une 
équation  de  la  forme 

Il  suffit  de  disposer  de  o  de  façon  que  l'équation  du  second  degré  en  X  ait  ses  racines  égales,  c'est- 
à-dire  de  façon  que  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  par  rapport  à  X  et  par  rapport  à  une 
variable  d'homogénéité  v  que  nous  regarderons  ensuite  comme  égale  à  1,  aient  une  racine  commune. 
On  a  ainsi  simultanément 

/■'>.-p3'x  =  0,  f:-pg'.^  =  0. 

On  doit  donc  avoir  l'égalité 

Telle  est  l'équation  du  second  degré  aux  paramètres  des  points  doubles.  On  reconnaît,  tous  calculs 
effectués,  que  cette  équation  est 

X-,AB'  —  BA')  +  2X{AC'  —  CA';  -h  BC  —  CB'  =  0. 

7°  Voici  une  autre  méthode  pour  traiter  les  deux  derniers  problèmes.  On  [leul  mettre  l'équation 
/■(X)  —  ?3(X)  =  0     sous  la  forme 

(A  —  A'p)X2  4- (B  —  B'?)X  H-  C  —  C?  =  0 . 
On  en  déduit 

.       .  B  — B'p  ..,        C-C'o 


A  — A'?  \  —  .\p 

On  voit  ainsi  qu'on  peut  regarder  X-i-X'  et  XX'  comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point 
variable  d'une  droite.  Il  existe  donc  entre  XX'  et  X-t-X'  une  relation  entière  et  du  premier  degré, 
c'esl-à-dire  une  relation  involutive  entre  X  et  X'. 

On  a  les  points  doubles  de  l'involution  en  exprimant  que  l'équation  du  second  degré  en  X  a  ses 
racines  égales.  On  obtient  la  condition 

(B  —  B'p)2  -  4(A  —  A'?)(C  -  G?)  =  0, 
ou 

(B'-  -  4A'C')?2  _  2?(BB'  -  2AC'  -  2CA')  -F  B-  —  4AC  =  0. 

On  obtient  ainsi  deux  valeurs  de  p.  L'équation  correspondante  f(k)—pg{l)=0  admet  une  racine 
double  qui  est  aussi  racine  de  l'équation  dérivée  /"'(X)  —  pg\l)  =  o,  laquelle  est  du  premier  degré  el 
donne  le  paramètre  X  du  point  double  correspondant  en  fonction  de  a. 
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7.  Distinction  entre  les  involutions  à  points  douhles  réels  et  les  involutions  à  points  doubles  imagi- 
naires conjugués.  —  Supposons  que  la  droite  qui  porte  l'involutiou  soit  réelle  et  que  les  coeflicients  de  la 
relation  involutive  soient  réels;  alors,  l'involulion  contient  une  infinité  de  couples  réels.  Prenons 
comme  paramètre  d'un  point  M  l'abscisse  x  de  ce  point  à  partir  d'une  origine  prise  sur  la  droite,  et 
supposons  que  la  relation  entre  les  abscisses  x  et  x'  de  deux  points  M  et  M'  correspondants  soit  de  la 

forme 

Axx'  -i-\i(x-i-x')-hC  =  0, 

A  étant  difierent  de  0.  L'involulion  admet  alors  deux  points  doubles  à  distance  finie. 

Nous  avons  vu  que  si  a   et   a'   sont  les  abscisses  de  deux  points  fixes  correspondants   P   et  P',    la 

relation  involutive  peut  s'écrire 

(j  —  a){x'  —  a)  _ 

(a? — aO(a;'  —  a'} 
Nous  supposons    «    e(    '/'    réels;  alors,    li    est  réel.   De  cette  relation,  on  déduit  l'équation  aux 
abscisses  des  points  doubles 

{3!  -  a)-   ^  , 
{x  -  a'Y- 
Pour  que  les  points  doubles  soient  réels  et  distincts,  il  faut  et  il  suffit  que  ion  ait    /*  >  0.     Si 
/t  <  0,    les  points  doubles  sont  imaginaires  conjugués;  si    /«  =  0,     l'involution  est  singulière. 

Donc,  dans  une  involiition  à  points  doubles  réels  et  distincts,  entre  deux  couples  de  points  corres- 
pondants M  et  M'  d'abscisses  x  et  x',  P  et  P'  d'abscisses  a  et  a\  on  a  l'inégalité 

ix  —  a){x/  —  o) 
[x  —  a'){x'  —  a') 
Cette  inégalité  exprime  que  les  deux  segments  MM'  et  PP   n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre. 
Au  contraire,  dans  une  involution  à  points  doubles  imaginaires  conjugués,  deux  segments  limités 
par  des  couples  de  points  correspondants  empiètent  l'un  sur  l'autre. 
Ces  deux  cas  s'excluant  l'un  l'autre,  les  réciproques  sont  vraies. 

Lorsque  ^  =  0,  l'involution  est  singulière;  deux  segments  limités  par  des  couples  de  points 
correspondants  ont  une  extrémité  commune. 

Nous  avons  supposé    A  9^  0.     Si     A  =  0    la  relation  involutive  se  réduit  à 

B(x  +  a;')H-C  =  0. 
L'un  des  points  doubles  est  à  l'infini.  La  relation  exprime  que  le  milieu  de  tout  segment   MM'    est 
fixe;  il  coïncide  d'ailleurs  avec  le  second  point  double.  Dans  ce  cas  encore,  deux  segments  tels  que  MM' 
n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre. 

8.  Théorémk.  —  //  existe  une  involution  et  une  seule  contenant  deux  couples  de  points  donnés  distincts. 
Si  AXX'  -H  B(/.  +  X)  +  G  =  0  est  la  relation  qui  définit  l'involution  cherchée,  et  si  a,  a',  p,  ^'  sont  les 
paramètres  des  deux  couples  de  points  P,  P'  et  Q,  Q',  on  a 

Aaa' +  B(a  +  a') -H  C  =  0, 
A^^'+B(p+P')-^C  =  0. 
C'est  un  système  de  deux  équations  linéaires  et  homogènes  aux  inconnues  A,  B,  C.  Si  les  couples 
P,  P'  et  Q,  Q'  sont  distincts,  l'un  au  moins  des  déterminants  mineurs  déduits  du  tableau  rectangulaire 
formé  par  les  coefficients  des  inconnues  n'est  pas  nul,  et  le  système  admet  une  Infinité  de  solutions 
proportionnelles  entre  elles  qui  définissent  une  seule  et  même  involution  contenant  les  deux  couples  de 
points  donnés. 

9.  Théorème.  —  Deux  involutions  distinctes  ont  un  couple  de  points  commun  et  un  seul. 
Soient 

AXX'  -H  B(X  +  X')  -H  C  =  0,  A'XX'  -f-  B'(X  +  X')  +  G'  ==  0 

les  relations  qui  définisssent  les  deux  involutions.  Ces  deux  relations  forment  un  système  d'équations 
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linéaires  aux  inconnues   U'    el    X  4-  À'.     Comme    A,  B,  C    ne  sont  pas  proportionnels  à    A',  B',  G',  ce 
système  admet  une  solution  et  une  seule,  Unie  ou  intinie.  Il  en  résulte  une  solution  et  une  seule  en 

i  et  y. 

10.  DroilPS  en  involuiion.  —  En  vertu  du  principe  de  dualité,  la  théorie  précédente  s'applique  sans 
modification  aux  droites  variables  autour  d'un  point  lixe,  du  moins  dans  les  parties  où  il  ne  s'agit  pas 
de  distinguer  les  éléments,  points  ou  droites,  à  l'infini  des  autres  éléments  du  plan. 


SUR  LES  DERIVEES  DE  LA  FONCTION      x''x  f[u),      u  =  Log  a:. 

par  -M.  G.  Fontené. 


1.  Dans  le  Recueil  d'exercices  de  Frenet,  la  dérivée  d'ordre  n  de  la  fonction  y  =  x''  Log  x  est 
calculée  au  moyen  de  la  formule  de  Leibniz  relative  à  la  dérivée  d'un  produit  :  cela  donne  un  expression 
compliquée  pour  la  constante  A,  dont  on  trouvera  plus  loin  une  expression  très  simple.  En  considé- 
rant la  fonction 

(1)  y=x''Xf[n),  M  =  Logx, 
1 

comme   on   a      u' =  — .      on  voit  qu'il  vaut  mieux  procéder  de  proche  en  proche  à  cause  des  réductions 

X 

i 

x>' X —  =  xP"',  . .  .,     qui  s'effectuent  dans  le  cours  du  calcul;  d'ailleurs,  la  présence  du  facteur  xp  n'a 

X 

qu'une  importance  secondaire.  Le  résultat  auquel  on  arrive  peut  s'énoncer  ainsi  : 
La  dérivée  d'ordre  n  de  la  fonction  y  a  pour  expression 

(2)  yJ")  =  pip-l)  ...{p-n  +  i)x'-'y(u)  +  A/»  +  A.f'Xu)  ^  ■  ■  ■  +  Kf'"\u)], 
les  A  étant  les  coefllcients  des  puissances  de  /(  dans  le  développement  du  produit 

p  =  (i4-A)(i^-i--)...(i  +  — ^ 

P  /  \  P  -  i  /         \  p  —  n  -\- 

2    L'exemple  cité  au  début  fait  bien  comprendre  le  rôle  du  produit  P.  Soit 

y  =  .ï^  X  Log  X  ; 
considérons  Log  a;  comme  la  limite  d'une  expression  algébrique,  et  écrivons 

xHx''  —  1  ) 


lim 


A=0 


ou  encore 


on  a  immédiatement 


h 


y  =  limj_„- 


yM  —  p(^p  _  j)  _    _  (^  _  „  _i_  l)a;f'-"  lim,,^ 


P.r"  -  1 


h 
=  p(p -[)...  (p_„^i)x"-"lim,^„[p^^^  +  l^l 

=  P{P  —  1)  •  •  •  (?^  —  "  -+-  1  )x''~"  (Log  a;  +  A,), 


Al  étant  le  coefficient  de  h  dans  le  développement  du  produit  I'. 
Un  calcul  analogue  pourrait  être  fait  pour  la  fonction 

y  =  x''x{Logx)"', 
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m  étant  entier  et  positif,  et  l'on  passerait  de  là  au  cas  où  l'expression  f{u)  est  un  polynôme  entier  en  u. 

3.   Lorsque  p   est  entier  et  positif,  ou  nul,  dès  que  l'on  prend  n   supérieur  à  p,   l'expression  (2) 

prend  la  forme  illusoire    0  X  as  ;     cela  tient  à  ce  que  l'on  a  mis  en  évidence  le  facteur    p(p  —  1)  ... 

(p  — n+1).     U  faut  alors  supprimer  le  facteur  nul  dans  ce  produit,  et  remplacer  le   crochet  par 

l'expression 

fia)  -H  B,/"'(n)  +  B,/""(u)H-  •■■  H-  U„_,/'W(«), 

les  B  étant  les  coeflicients  des  puissances  de  h  dans  le  développement  d'un  produit  Q  qui  diffère  du 
produit  P  par  la  suppression  du  facteur  infini. 
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1186.  —  /-'tant  donnés  dans  le  plan  des  xii  l'ellipse   (E) h  ^ —  1=0    et  dans  le  plan  varia- 

a-         h^  ' 

ble     z  =  mx     le  cercle  (C)  décrit  sur  l'axe  de  l'ellipse  comme  diamètre  : 

1°  Discuter  la  nature  de  la  quadri(]ue  de  révolution  (S)  gui  passe  par  les  coniques  (C)  et  (E). 

2°  Trouver  les  lieux  des  foyers  et  des  sommets  des  méridiennes  du  plan  des  zx  des  quadriqucs  (S). 

3»  Trouver  le  lieu  des  génératrices  des  surfaces  (S)  qui  passent  par  un  point  donné  de  l'ellipse  (E). 

4»  En  supposant  que  b  varie  en  même  temps  que  m  et  que  la  quadrique  (S)  soit  un  cylindre,  trouver 
l'enveloppe  des  génératrices  de  ce  cylindre  contenues  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  plan  des  zx. 

1.  Les  coniques  (C)  et  (E)  ayant  même  centre  0,  toute  quadrique  passant  par  ces  deux  coniques 
a  aussi  pour  centre  le  point  0.  Si,  de  plus,  la  quadrique  est  de  révolution,  le  plan  du  cercle  (C)  est  le 
plan  principal  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  et  la  quadrique  est  circonscrite  le  long  du  cercle 
(C)  à  la  sphère  qui  admet  (C)  pour  grand  cercle.  Il  en  résulte  que  l'cquation  de  la  quadrique  (S)  est 

de  la  forme 

X- -+-  y- -+.z^—b'-h >(:  —  mxf  =  0, 

X  étant  déterminé  par  la  condition  que  la  surface  contienne  l'ellipse  (E).    On  obtient  ainsi  aisément 

c~ 
X  = —-  ,     c'^  désignant  comme  d'habitude  la  différence    a*  —  b-. 


a'm^  " 


X»  +  »/  +  z"-  —  b^ ^  (:  —  mxy  =  0, 


L'équation  de  la  surface  (S)  est  donc 

ou,  en  développant, 

b-m'^x-  +  ahn^y"'  -H  {c?m^  -  c'')z-  -t-  Imc-xz  —  n-ô^/ïi-  =  0 . 
Pour  déterminer  la  nature  de  cette  quadrique,  on  peut  décomposer  en  carrés  le  premier  membre 
de  son  équation,  on  obtient  sans  difficulté 


[bmx  +  -^  :  j  -+-  a-m'^y-  -+-  «^/'^s  _  1_  U^  _  arb-m''-  = 


0. 


c' 


On  voit  ainsi  que  si  m^  est  plus  petit  que  — -i    la  surface  (S)  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ;  si 

C" 

m'  est  plus  grand  que  —  >    cette  surface  est  un  ellipsoïde;  enfin  dans  le  cas  limite  où  m^  est  égal  à 
7—,    la  surface  est  un  cylindre . 

2.  La  méridienne  située  dans  le  plan  des  zx  a  pour  équation 

f[x.  :)  ^  h-m-x-  -+-  (a-m^  —  c-)z-  -r  2wc-.r:  —  a-lrm-  =  0. 
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Lieu  des  sommets.  —  Les  axes  de  cette  conique  sont  les  droites     z  =  mx     et     z  — 


Nous 


aurons  donc  le  lieu  des  sommets  en  remiilaçant  dans  l'équation  de  la  conique  m  successivement  par 


—  et  par    

X  z 

En  remplaçant  m  par  -^  <    on  obtient 

X'-  -H  :^  -  h-  =  0. 

équation  qui  représente  un  cercle.  En  remplaçant  ensuite  m  par     — -,  on  a 

(a,-2  _H  z'-){b-x-'  —  c-:-)  —  a'b-x-  =  0, 
qui  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  aux  axes  Or  et  0;.  On  la  cons- 
truit aisément  en  la  coupant  par  des  droites  passant  par  l'ori- 
gine z  —  Ix.  Les  asymptotes  sont  en  évidence,  ce  sont  les 
droites  Ij-x-  —  c-z-  =  0.  Enfin  l'origine  est  un  point  double 
isolé,  et  les  tangentes  sont  confondues  avec  0:. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  d'un  cercle  et  d'une 
courbe  du  quatrième  degré. 

Lieu  des  foyers.  —  On  peut  déterminer  les  foyers  par  l'in- 
tersection des  axes  et  d'une  des  hyperboles  focales,  par 
exemple 

flp,  —  'tmc'fix,  z)  ^  0, 
ou 

(Irm-x  -\-  mc-z)[(a-m-  —  c-)z  -+-  mc-x]  —  mc-[b-m-x-  +  (a-m-  —  c'^)z'-  -+-  îimc-xz  —  a-b^m-]  —  0 
ou,  en  simplifiant 

(^b-tii- —  c-)xz  +  b-c-ni  =  0  ; 

z                            X 
il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  cette  équation  m  successivement  par  — et  par pour  avoir 


le  lieu  des  foyers.  On  trouve  ainsi  les  deux  coniques 


X- 

c- 


j2 


1  =0. 


3.  Les  génératrices  de  la  surface  (S)  qui  passent  par  le  point  P^ao,  yo,  0)  de  l'ellipse  (E)  sont  à 
l'intersection  de  la  surface  et  du  plan  tangent  au  point  P. 
Reprenons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

c' 


x'+y- 
celle  du  plan  tangent  au  point  P  est 


■6- 


■  mxY  ; 


î/2/0  —  62  = 


c-Jol":  —  mx) 


a-m 


et  pour  avoir  le  lieu  des  génératrices  qui  passent  par  le  point  P,  il  suffît  d'éliminer  in  entre  ces  deux 
équations.  Cette  élimination  se  fait  très  simplement  en  élevant  les  deux  membres  de  la  seconde  équa- 
tion au  carré  et  en  divisant  membre  à  membre.  On  obtient 


{xxo-{-yrjo —  b-'f- 


2     ^ 
C  Xq 


(x' 


■r 


■b'-\  ==0. 


11  est  aisé  de  voir  que  celte  équation  représente  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  P  et  qui  est 
circonscrit  à  la  sphère    x-  -+-  î/^  -t- 1-  —  h-  =  0.     En  effet  l'équation  de  ce  cône  est 
(xxo 4-  y î/o  —  b-f  —[xl-^yl—  b-)(x-  -i-r/-^:.^—b-)  =  0. 
Mais  comme  le  point  P   est  sur  l'ellipse  (E),  on  a 


GKO.MCTillK  ANALYTIQUK 


333 


et  par   siiilo     a'oH-J/ii—  ^"  =  ■' vi — 


bixl  -+-  a^yl  —  a^ù-^  =  0        ou         yl  —  /y-'  = 

h-Xri  c'-jv-. 


bixi. 


.2  ' 

4.   La   surface    fS)    est    im    cyliiuln'  quaml   on    a     m-  =  -— i    ou     />-  = ,     et   par    suite 

/i-  m-  H-  l  ' 

Remplaçons    //^  et  c-    par  ces    valeurs  dans  réqualion  de  iS),  nous  obtenons,  toutes 


a-m- 

réductions  faites, 

X-  -+-  y-{m^  -f- 1  )  +  m-z-  +-  âma-:  —  r/^  =  0. 

r^e  plan     y  —  h     coupe  ce  cylindre  suivant  les  deux  droites 

X-  +  m'z-  -+-  2»ta:  +  hHnC'  +  \) —  a-  =  0, 

et  pour  avoir  leur  enveloppe,  nous  ordonnons  cette  équation  par  rapport  à  m,  ce  qui  donne 

m-{z-  +  h-)-h^mxz  -^x'^-^h^  —  a'  =  0, 

et  nous  écrivons  que  cette  équation  a  une  racine  double.  Nous  avons  ainsi 

x-z'^  —  (I-  +  h''){x-  -H  h-  — U-)  =  0 
ou 


X- 


1  =0. 


a-'  -  If'        h' 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  si  //-  est  plus  petit  que  a^  et  une  ellipse  imaginaire  si 
h-  est  plus  grand  que  a-. 

Remarques  géométriques.  —  1.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  la  surface  (S)  était  circonscrite  le  long 
du  cercle  (C)  à  la  splirre  ()L<  i\m  a  pour  centre  le  point  0  et  poiii-  rayon  b.  Soit  01.  la  trace  du  plan  du  corcle 

(G)  sur  le  plan  des  sx;  désignons  par  D  et  U'  les  points  de  rencontre  de 
cette  droite  et  de  la  surface,  nous  avons  OD  =  OD'  =  b.  La  perpendi- 
culaire OH  à  la  droite  OL  dans  le  plan  :0x  est  l'axe  de  révolution. 

Puisque  le  plan  de  l'cquatcur  coupe  la  surface  suivant  un  cercle  réel, 
cette  surface  ne  peut  être  qu'un  ellipsoïde,  ou  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  ou  un  cylindre.  La  nature  de  celte  surface  sera  donc  bien  indiquée 
par  la  nature  de  sa  méridienne  dans  le  plan  des  :x.  Or  cette  courbe  a  pour 
sommets  D,  D'  et  passe  par  les  sommets  A  et  A'  (situés  sur  O-c)  de  l'el- 
lipse (E).  Par  le  point  D  menons  une  perpendiculaire  à  OL,  et  désignons 
par  E  le  point  où  cette  droite  rencontre  OA.  Si  OE  <  OA,  la  méridienne 
OE  >  OA,    c'est  une  ellipse;  si    OE  =  OA,    la  méridienne  se  compose  de  deux  droites 


est  une   hyperbole  ;  si 
parallèles.  Posons    a  = 


a;OL,    nous  avons      tg  ï  =  »i,     et     OE 


OD 


ou     OE  =  b\/»t'-}-i.      l,a 


1  <  a     ou      »!*  < 


b^ 


COS  a  eos  a 

.\ous  retrouvons  les  conditions  obtenues 


condition     OE  <  OA     équivaut  à    by/m 

précédemment. 

2.  iî'eîi  des  somwiefs.  —  Le  lieu  des  points  D  et  D'  est  le  cercle  de  centre  0  etde  rayon  b.  Cherchons  main- 
tenant le  lieu  des  sommets  situés  sur  l'axe  de  révolution  OH.  Pour  que  ces  sommets  soient  réels  il  faut  que  la 
méridienne  soit  une  ellipse.  Soit  G  l'un  de  ces  sommets  ;  comme  la  méridienne  passe  par  le  point  A,  nous 
avons  entre  les  coordonnées  01  et  lA  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  Od  et  OD  la  relation 


lA- 


OD- 


=  1. 


Soient  o  et  w  les  coordonnées  polaires  de  G  par  rapport  à  l'axe  polaire  0.c,    p  =  OG,     w  =  icOG. 
avons    lA  =  OA  sin  xOL  =  —  a  cos  w,     01  =:  asin  lo,     et  par  suite 

a'  cos'  (o        a-  sin'  (u 


iXous 


ou 


^         b'- 
a-b-  cos^  (O 


=  f, 


'  6*  —  a-  sin'  tu 

C'est  l'équation  en  coordonnées  polaires  du  lieu  du  point  G. 
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Lieu  des  foyers.  —  Si  la  méridienne  est  une  hyperbole,  les  foyers  réels  sont  situés  sur  l'axe    OD  ;    dési- 
gnons par  F  l'un  de  ces  points  et  cherchons  le  lieu  de  ce  point  en  coordonnées  polaires,    p  =  OF,     i»  =  .-cÛF- 


Nous  aurons  dans  cette  hypothèse 

6^ 


lA' 


ou 


p2  _  J2 


a-  sin-  tu 


1, 
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ou,  en  passant  en  coordonnées  rectilignes, 

0-  c'- 
Si  la  méridienne  est  une  ellipse,  OD  est  son  petit  axe  puisque  OD  <  OA,  les  foyers  réels  sont  sur  OH. 
On  pourrait  avoir  le  lieu  de  ces  points  par  un  procédé  analogue  au  précédent,  mais  il  estplus  simple  d'observer 
que  si  <I'  désigne  l'un  de  ces  foyers,  le  cône  ayant  pour  sommet  ce  point  et  pour  directrice  l'ellipse  (E)  est  de 
révolution  {*).  Par  suite  le  lieu  du  point  *  coïncide  avec  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  pas- 
sent par  l'ellipse  (E).  On  sait  que  ce  lieu  est  une  hyperbole,  située  dans  le  j.lan  perpendiculaire  au  plan  de 
l'ellipse  mené  par  le  grand  axe  de  cette  ellipse,  et  admettant  pour  sommets  les  foyers  de  l'ellipse  et  pour  foyers 
les  sommets  de  l'ellipse. 

3.  Toute  génératrice  de  la  surface  (S)  est  tangente  à  la  sphère  (S)  au  point  où  elle  rencontre  le  cercle  (C). 
Le  lieu  des  génératrices  passant  par  le  point  P  est  donc  le  cône  de  sommet  P  et  circonscrit  à  la  sphère. 

4.  Si  la  surface  (S)  est  un  cylindre,  la  perpendiculaire  menée  au  point  D  à  la  droite  OD  passe  par  le  point 
A,  et  les  génératrices  sont  parallèles  à  DA.  Coupons  ce  cylindre  par  un  plan  parallèle  au  plan  :0x  et  a  une 
distance  /*  de  ce  plan .  11  est  aisé  de  construire  les  projections  sur  le  plan  des  zx  des  génératrices  d'intersection. 

Il  suffit  pour  cela  de  rabattre  le  plan  du  cercle  (C)  sur  le  plan  zOx  au- 
tour de  DD'.  Sur  la  perpendiculaire  à  DD'  menée  parle  point  G  nous 
prenons  OH  =  h  ;  par  le  point  H  nous  menons  une  parallèle  à  DD' 
qui  rencontre  le  cercle  rabattu  aux  points  K  et  K',  et  par  ces  points 
nous  menons  des  parallèles  fi  et  Ct  à  AD.  Ce  sont  les  droites  cher- 
chées. Elles  ne  sont  réelles  que  si    /(  <  OD,    ou    h  <  a. 

Cela  posé,  abaissons  AP  perpendiculaire  sur  G,  je  dis  que   OP   est 
constant.  En  effet 

ôp-  =  ôi--f-ip-. 

Or  ÏÏÎ'  =  ÏÏk'  =  ÔR'  —  ÔÏÏ-  =  6^  -  li^, 

W  =  ÂB"  =  ÔÂ-  —  ÔD^  =  «2  _  li^ 
donc  ÔP-  =  n2  _  k"-. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  un  cercle  (i^),  et  par  suite  l'enveloppe 
de  la  droite  G  est  une  conique  admettant  le  point  A  pour  foyer  et  le  cercle  (i')  comme  cercle  principal.  Comme 
le  point  A  est  extérieur  à  ce  cercle,  la  conique  est  une  hyperbole. 

J.  IIAAG,  soldat  au  69'  de  ligne,  à  Nancy. 
Boanes  solutions  p.ii'MM.  U.  Bouvaist;  DuLisiBKnT,  l'i  firpiiolile  ;  .1.  Marciul. 


1191.  —  On  considère  la  droite  D  qui,  rapporléc  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  a  pour 
équations     s  ^  0,     x  =  a. 

i"  Equation  de  lu  sur/ace  S  engendrée  par  les  droites  a  qui  rencontrent  la  droite  D,  l'axe  des  z  et  font 
avec  ce  dernier  l'angle  constant  a. 

2"  Construire  les  sections  de  la  surface  S  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et  les  défi- 
nir géométriquement. 


C)  D'après  le  théorème  suivant  :  Etant  donnée  une  quadrique  de  révolution,  le  cAne  qui  a  pour  sommet  un  foyer  de  la 
méridienne  situé  sur  l'axe  de  révolution  et  pour  directrice  une  section  plane  quelconque  de  laquadrique  est  de  révolution. 
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3"  Construire  le  contour  apparent  de  la  surface  S  sur  le  plan  des  yz. 

4°  Enveloppe  des  plans  directeurs,  menés  par  l'origine,  des  paraboloides  des  normales  de  la  surface  S, 
la  lieu  de  leurs  sommets  e.t  le  lieu  de  leurs  axes. 

^°  Désignons  par  ),  l'ordonnée  du  point  où  la  droite  rencontre  0:  et  par  u,v,w  les    paramètres 

directeurs  de  celte  droite  ;  les  équations  de  celte  droite  seront 

X  y  z  —  À 

u  V  w 

et  nous  aurons  d'abord 

COS-  a  = 


U-  -I-  y-  -(-  !(•- 

puis,  en  écrivant  que  la  droite  rencontre  celle  dont  les  équations  sont     :  =  0,     x  =  a, 

air  -4-  MA  =r  0. 
Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  u,  y,  ir  et  '/■  entre  ces  équations  ;  l'élimination  de  u,  v,  ir  donne  d'abord 

x--^y-  =  (z— Xy- tg-  I, 
a(:  —  X)  -i-lx  =  0; 

la  seconde  donne    >■  =  —^ —     et  la  première  devient  ensuite 
a  —  X 

(1)  (x--hy'){x  —  ay-=  k^xH\ 

en  posant  A-  =  tg  a. 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  :  elle  représente  une  surface  du  i|uatricme  degré  qui  admet  pour 
lignes  doubles  l'axe  des  :  et  la  dioile  I). 

2°  La  section  par  le  plan  :  =  0  se  compose  de  deux  fois  la  droite  D  et  des  deux  droites  iso- 
tropes issues  de  l'origine. 

La  section  par  le  plan     z  =  h    se  projette  suivant  la  courbe 

{x—aY{x-+y-)-~bh--  =  0, 
en  posant    b  =  kh  ;    celle  équation  peut  aussi  être  regardée  comme  étant  celle  de  la  section  dans  son 
plan,  quand  on  prend  pour  axes  deux  parallèles  à  Ox  et  ()'/.  Kn  transformant  l'équation  à  l'aide  des 

coordonnées  polaires,  on  obtient    p  = h  b,    ce  qui  montre  que  la  projection  sur  le  plan  des  xy 

COS  (o 

est  une  conchoïde  de  Nicomède  ayant  pour  pôle  le  point  0  et  pour  directrice  la  droite  D.  Si  6<i,  le 
point  0  est  un  point  double  isolé  ;  si  6>a,  c'est  un  point  double  ordinaire,  et  enlin,  si  b  =  a, 
c'est  un  point  de  rebroussement. 

La  section  par  le  plan  x  =  0,  se  compose  de  deux  fois  l'axe  des  z  el  de  deux  fois  la  droite  à  l'in- 
fini du  plan  des  yz  ;  il  fallait  s'attendre  à  ce  dernier  résultat,  car  cette  droite  à  l'inDni  est  aussi  une  géné- 
ratrice double  de  la  surface.  La  section  par  le  plan    x  —  h    a  pour  projection  sur  le  plan  des  yz 

{h  —  a)'2(/i=  +  ?/)  —  k'-hh-  =  0  ; 
c'est  une  hyperbole  dont  les  axes  sont  fixes. 

La  section  par  le  plan  des  ;j;,  y  =  0,  se  compose  de  deux  fois  l'axe  des  ;  et  de  deux  autres  droites 
X  —  a  =±kz    dont  nous  expliquerons  l'existence  géométriquement.  La  section  par  un  plan  parallèle, 

y  :=  h,  a  pour  équation 

{x—af{x^-i-h-)  —  kVx-  =  0; 

c'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à  Ox,  ayant  pour  asymptotes  les  deux 
droites  x  —  a  —  ±kz,  c'est-à-dire  les  deux  droites  de  la  surface  qui  sont  dans  le  plan  des  zx,  et 
ayant  pour  point  double  le  point  de  Ox  dont  l'abscisse  est  a.  L'équation,  résolue  par  rapport  à  i,  donne 

_,  ^  {x-af{x^-^h^-)  . 

""  ~  k^x- 

nous  voyons  que    :    est  toujours   réel,  qu'il  est  nul  pour    x  —  a,     infini  pour    x  =  ±30      et  pour 
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X  =  0  ;  nous  pouvons  donc  penser  que  z^  part  de  l'infini,  décroît  jusqu'à  un  certain  minimum,  et 
croît  jusqu'à  +»,  quand  x  varie  de  — ce  à  0  ;  puis,  que  s^  décroît  de  l'inlini  à  0,  quand  x 
varie  de  0  à  a;  et  enfin  qu'il  croît  de  0  à    -)- oo ,     quand  a;  va  de  a  à     +  oc  .     Il  n'y  a  qu'à  prendre  la 

3/ 

dérivée  de  z-  pour  vérifier  tous  ces  résultats  ;  le  min'mum  a  lieu  pour    x  —  —  vah^.     La  courbe  est 
dès  lors  aisée  à  figurer.  Quand  h  augmente,  les  coordonnées  du  point  où  z^-  est  minimum  vont  en  aug- 
mentant. 

3.  Les  points  du  contour  apparent  relatif  au  plan  des  j/:  sont  ceux 
pour  lesquels    /';  =  0.     Ces  points  vérifient  donc  les  deux  équations 

(,!■  —  afix^  -+-  if)  —  k-x^z^  =  0, 
et 

{x  —  a)(x2  -t-  ?/-)  +  -lix  —  a)-  —  li-xz"  =  0. 

Nous  aurons  le  contour  apparent  sur  le  plan  des  ;/;  en  éliminant  x 

X 

en  portant  celte  valeur  dans  la  seconde  et  supprimant  le  facteur    x  —  a, 

il  vient  d'abord 

x-(x  —  a)-\~a{x'^  +.y")  =  U, 
puis 

.r'  -h  flî/^  =  0. 

Multiplions  l'équation  de  la  surface  par    x  —  a     et  remplaçons  dans 

le  dernier  terme    x-(x  —  a)     par    —  a{x'-  -h  ?/-),     nous  aurons 

{x  —  aY  -+-  al{-:--  —  0. 

Nous  avons  donc  successivement 

x=  -  ymf\ 


ou 


entre  ces  deux  équations;  orlapremière  donne     k-xz 


X  =^  a  —  ^/akV  ; 
par  conséquent  ré([uation  du  contour  apparent  est 

ya¥z-  —  Vay-  —  a, 

(2)  (A-:.)"^-?/^  =  a"5. 

Cette  équation  représente  la  développée  d'une  hyperbole,  de  l'hyperbole 


où 


ak 


k'- 


1 


r' 

et 


?>■' 


4.  On  sait  que  les  normales  à  une  surface  réglée  le  long  d'une  génératrice  engendrent  un  paraboloïde 
droit  que  l'on  obtient  en  considérant  cette  génératrice.  G,  et  la  génératrice  infiniment  voisine  G',  puis 
une  droite  qui  glisse  sur  les  deux  en  restant  perpendiculaire  à  G  ;  cela  donne  d'abord  un  paraboloïde 
droit  qui  se  raccorde  avec  la  surface  tout  le  long  de  G;  on  le  fait  tourner  ensuite  d'un  angle  droit  autour 
de  G.  Appelons  P  le  premier  paraboloïde,  et  Pi  le  second. 

Les  jilaiis  directeurs  do  P  sont  le  plan  normal  à  G  et  le  'plan  mené  par  G  parallèlement  à  la  géné- 
ratrice inliniinent  voisine  (i  ;  ceux  lie  P,  s'obliendronten  taisant  tourner  ceux-ci  d'un  angle  droit  autour 
de  G. 

Or,  si  on  pose  y  =  x  tgtp,  l'équation  de  la  surface  donne  .r  —  a  —  ±  kzcoso;  nous  pouvons 
donc  prendre  pour  équations  générales  des  génératrices 

1/  =  rlgo  et  X  —  n  —  /,:  cos  o. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


3S7 


Les  paramètres  directeurs  de  celle  droite  sont  ces  9,  sin  9,    —  et  ceux  de  G'    cos=>  4- -\cos  », 

k  ' 


sin  o 


A  sin  cp    et  —  ;  le  plan  qui  contient  leurs  directions  est  donc 
k 


COScf. 


y 

sin  ç. 


cosci+Acostp     sintf  4- û  sin  a     y- 


=  0 


OU 


COS  !f> 


sino     — 

n 


A  costi      A  sin  o     0 


=  0; 


si  nous  divisons  la  dernière  ligne  par  Af  et  que  nous  fassions  tendre  A'i  vers  0,  nous  aurons,  à  la 

limite, 

X  y  : 


COS  o 


I 

sm  =■      -7- 


0 


/,• 
sin  s.       coso      0 
ou  X  cos  (j.  -t-  ij  sin  es  —  /.:  —  0. 

Le  plan  ilirecleur  de  P,  contient  la  normale  à  ce  plan  et  la  direction  de  G  ;  il  a  donc  pour  équation 

X  y         z     \ 

cos  o     sin  o     —  /; 


1 

cos  o     sin  o     — 


=  0. 


ou  a-sino  —  y  cos  Ç' =  0. 

L'autre  [ilan  directeur  est  perpendiculaire  à  la  droite  G.  Les  deux  plans  directeurs  de   Pi  sont  donc 

ix  sin  o  —  y  cos  ç  =  0, 
X  cos  <i)4-J/smç+  —  =  0; 
le  premier  enveloppe  Taxe  des  i,  le  second  enveloppe  le  cône 


(4) 


^'^y'  =  u- 


Le  sommet  du  paraboloïde   P,  coïncide  avec  celui  du  paraboloïde  P;  il  est  à  l'intersection  delà 
génératrice  G  avec  celle  de  l'autre  système  qui  est  perpendiculaire  au  plan  directeur  relatif  à  la  droite 

G;  or  celui-ci  a  pour  équation 

X  sin  cp  —  y  cos  o.  =  0  ; 
il  faut  donc  trouver  les  équations  de  la  normale  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan  :  ce  sont 

(X  —  x)  cos  tp  +  (Y  —  ■;/)  sin  y  =  0 
Z  -  :  =  0, 
(,T,  1/,  :)  étantlepied  de  cette  normale,  point  qui,  par  hypothèse,  est  situé  sur  la  droite  G.  D'ailleurs  les 
coordonnées  du  pied  de  la  normale  vérifient  les  équations  /";  cos  cp  +fj,  sin  cp  =  0  et  /î  =  0  ;  la 
dernière  est  indépendante  de  cp;  donc,  avec  l'équation  de  la  surface  f(x,  y,  z)  =  0,  elle  définit  le  lieu 
du  sommet.  Or  /":  =  0  se  réduit  à  xH  =  0;  le  lieu  des  sommets  est  donc  la  droite  D,  ou  0:,  ou 
les  deux.  Or  pour  3  =  0,  x  =  0,  les  trois  dérivées  partielles  sont  nulles  ;  par  suite  les  équations 
fr  cos  cp  -H  /"j;  sin  cj>  =  0  et  /":  =  0,  tout  en  étant  vérifiées,  n'expriment  pas  que  la  normale  est  paral- 
lèle à  ,1a  direction  sincp,  — coscf,  0.  Cela  n'a  pas  lieu  pour  les  points  de  0:;  donc  le  lieu  des 
sommets  se  confond  avec  0:. 
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Le  point  de  rencontre  de  G  avec  0:  a  pour  coordonnées  0,  0, 


k  costp 
pour  paramètres  cos  (f,  sin  o,  —  k;     donc  l'axe  lui-même  a  pour  équations 


;     la  direction  de  l'axe  a 


y 


k  cos  o 


cos  <p  sin  (f.  —  k 

En  égalant  le  premier  rapport  au  dernier,  on  trouve 

k'^x  H-  a 


cos  o  = 


puis,  en  égalant  les  deux  premiers, 


sm  o  — 


Le  lieu  de  l'axe  a  donc  pour  équation 

(5)  (k^x-haY(x'  -^  xf)  =  /i^x^K 

C'est  une  surface  de  même  nature  que  la  surface  donnée  :  elle  s'en  déduit  en  changeant  a   en 


«  ,  1 

a  = —     et     k  en    -;- 

n  K 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Haag,  à  Nancy  ;  Parrod,  à  Vesoul . 
Solution  satisfaisante:  M.  J.  Mena,  lycée  de  Nancy. 


Solution  géométrique.  —  1.  Par  tout  point  de  Oi  il  passe  deux  génératrices  :  ce  sont  les  deux  géné- 
ratrices du  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  en  ce  point,  pour  axe,  03  et  pour  demi-angle  au  sommet, 
a,  qui  s'appuient  sur  la  droite  D.  De  même,  par  tout  point  de  D  il  passe  deux  génératrices  :  les  deux  droites 
issues  de  ce  point  dans  le  plan  mené  par  Oz  et  par  ce  point,  et  faisant  avec  O2  l'angle  a  ;  elles  forment  un 
triangle  isocèle  dont  la  base  est  sur  0«  et  dont  l'angle  au  sommet  est  le  supplément  de  2a. 

Il  résulte  de  là  que  Oz  et  D  sont  deux  lignes  doubles  de  la  surface.  Si  on  mène  un  plan  passant  par  la 
droite  0;,  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  confondues  avec  0:  et  suivant  deux  autres  droites. 
Cette  .section  est  du  quatrième  ordre;  donc  la  surface  elle-même  est  du  quatrième  ordre. 

Si  on  considère  un  plan  passant  par  Oz  et  infiniment  voisin  du  plan  des  ijz,  les  deux  génératrices  qui  sont 
dans  ce  plan  sont  infiniment  éloignées  ;  la  surface  a  donc  deux  génératrices  confondues  avec  la  droite  k  l'infini 
du  plan  des  yz.  En  outre  il  y  a  un  point  à  l'infini  sur  chaque  génératrice;  donc  le  cône  directeur  total  de  la  sur- 
face se  compose  de  deux  fois  le  plan  des  yz  et  d'un  cône  de  révolution  ayant  0:  pour  axe  et  pour  demi-angle 
au  sommet  du  cône,  l'angle  a. 

2.  Les  sections  de  la  surface  parles  plans  de  coordonnées  résultent  immédiatement  de  ce  qui  précède  :  celles 

qui  sont  dans  le  plan  des  z.v  et  dans 

le  plan  Aesyz  viennent  d'être  signa- 
lées ;  celle  du  plan  des  xy  se  com- 
pose de  deux  fois  la  droite  D  et  des 

deux    droites   isotropes  issues   du 

point  0,  car  le  cône  de  révolution 

ayant  pour  sommet  0,  pour  axe  0: 

et  pour  demi-angle  au  sommet  a. 

est  coupé  par  le  plan  des  xy  suivant 

les  deux  droites  isotropes  de  ce  plan 

issues  du  point  0. 

Coupons  maintenant  la  surface 

parle  plan     z  =:  h    et  soient   OV, 

O'y'  ses  traces  sur  les  plans  des  5a; 

et  des  yz  ;  soient  en  outre  BC  une 

génératrice  de    la  surface,   C    son 
point  de  rencontre  avec  (D)  et  D  son  point  de  rencontre  avec  le  plan  OVy'.  si  nous  projetons  la  droite  (D)  et 
la  génératrice  sur  ce  plan,  nous  avons  les  trois  points  Û',  E  et  D   qui  sont  en  ligne  droite  et 
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Et)  =  EC  Iga  —\h\  Ij-i  =  O'. 
Donc  le  lieu  du   point  D  est  une  conchoïiie  de  la  droite  (,D')  par  rapport  an  point  0',  la  constante  addilive  El) 
augmentant  avec  /'. 

Coupons  ensuite  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz,  x  =  /(,  et  soient  Oy',  O'z'  ses  traces  sur  les 
plans  des  xy  et  des  zx;  soient  aussi  BC  une  génératrice  de  la  surface,  D  son  point  de  rencontre  avec  le  plan 
X  z^  h    et  E  la  projection  de  ce  point  sur  O'y' .  Mous  avons 

DE 


cette  hyper- 


EC 

tga  ' 

O'E           h                         EC          //-a 
AC           a           ^^           OE    -        /( 

OE'  —  O'E-  =  /('  ; 

^^tg^-ED^         „'E^-/,^ 

par  suite,  ^^^_^^,    

Le  lien  du  point  D  est  donc  bien  une  hyperbole  ayant  pour  axes  O'i/'  et  O'z' .  l'our 
bole  se  réduit  à  deux  droites  conlondues  avec  (D). 


3.  Si  nous  projetons  le  point  H  en  F  sur  O'j',  la  droite  hl"  est  la  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan 
O'y'z',  et  l'enveloppe  de  celte  droite  est  le  contour  apparent  de  la  surlace  sur  le  plan  des  ;/;.  En  appelant  ^  et  f 
les  coordonnées  du  point  I)  par  rapport  aux  axes  O'i/',  0';',  on  trouve  pour  équation  de  cette  droite 

hy  (a  —  h)z 

avec  h^kY  —  (h  —  af'p  =  h^{h  —  af . 

L'enveloppe  de  cette  droite  s'oblient  aisément  :  c'est  la  courbe 

2  i 

(kz)  <  —  î/"f  =  a  i'  (A  =:  tga). 

Mais  il  est  plus  simple   de  procéder  ainsi  :  on  a    O'G  =  AC    et    O'F  =  OB  ;    puis,  en  désignant  par  o 

l'angle  aÔc;     A(:  =  alg<B,     OC  =  — ^—    et     OB  =  OCcotga,      OB  =  O'F  =  —, ;     l'équation  de  FG 

°  '  cos  ç  °  cos  o  tg  a  ' 

est  donc 

'/       _^   ;  cos  ?  tg  a    _ 

a 


a  Iso 


I. 


y 


+  kz  = 


sinç  cos?  ' 

elle  enveloppe  une  courbe  dont  l'équalion  tangenlielle  est 

A2 1     _    g-i 

D*  H-  ir- 

Cette  courbe  est  bien   la  développée  d'une   hyperbole  ayant  pour  axe  transverse    0;  et  pour  axe  ima- 
ginaire Oy. 

4.  Nous  avons  expliqué  comment  on  forme  un  paraboloïde  P  qui  se  raccorde  avec  la  surface  tout  le  long 

de  la  génératrice  G,  et  comment  on  en  déduit  le  paraboloïde  des  nor- 
males, Pi.  Si  par  le  poini  lî  on  mène  des  parallèles  aux  génératrices  de 
la  surface,  on  obtient  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  0;  et 
pour  demi-angle  au  sommet,  a;  le  plan  formé  par  BC  et  parla  généra- 
trice infiniment  voisine  est  le  plan  tangent  à  ce  cône  mené  par  BC  ;  c'est 
le  second  plan  directeur  du  paraboloïde  P,  le  premier  étant  le  plan  per- 
pendiculaire à  BC. 

Ouand  on  fait  tourner  le  paraboloïde  P  avec  tous  ses  éléments 
autour  de  BC,  le  second  plan  dii-ecteur  vient  se  placer  sur  le  plan  OBC, 
le  premier  ne  change  pas.  Donc  le  premier  plan  directeur  enveloppe  le 
cône  supplémentaire  du  cône  défini  antérieurement  et  le  second  enveloppe 
l'axe  des  c. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  B  est  le  plan  OBC,  il  est  perpen- 
diculaire à  CD  qui  est  la  direction  de  l'axe   du  paraboloïde  P;  donc  le 

point  B  est  le  sommet  de  P;  c'est  aussi   le  sommet  de  Pi.  Donc  le  lieu  des  sommets  est  0:. 

Le  lieu  des  axes  s'obtient  en  menant  par  le  point  B  une  droite  perpendiculaire  au  plan  BCD  ;  elle  coupe 

OC  en  un  point  C  tel  que     OC. OC  =  —  Ub";     or     OB  =:  OC  cotga,      donc     OC  =  —  OC  cotg^a.     Le  lieu 

du  point  C  est  donc  une  droite  parallèle  k  D,  dont  rabs(;isse  a  pour  valeur    —  a  cotg^  «.    Par  conséquent  le 

lieu  de  la  droite  BC  est  une  surface  de  même  genre  que  celle  qui  était  à  étudier. 
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Nous  terminerons  cette  étude  un  peu  longue  en  disant  qu'il  serait  facile  de  donner  une  construction  géo- 
métrique de  chaque  point  de  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  zx  et  de  montrer  que  les  projec- 
tions des  droites  BC  sur  le  plan  des  y:,  restent  orthogonales  à  une  hyperbole  fixe. 

Solutions  très  satisfaisantes;  MM.  J.  Ha.^c,  ii  Nancy;  J.  Mena,  lycée  de  Nancy. 


1193.  —  Par  un  point  P  on  mène  deux  lam/fntes  a  une  ellipse,  elles  rencontrent  l'une  des  directrices 
en  A  et  B,  démontrer  que  PF  est  bissectrice  de  l'angle  AFB,  F  étant  le  foyer  correspondant  à  la  directrice 
considérée . 

Considérons  une  conique,  un  de  ses  foyers  F.  la  directrice  correspondante  (D),  et  les  deux  tan- 
gentes PA'  et  PB'  menées  d'un  point  quelconque 
P  à  cette  conique  ;  ces  tangentes  coupent  la  droite 
(D)  en  A  et  B  et  il  s'agit  de  montrer  que  la  droite 
FP  est  une  bissectrice  de  l'angle  AFB.  A  cet  effet 
remarquons  que  A'F  est  la  polaire  de  A,  B'F,  la 
polaire  de  B;  les  angles  A'FA  et  B'FB  sont  donc 
droits,  et  les  deux  angles  A'FB'  et  AFB  ont  les 
mêmes  bissectrices.  Or  on  sait  que  FP  est  une 
bissectrice  de  l'angle  A'FB'  ;  le  théorème  est  donc 
démontré. 
Cette  propriété  est  très  connue  et  ne  présente  véritablement  d'intérêt  qu'en  ce  qu'elle  est  la  trans- 
formée par  polaires  réciproques  d'une  propriété  évidente  du  cercle. 

Prenons  en  effet  comme  conique  directrice  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  F  ;  la  conique 
donnée  deviendra  un  cercle  ayant  pour  centre  le  pôle  de  la  droite  (D),  0;  les 
tangentes  PA'  et  PB'  deviendront  deux  points  du  cercle  et  le  point  P,  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  A,,  B,.  Aux  points  A'  et  B',  correspondent  les  tan- 
gentes en  A,  et  Bi  ;  aux  points  A  et  B,  les  rayons  OA,  et  OBi.  Enfin,  aux 
droites  FA,  FB,  FP  correspondent  trois  points  à  l'infini  sur  OAi,  OB,  et  la 
corde  AiBi.  La  propriété  revient  donc  à  celle-ci:  la  parallèle  à  la  corde  AiBi 
menée  par  le  point  0  est  une  bissectrice  de  l'angle  des  deux  rayons  0\,,  OBi,  et 
cette  propriété  est  évidente. 

La  solution  analytique  est  tout  aussi  simple  et  nous  ne  la  donnerons  pas. 

VIAL,  à  Châlons,  PHILBERT. 

Bonnes  solutions;  MM.  A.  Sainte-Lagij'e,  élève  de  l'Ecole  noiniale  supérieure  ;  E.  Foucabt  ;  Fiorellino,  à  Nice;  R.  Jave- 
lot, à  Givet  ;  J.  Haag,  à  Pont-à-Mousson  ;  Blanchot,  répétiteur  à  Aurillac  ;  R.  Manen,  étudiant  à  Toulouse  ;  N.  Abbamescu  ; 
J.-G.  NicoLESco  ;  11.  Rodvaist  ;  E.-N.  Rabisien  ;  Parrod,  à  Vesoul  ;  Confavreu.x  et  de  Thï,  à  Saint-Etienne  ;  J.  Roda. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A,  Dupo.nt,  à  Saumur  ;  G.  Hélitas  ;  Ch.  Pellion,  à  Reims  ;  .1.  Rlanchet, 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1271.  —  On  considère  deux  courbes  (A),  (B)  et  un  rayon  mobile  issu  du  point  fixe  0  et  qui  les  coupe 
en  (i  et  6;  ce  rayon  coupe  en  m  une  troisième  courbe  (M). 

Trouver  cette  dernière  courbe  sachant  que  sa  tangente  en  m  est  divisée  au  point  m  dans  un  rapport  cons- 
tant par  les  tangentes  en  a.  b  à  (A)  et  (B),  ou  par  les  parallèles  à  ces  mêmes  tangentes  menées  par  le  pôle. 

L.    BlCKAHT. 

1272.  —  Trouver  la  podaire  d'une  épicycloïde  ordinaire  par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe. 

L.  Orlando,  élève  de  l'académie  militaire  de  Turin. 
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1197.  —  On  considère  1rs  cercles  ï  tangents  au  cercle  fixe  C  età  la  droite  fixe  D.  Le  lieu  des  centres 
de  similitude  des  cci-cles  C  et  1  se  compose  du  cercle  C  et  d'une  conique.  Discuter  le  genre  de  la  conique 
et  voir  quelle  doit  être  la  position  de  D  par  rapport  à  C  pour  qw;  la  conique  soil  :  1°  une  hyperbole  équi- 
latâre;  2»  une  parabole;  3°  un  système  de  deux  droites. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  (C),  Taxe  0.»;  étant 
perpendiculaire  à  la  droite  (D).  Désignons  par  R  le  rayoa  du  cercle,  et  par  a  l'abscisse  de  la  droite  ; 

nous  pouvons  toujours  supposer    a  >  0. 

(Considérons  un  cercle  ï,  de  centre  co,  touchant  le  cercle  C 
au  point  M  et  la  droite  I)  au  point  B.  Le  point  M  est  l'un  des 
centres  de  similitude  des  cercles  C  et  l,  le  lieu  de  ce  point  est 
le  cercle  C.  Il  existe  un  autre  centre  de  similitude  S,  conjugué 
harmonique  de  1\I  i)ar  rapport  à  0  et  lo,  et  dont  nous  allons  cher- 
.    cher  le  lieu  géométrique. 

Soient  ^,  p  les  coordonnées  du  point  w  ;  le  rayon  du  cercle  s 
est  égal  à  la  valeur  absolue  de  a  -  ï,  puisque  ce  cercle  est  tan- 
gent à  D.  Si  le  point  w  est  à  gauche  de  D,  a  —  a  est  positif,  le 
rayon  est  égal  à  a  —  a.  Si  le  point  m  est  à  droite  de  D,  a  —  a 
est  négatif,  le  rayon  est  égal  à  a—  a. 
D'autre  part,  la  distance  des  centres  Ow  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rayons  suivant 
que  les  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement  ou  intérieurement. 

Nous  aurons  donc  plusieurs  cas  à  distinguer  suivant  le  signe  de  a  —  a,  et  suivant  la  nature  du 
contact  des  deux  cercles.  Nous  déterminerons  le  point  S  par  l'intersection  de  la  droite  Oo>  et  de  la 
droite  joignant  les  extrémités  des  deux  rayons  parallèles  toB  et  0.\  ou  luB  et  OA'  suivant  la  nature  du 
contact. 


Fig.   1 


Premier  cas.  —  Les  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement  et  le  point  w  est  à  gauche  de  (D) 

if'g.  !)• 

Le  rayon  du  cercle  (s)  est  égal  à    n  —  a,     la  distance  Ow  des  centres  est  égale  à  la  somme  des 

rayons     R-i-a  —  a;     on  a  donc 

a'--|-^^  =  (R  +  a  — a)^ 

Le  point  S  est  à  l'intersection  de  Oo>  et  de  AB,  dont  les  équations  sont 

X         a  X —  R         a— r' 

puisque  les  coordonnées  de  B  sont  a  et  ^.  Nous  aurons  l'équation  du  lieu  en  éliminant  -j.  et  p  entre 
CCS  trois  équations. 


La  troisième  nous  donne     3  = 

dans  la  première,  nous  obtenons 

(fl- 


(a  —  R);/ 
x—R 


R)^(a-2  -H  y-) 


la  seconde    «  = 


(a  —  R)x 


R 


et  en  portant  ces  valeurs 


i^x-Rf 


b 


{a  —  R^x 


},xy 
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(n 


.r-=  +  y'  = 


4R^     r    _  oj-Rl 


(a—Kyi  2 

Le  lieu  est  une  conique  (T). 

Deuxième  cas.  —  Les  deux  cercles  sont  tang/'nls  extérieuremenl  et  le  point  w  est  à  droite  de  (D) 
(fig.  2). 

Le  rayon  du  cercle  i  est    a  —  a,     nou^  avons 

D'autre  part,  le  point  S  est  à  l'intersection  des  droites  Ow  et  A'B  dont  les  équations  sont 

X  a'  a;-l-R         a-i-R 

et  nous  devons  éliminer  a  et  ^  entre  ces  trois  équations. 


A 

ID) 

^W^\ 

X 

M 

B 

Fig.  2  Fig.  3  Fig.  4 

Mais  il  est  aisé  d'observer  que  ces  trois  équations  se  déduisent  des  équations  du  cas  précédent  en 
changeant  R  en  —  R;  il  en  sera  de  même  pour  le  résultat  de  l'élimination.  11  en  résulte  que  le  lieu  est 
dans  ce  cas  une  conique   r'   dont  l'équation  se  déduit  de  celle  de  r  en  changeant  R  en    — R. 


(n 


_      4R2      r        n  — Ry 

-   (a^Ry^L^  2~J 


Troisième  cas.  —  Les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  et  le  point  w  est  ii  qauchr  de  (D) 
(A,</.3). 

Le  rayon  du  cercle  i;  est  égal  à  o— a,  et  la  distance  Ou  est  égal  à  la  différence  des  rayons. 
Le  point  S  est  à  l'intersection  de  Ooi  et  de  la  droite  BA'.  Le  lieu  cherché  s'obtient  en  éliminant  a  et  p 
entre  les  équations 

X  a 

Le  lieu  est  donc  la  conique  r'. 


a;-(-R         a  -H  R 


Quatrième  cas.  —  Les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  et  le  point  w  est  à  droite  de    D 

{fia-  ^i- 

Le  rayon  du  cercle  (-)  est  égal  à  a  —  a.  la  distance  Oto  est  égale  à  la  différence  des  rayons,  et 
le  point  S  est  à  l'intersection  des  droites  Ow  et  AB.  Nous  avons  donc  à  éliminer  »  et  p  entre  les 
équations 

a^  +  p2  =  (R  _H  a  _  a.Y- 
X    ^    'fi  y         _         p 

y         2  X  —  R~a  —  R 
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Le  lieu  est  la  conique  r. 

Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  S  se  compose  des  deux  coniques  r  et  r'. 

La  conique    r    a  pour  foyer  Torigine,  pour  directrice  correspondante  la  droite    x  =  — 


et 


2R 


pour  excentricité 

I  0  —  Il  I 

Pour  que  cette  conique  soit  une  ellipse  il  faut  qu'on  ait     2R  <  |  n  —  R|      ou     411- (n_R)2<^o, 

ou  encore    (2R  +  n  —  R)(:2R  — a +Ri  <  0,      ou  enliu     (a -t- uySI^' —  «)  <  0.      Comme     a+R    est 
positif,  il  faut  que     a  >  3R. 

Donc  si    a  >  3R,     r  est  une  ellipse  ;  si     «  <  3R,       r    est  une  hyperbole  ;  si    a  —  3R,     r   est 
une  parabole. 

Four  que  r  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  que  son  excentricité  soit  égale  à  ^2.  On  doit 
donc    avoir    2R  =  |  a  —  R  |  v^S,     ce  qui  donne,   ou  bien     2R  =  (a  — RV2     ou     a  =  R(l -i- •â),     ou 
bien    2R  =  — («  —  R)v/2,     ce  qui  est  impossible  puisque  «  est  positif. 
Enfin  si  a  =  R,     r  se  réduit  à  une  droite  double    (j-  —  R)'-  =  0. 

Considérons  maintenant  la  conique    r',    elle  a  aussi  pour  foyer  l'origine,  pour  directrice  corres- 

j     .    .    j     •■  «— R  .  .  ,        2R 

pondante  la  droite    x=  et  pour  excentricité 

2  '  o  +  R 

On  en  conclut  que  si    a  >  R    la  conique  est  une  ellipse  ;  si    a  •<  R,     une  hyperbole  ;  si    a  =  R, 

une  parabole  réduite  à  une  droite  double,    j/-  =  0. 

Enfin    r'    est  une  hypei-bolo  équilatère  si     a  =  R(V2  —  1). 


Solution  géométrique.  —  Nous  nous  bornerons , ni  premier  cas  {fig.  b).  Soit  N  le  second  point  de  ren- 
contre du  cercle  :i  et  de  la  droilc  (oM .  Les  deux  triangles  isocèles  0.\M,  (oHN  ont  leurs  angles  égaux,  donc  iNB 
et  MA    sont  parallèles.  Coniinc     oM  =  wN,     la  |):irallèle  à    M.\   menée  p;ir  le  point   w    rencontre   AU    en  son 

milieu  L  Par  ce  point  menons  une  parallèle  A  à  la  droite  U  et  soit  L  le 
point  où  cette  parallèle  rencontre  0.\.  Le  point  I.  est  le  milieu  de  AD.  Je 
dis  que  le  lieu  de  S  est  une  conique  ayant  le  point  0  pour  foyer  et  pour 
directrice  correspondante  A.  Abaissons  en  elTet  SU  perpendiculaire  sur  1, 
nous  avons 

SH  _^  _  S(o 
AL  ~  Al  ~  "M  ' 

mais  comme  .S   et   M    sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  ,'i   0  et   w, 

S-.o  _    SO 
luM  ~  OM  ' 
donc 

SH  _  SO 
AL  ~  OM 

SO        OM  _      R 

SH 


ou 


Fig.  5 


AL 


R 


Donc  le  lieu  du  point  S  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  G,  pour  directrice  A  et  pour  excentricité 

2R 


U 


Les  autres  cas  se  traitent  d'une  manière  analogue. 


Solution  satisfaisante  de  M.  J.  Haag. 
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1204.  —  Un  poiiil  mobile  M  décrit  la  parabole  y-  —  2/J.r  =  0  avec  une  vitesse  constante  u„.  Dé- 
terminer pour  chaque  position  du  mobile  les  composantes  de  sa  vitesse  et  de  son  accélération.  On  supposera 
que  le  mobile  décrit  la  parabole  dans  le  sens  trigonométrique  direct. 

Lieu  de  l'extréwité  du  vecteur  accélération  mené  par  l'origine. 

Soit  Mi'x,y)  la  position  du  mobile  au  temps   t.    Le  vecteur  vitesse  correspondant  est   MV,    dirigé 

dans  le  sens  trigonométrique  direct  et  de  longueur  i\.   Désignons  par  a  l'angle 

y  .,    -.-        de  Ox  avec  ce  vecteur;  les  composantes  de  la  vitesse  sont  alors 

dx  di/ 

— --  =  u  COSï,  — ^   —  u_sina. 

dt  "  dt  " 

Or,  le  coefficient  angulaire  de  la  droite   MV  est  tg»;  comme  celte  droite 


0 


est  tangente  à  la  parabole  au  point  M,  nous  avons    tg  a  = 

I_.    Nous  en  déduisons 

y 

cosï         sina        _,  1 


n 


{f{x,y)  dési- 


gnant    y- — ^px),     ou     tga 


y  p  \/y^-hif- 

D'autre  part,  comme  la  projection  du  vecteur  MV  sur  Oi/  est  toujours  négative,  il  faut  prendre  le 
signe  moins  devant  le  radical,  ce  qui  donne 

y 


cos  «  =  — 


sm  a  =  — 


P 


et  par  suite 


dx 

~dr 


\'y  -+-  p- 


^oy 


dt 


'Jy'-hp' 

VqP 

s/y'  -+-  p' 


\/y''  +  p^ 
Les  composantes  de  l'accélération  sont    -777  et -;y^-     Or -^  est  exprimé  en  fonction  de  y  ;    pour 


(//- 


dt- 


dx  d.-^' 

calculer  la  dérivée  de -7- par  rapport  à    /,   nous  prendrons  la  dérivée  de  —  par  rapport  à  y  et  nous 

multiplierons  celle  dérivée  par  -y-,   ce  qu'on  peut  écrire 


d'x  _    fW  ''■*■  \    (^y 
dl'  ~  dy    \  dt  }     dt 

1  a  dérivée  nar  rîinnnrt  q  ?(  Hn                                nrt 

nous  aurons  donc 

d'x                      v„p'          /            r„p        \   _         vlp^ 

De  même 

d'y 

d     /dy\     dy   __          v,py           /             Vop       s^                  vlp'y 

dt' 
Il  en  résulte  que 

<'y\dtj  dt        ^y,^^,^l  [    h'^p')         [y'-^p'f 

les  composantes  de  l'accélération  sont 

dKx            vlp^                  d'-y                vlp'y 

dt'        [y'^pr'             de             {y'-^p'f 
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Si  noiismenons  parrorigino  un  vccleiir  équipollentau  vecteur  accélération,  les  coordonnées  de  son 
extrémité  sont 


(i) 


X  = 


Y  =  — 


X  p 

—  -—--,  ou 


et  nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  y  entre  ces  deux  équations.  Nous  avons  d'abord 

T' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (1),  nous  obtenons 

p(X--4-Y^)^-(.§X^-0, 
c'est  l'équation   du    lieu.    Elle  représente  une  courbe  du  quatrième 
degré  tangente  à  l'origine  à  Oi/  et  symétrique  par  rapport  à  Oj:. 

Pour  la  construire  aisément,  passons  en  coordonnées  polaires,  nous 
avons  l'équation 

0  = COS'u). 

p 

11  suflit  de  faire  varier    lo   de   0   à  ^  et  de  prendre  le  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue 

par  rapport  à  Ox.  Quant  w  croît  de  0  à  — .   p  décroît  de — —h  0,   ce  qui  donne  la  forme  ci-contre. 

2      '  ;j  ' 


La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  est  déterminée  par  la  valeur 

s    _  1      . 

p,.! 


tsV 


w;-, 


3  tg  10 
0)    est  perpendiculaire  à  Ox. 


par  suite  la  tangente  au  point  A     (p  —  —^  >    w 

P 
Pour  que  la  tangente  en  un  point  soit  parallèle  à  0.r,  il  faut  que  tg  V  soit  égal  à    —  tgw.     On  doit 

donc  avoir 


1 


3  tg  (1) 


=    —  ("■  Ui 


ou 


tg'"'  =  3 


cette  équation  admet  une  seule  racine  comprise  entre  0  et  —  >   cette  racine  est-^-  Soit  B    le  point 

correspondant,  le  rayon  vecteur  de  ce  point  est —^  cos'—  ou  — r— — '   l't  par  suite  ses  coordonnées 

'  •'  '  p  6  Sp 

rectilignes  sont 


x=  OC 


9v; 

1g/7 


?/  =  CB  = 


Uemakouk.  —  Nous  avons  — 


-1   ce  qui  montre  que  le  vecteur  accélération  est  dirigé  suivant 


la  normale  au  point  M;  cela  pouvait  se  prévoir,  car  le  mouvement  du  point  M  est  uniforme,  et  l'on  sait 
que  dans  ce  cas  l'accélération  totale  se  réduit  à  l'accélération  centripète,  dirigée  suivant  la  normale,  vers 

le  centre  de  courbure,  et  égale  à  -j— )    H  désignant  le  rayon  de  courbure.  On  déduit  de  là  la  valeur  du 

rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  parabole.  En  effet  le  carré  de  l'accélération  est 


X^  +  Y^  = 


et  par  suite 


R 


^  {p'  +  yy 
p- 


.].  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 


Bonnes  solutions  par  MM.    Blaxcuot,   lycée  d'Auiillac  ;    CtiNAxn,  agent-voyer  à  Ecouen     li.  .Uvei.ot,  à  Givet  ;  .T.  Roda,  à 
Toulouse. 
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1205.  —  Un  point  décrit  une  j>arabole  y-  —  2px  —  0  de  telle  façon  que  l'hodographe  de  son  mou- 
vement soit  la  parabole     y- —  2qx  =  0. 

1°   Trouver  les  équations  du  mouvement  de  ce  point  et  son  accélération  à  chaque  instant. 

2°  Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  mené  par  l'oi-igine.  Lieu  des  extrémités  des  vecteurs  vitesse 
et  accélération  menés  à  chaque  instant  par  la  position  du  mobile. 

3°  Enveloppe  du  vecteur  accélération  mené  par  la  position  du  mobile.  Mouvement  du  point  où  ce  vecteur 
touche  son  enveloppe. 

1.   a;  et  y  sonl  des  fonctions  du  temps  t  telles  que  l'on  ait 

/  dii  \  2  dx 

(1)         ,2=  2p.,  (2)         (J)     =M-^, 

et  aussi 

du  dx 

cette  dernière  étant  obtenue  en  dérivant  l'équation  (1)  par  rapport  à  t. 
Divisons  membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (3),  nous  avons 

L.ÈL  =  zL 

y    <^'       p 

ou  ^^il^ 

y       p    ' 

et  en  intégrant 

2o< 

^         P 

ou  ij  ^  e  >'       . 

Déterminons  la  constante  G  de  manière  que  pour    <  =  0,     y    soit  égal  au  paramètre  p,  nous  avons 
e<^  =  p,     et  par  suite 

y  =pe  ''  . 

'r      p  -^ 


La  valeur  correspondante  de  x  est    x  =  ~-~  =  -^e  * 
Les  équations  du  mouvement  sont  donc 


ill 


p     -^ 


Les  projections  de  la  vitesse  sont 

dx 

HT  '^'  ""^      '  dt 


dx       ^    ^  du        ^    ^ 


et  celles  de  l'accélération 


d^x        8</-    -^  d'q         iq-   S2L 

dl^  p  dt"  p 


2.  L'extrémité  du  vecteur  accélération  mené  par  l'origine  a  pour  coordonnées 

X  =  -i-e  P  ,  Y  =  -L-eP   . 

P  p 

Pour  éliminer   t   entre  ces  deux  équations,  il  suHit  d'élever  la  deuxième  au  carré  et  de  diviser 
membre  à  membre.  Nous  obtenons  ainsi  l'équation  du  lieu 

Y^ i-  X  =  0, 

P 
qui  représente  une  parabole. 

L'extrémité  du  vecteur  vitesse  mené  par  la  pusilioa  du  mobile  {x.y)  a  pour  coordonnées 


MÉGANIQUE  367 


dx         »  +  4o    -^ 
^-  ^-^  dl     ~         ^1  ' 

Â  2'/' 

Y  =  y  -H  -J-  =  (p  -H  29)e~ 
el  le  lieu  du  ce  point  a  pour  équation 

■p->rkq 
Enfin  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  mené  par  la  position  du  point  mo- 
bile sont 

dix        »2+ 16o2    ML 

^  =  ^-^-^  =  ^Sr~'  • 

et  le  lieu  de  ce  point  a  pour  équation 

p(p-  -t-ie^'')  ' 

3.  L'équation  du  vecteur  accélération  mené  par  la  position  du  mobile  est 

X  -  x  Y  -  1/ 


d:'x     " 

rf^-y   ' 

dV- 

c//^ 

Y  —  pe  i- 

8o"   ^ 

4o2    22L 

P 

P 

ou 


2V(  W 

ou,  enlin,  2X  — 4Ye''   -v- 3»e  '■    =0. 

m 
Posons    ).  —  e  ''  ,     et  écrivons  que  l'équation    2X — 4XY-+-3pX2  =  0    a  une  racine  double  en  X 

nous  avons 

^■^  - 1  Î-'X  =  0, 

c'est  l'équation  de  l'enveloppe. 

2Y 

La  valeur  de  la  racine  double  est    X  =  ,     par  suite   l'ordonnée  du  point  où  le  vecteur  touche 

son  enveloppe  est 

Y  —  -i-X  =  -i-e  f  1 
2  2 

son  abscisse  est 


I 


2Y2         3«    ^ 

X  =  =  -f-  e  ''    . 

•ip  2 

Par  suite  les  équations  du  mouvement  de  ce  point  sont 

3/;    i^  3m  -Hi 

.\  =  -i-e  ''  ,  Y  =  -1-e  " 

2  2 


J.  RODA,  à  Toulouse. 


Bonne  soluliou  par  M.  J.  Haag. 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


1273.  —  On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  donné  F  et  qui  passent  par  deux  points  fixes 
A  et  B. 

1°  Le  lieu  du  centre  de  ces  coniques  se  compose  de  deux  coniques  honiofocales  ; 
2°  Le  lieu  des  sommets  de  l'axe  focal  est  une  quartiqne 
3°  Les  directrices  passent  par  deux  points  fixes. 

E.-N.  Barisie.n. 

1274.  —  On  considère  un  parallélogramme  ABGD  et  deux  paraboles  variables,  l'une  tangente  en  A  à  AD 
et  ayant  pour  diamètre  AD,  l'autre  tangente  en  G  à  CD  et  ayant  pour  diamètre  CB;  on  suppose  en  outre  que 
ces  deux  paraboles  sont  tangentes  en  un  point  M,  et  l'on  désigne  par  P  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
en  M  avec  l'autre  tangente  commune.  Démontrer  que  la  tangente  en  M  passe  par  un  point  fixe  et  trouver  les 
lieux  décrits  par  les  points  M  et  P. 

.1.   (i.    MiCOLESCO. 

1275.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  l'axe  de  cette  conique  est  une  droite  de  Simson 

du  triangle  avant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  précédent. 

P.  Tribier. 


BIBLIOGRAPHIE 


Cours  de  Mécanique,  à  l'usage  des  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  par  Ch.  Micqel,  docteur  es 
sciences,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon.  ~  Paris,  1903.  F.  Pi.  de  Rudeval, 
éditeur. 

En  peu  de  pages,  l'auteur  a  su  développer  tout  le  programme,  simplement,  et  d'une  façon  toujours  très 
claire. 

M.  Michel  s'est  appliqué,  en  particulier,  k  donner  aux  définitions  et  aux  postulats  dont  l'importance  est 
capitale  en  mécanique,  toute  la  rigueur  et  toute  la  précision  sans  lesquelles  les  démonstrations  les  mieux  faites 
des  théorèmes  les  plus  simples  restent  obscures.  Nous  citerons,  par  exemple,  la  définition  d'un  point  lié  inva- 
riablement à  un  corps  solide,  celle  de  l'accélération  au  moyen  de  l'hodographe,  qui  est  certainement  la  plus 
compréhensible  pour  les  élèves  qui  commencent  l'étude  de  la  Mécanique.  Nous  ne  saurions  omettre  de  louer 
aussi  le  soin  apporté  par  l'auteur  à  la  simplification  des  calculs,  par  une  combinaison  .habile  de  la  Géométrie 
et  de  l'Analyse  :  cette  manière  de  procéder,  qu'on  ne  saurait  trop  recommander  aux  élèves,  lui  a  permis,  par 
exemple,  d'obtenir  en  quidques  lignes,  les  expressions  de  l'accélération  tangentielle  et  de  l'accélération  centri- 
pète. D'ailleurs,  cette  élégance  dans  les  démonstrations  se  retrouve  dans  tout  le  cours  de  l'ouvrage,  et  con- 
tribue dans  une  large  mesure  à  en  faciliter  la  lecture;  à  ce  point  de  vue,  les  chapitres  sur  les  mouvements  à 
accélération  centrale,  sur  les  forces  parallèles,  sur  la  réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  sont  à 
signaler  tout  particulièrement. 

Tel  qu'il  est  conçu  et  rédige,  le  livre  de  M.  Michel  doit  rendre  les  plus  grands  services  aux  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales;  il  constitue  également  une  excellente  introduction  a  l'étude  de  la  Mécanique  rationnelle, 
pour  les  étudiants  des  Universités. 

T.  G. 


BAB-Lp-Dijc.  —  iMi'.  ooMTE-jAcgoET.  /.c  Réducteur-Gévunl  :  11.   VUIBEUT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES  TRANSFOHMATIONS  HUMUGHAPHIQUES 
l>ar  M.  L.  Bickart. 


1.  lieux  fii/ures  homographiques  planes  situées  dans  un  même  plan  peuvent  loujours  être  projetées  sui- 
oanl  deux  figures  seniblaliles. 

2.  7/  n'en  est  pus  de  mrnie  pour  deux  figures  à  trois  dimensions. 

1.  Soit  une  Irausfoiiualion  homograplii(|ue  plane  définie  par 

a„  -f-  ax-  -+-  a'y 

Co  ■+■  ex  ■+-  c'y 

,        ba  +  bx-\-  b'ii 

y  =    r-- 

Co  -\-cx-h  c  g 
Supposons  que  cette  transformation  soit  la  plus  jjénérale  possible,  c'est-à-dire  qu'elle   comporte 
trois  points  doubles  distincts  et  trois  seulement. 

Prenons  l'un  de  ces  points  doubles  pour  origine  ;  il  faut  que  pour    x  —  g  =  0    on  ait    x'  =  j/'  =  g, 

d'où  fi„  =  io  —  0,  c„  ^  0. 

Soit    c„  =  i.     Projetons  à  l'inlini  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points  doubles:  x-'  et  y'  doi- 
vent être  infinis  quand  x  et  y  le  sont,  d'où     c  =  c'  =  0. 
Les  équations  de  la  transformation  se  réduisent  à 

x'  =  ax  -\-  a'y, 
y'  =^  bx-k-  b'y. 
Les  points  doubles  »  l'infini  sont  déterminés  par 

X  X 

,        b'm  -+-  b 


\ 


a'm  ■+-  a 
a' m-  -1-  (a  —  b')m  —  6  =  0. 
Exprimons  que  ces  points  doubles  coïncident  avec  les  points  cycliques,  c'est-k-dire  que  la  dernière 
équation  admet  pour  racines  ±  i.  Il  vient 

I)'  =  rf, 

a'  =  —b. 
Les  équations  de  la  transformation  deviennent 

x'  =.  ax —  by, 
y  =  bx-hay. 
Posons  a  =  kcos  o,  b  =  k  sin  o, 

X'  —  k(x  cos  ?  —  y  sin  o), 
y'  =  k{x  sin  ç  -+-  y  cos  o). 
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Soient  (p,  0),  fp',  «')  les  coordonnées  polaires  des  points  {x,  y),  (i',  ;/')  ;  on  a 

p'  cos  0'  =  ko  cos  (0  +  !f), 
p'  sin  0'  =  ko  sin  (0  -f-  œ). 
Divisons  membre  à  membre 

sin  (0  -ho)  cos  0'  —  cos  (8  +  ç)  sin  0'  =  0, 

sin  (0  -F  'f  —  0')  =  0, 

0'  =  0  +  cp, 

d'où  ?'  =  /'?• 

Donc  le  point  (x',  y)  se  déduit  du  point  [x,  y)  par  une  rotation  de  l'angle  <f  autour  de  l'origine 
suivie  d'une  homothélie  dans  le  rapport  k.  Donc  les  deux  figures  F  et  F'  sont  semblables. 

On  peut  d'ailleurs  écrire  aussi 

x'  -+-  iy'  —  ké^lx  -\-  hj), 

X'  —  iy'  =  ke~'''(x  —  iy), 

équations  qui  suffisent  à  prouver  la  même  proposition. 

On  peut  dire  d'après  cela  que  : 

Deux  figures  planes  semblables  sont  deux  figures  homographiques  dans  lesquelles  deux  des  points 
doubles  sont  les  points  cycliques. 

2.  Considérons  maintenant  une  transformation  homographique  à  trois  dimensions. 

Cherchons  d'abord  les  équations  qui  permettent  de  passer  le  plus  simplement  d'une  figure  F  à  une 
figure  F'  semblable.  La  figure  F'  doit  se  déduire  de  F  par  une  rotation  autour  d'un  axe  suivie  d'une 
homothétie  autour  d'un  point  0  de  cet  axe.  Prenons  ce  point  0  pour  origine  et  cet  axe  pour  axe  des  z. 
Prenons  dans  le  plan  perpendiculaire  en  0  à  0:  deux  droites  rectangulaires  quelconques  pour  axes 
des  X  et  des  y. 

Soit  o  l'angle  de  la  rotation,  A-  le  rapport  d'horaothélie. 

Un  point  du  plan    ;  =  0    reste  dans  ce  plan  et  les  équations  qui  définissent 

la  transformation  sont 

x-'  -+-  iy'  =  ke''^(x  -+-  iy), 

x'  —  iy'  ■=  kc'^lx —  iy). 
Le  rapport  d'homothétie  étant  k,  on  devra  avoir 

En  eiïet,  soit  M  le  point  (x,  y),  M,  la  nouvelle  position  de  M  après  rotation, 
M  le  point  homologue  de  M,,  situé  sur  OM,  et  tel  que 

OM, 
Soient  ?«,  m,,  m'  les  projections  sur  le  plan     :  =  0    des  trois  points  M,  M,,  M';  il  est  évident  que 

_£  _  MW  _   Mm'   _    OM' 

z   ~   Mm    ~  M,?n,  "   OMi    ~ 

Prenons  alors  pour  axes  des  x  et  y  les  droites  isotropes  du  plan  :  =  0,  c'est-à-dire, 
posons 

\  =  x-i-iy, 

Y-x—iy. 
Les  équations  de  la  transformation  peuvent  s'écrire 

X'  =  ke'''fX, 
r  =  A-e-i'fY, 

Z'  =  /.z. 


X'  = 


SUIl  LUIS  TRANSFORMATIONS  HOMOGRAPHIQUES  371 

ou,  si  Ton  veut, 

x'  =  ax, 

avec  la  condition  "'?  —  '('  —  0, 

et  étant  entendu  que  les  axes   Ox   et   Oi/    sont  les  droites  isotropes.  Ceci  posé,  considérons  une  trans- 
formation homographique 

a.  H-  ax  -H  a'ij  +  a";  _  _   6^^  _f-  éa;  _l_  A'i/  -h  i"î  _^  ^   C(,  -H  ex  +  c'y  +  c": 

hx-i-k'rj-i-  h"z-hh„'  ■'  ~   hx  -h  h'y -^r  h"z -hh„  '  "  ~  hx  -i-  h'y-h  h"z-\-h/ 

Prenons  pour  origine  l'un  des  quatre  points  doubles  : 

a»  =  *o  =  Cq  =  0, 
et  projetons  à  l'infini  le  plan  qui  contient  les  trois  autres  : 

/(  =  /('  = /i"  =  0,  Ao^O. 

Soit    h„  —  l.    Les  équations  se  réduisent  à 

x'  =  ax  -I-  a' y  ■+■  a":, 
(2)  y'  =  bx-i-b'y  +  b"z, 

s'  =  CX+  c'y  +  c"z. 
Prenons  pour  axes  les  trois  arêtes  issues  de  l'origine  du  tétraèdre  des  points  doubles  et  faisons  une 
projection  telle  que  deux  d'entre  elles  deviennent  les  droites  isotropes  issues  de  l'origine  dans  le  plan 
normal  à  la  troisième.  Les  équations  se  réduisent  à 

.t'  =  ax, 

y'  =  '"j, 

et  on  ne  pourra  les  identifier  avec  les  équations  (1)  que  si 


ab 


c 


Donc,  dans  le  cas  général  les  deux  figures  F  et  F'  ne  pourront  pas  se  transformer  en  deux  figures 
semblables. 

Pour  préciser,  proposons-nous  d'effectuer  la  transformation  sur  les  équations  de  transformation 
prises  sous  la  forme  (2). 

A  cet  effet,  ell'ectuons  sur  l'ensemble  des  deux  figures  F  et  F'  une  transformation  définie  par 

X  =  AX  +  A'Y  +  A"Z, 

(3)  7  =  BX  +  BY  +  B"Z, 

z  -  CX  +  C'Y-f-C"Z. 

Les  équations  de  la  transformation  deviennent 

AX'  +  A'Y'  H-  A"Z'  =  o(AX  -h  A'Y  +  A»Z)  -h  a'(BX  -+-■■■)-+-  a"(CX  H ), 

(4)  BX' +  S'Y' H- B"Z' =  6(AX -+-     ■  ) -f- 6'(BX -h  •••) -^  *"(CX -+-••■) ■ 

CX' -H  C'Y' +  C"Z'  =  c(AX-t----  ) -^c'(BX-+----) -H  c"(CX +  •••), 

équations  (lui  doivent  former  un  système  équivalent  à 

(5)  X'  =  =<X,  Y'=^Y,  Z'  =  tZ, 
avec                                                                          '(-  =  «p. 

Autrement  dit,  si  on  substitue  dans  les  équations  (4)  à  X',  Y',  Z'  les  expressions  (5),  les  équations  (i) 
doivent  devenir  des  identités.  Ces  équations  deviennent 

A«X  -H  A'pY  -+-  A"yZ  =  (aA  -i-  a'B  -+-  a"C)X  H-  (aA'  +  a'B'  H-  a"C'jY  +  (aA"  +  a'B"  -i-  a"C")Z, 
BaX -h Bf Y  -1-  B"yZ  =  (éA  +  6'B  +  i'C)X  +  {6A'  +  h'B'  +  h"C')Y  4-  {bA"  -h  h'B"  +  b"C")Z, 
CaX  +  C'^Y  -+-  C'yZ  =  (cA  4-  c'B  +  c"C)X  -+-  {c\'  -h  e'B'  -h  <;"C')Y  -t-  (cA"  +  c'B"  +  e"C")Z  ; 


Tfi 
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d'où,  en  identiflant  : 

(a  —  a)A  -h  a'B  4-  a"C  =  0,  (a  —  B)A'  +  a'B'  -+-  a"C'  =  0,  (a  -  y)A"  -h  n'B"  +  a"C"  =  0, 

(6)  b\  -+-  ib'  —  =c)B  -+-  b"C  =  0,        (7)  6A'  +  (6'  —  P)B'  -i-  6"C'  =  0,         (8)   bX"  -+-  {b'  —  y)B"  -h  /!<"G"  =  0, 

ck  -h  c'B  H-  (c"  —  a)C  =  0  ;  cA'  -h  c'B'  +  (c"  -  p)C'  =  0  ;  cA"  +  c'B"  4-  (c"  -  y)C"  =  0 . 

Entre  les  trois  équations  (6)  éliminons  A,  B,  C.  Eliminons  de  même  A',  B',  C  entre  les  équations 

(7)  et  A",  B",  C"  entre  les  équations  (8)  :  il  vient 


(9) 


a  —  ï       n  a 

b       i'— a  b" 

C  c'  c"  —  a 


a  —  Y  n  II' 

h  b'  —  f  h" 

c  c'  c"—-i 


r=0. 


—  1         a  a 

=  0,  b        6'  —  ^       b"        =0, 

c  c'         c"-  ? 

Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  les  arêtes  issues  de  l'origine  du  tétraèdre  des  points  doubles  dans 
la  transformation  (2)  :  une  droite 

_y  _  yi  =  ï- 

P  "   Q"      ¥ 

se  transforme  en 

nx  -+-  a'ij  +  a"z  b.r  ■+-  b  f/  -+-  h"z    _    ex  -\-  c'y  -\-  c'z 


P  Q 

Les  deux  droites  devant  coïncider,  on  devra  avoir 


H 


d'où 


P         0         R 

ax  -+-  (t'y  -J-  a'z   _  bx  -h  b'y  +  6'':  _    ca;  -h  c'y  -+-  c'z 
X  y  z 


Soit  S  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports  : 
On  a  (a  —  S)x  -i-  a'y  +  a"z  =  0, 

bx  -+-  (b'  —  S)y  +  b"z  -  0, 
ex  +  c'y -h  (c"  —  S)z  =  0, 

a  —  S        a' 

0, 


doù,  en  éliminant  x,y  et  z, 


b        6'  —  S        b" 
c  c'        c"  —  S 

équation  du  3'  degré  dont  «,  ^,  y  se  trouvent  être  les  racines  d'après  les  équations  (9). 


Si  l'on  pose 


l'équation  en  S  s'écrit 
et  on  a 


ou  encore 


a  +b'-h  c"  =  0, 
{ab'  —  biC)  -4-  (4'c"  —  c'b")  -+-  {c"a  —  a"e)  =  0, 
a  a'  a" 

b  b'  b"     =  A, 

c  c'  c" 

S-'  —  aS^  -t-  OS  -  ^  =  0, 

a?Y  =  ^. 

Y"  4-  (»  -H  %  =  9,  OU  bien         -{{a  +  ^  +  y)  =  ". 

y'  =  ^.  f  =  A, 
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d'où  Y5  —  0, 

f  =  à, 
et  enfin  0^  =  A'^'  ; 

telle  est  la  condition  cheicliée. 

Nous  pouvons  donner  une  forme  géométrique  à  cette  condition.  Soient  M  et  M'  deux  points  homo- 
logues d'une  homographie,  Ox,  Oj/,  Os  les  trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet  0  du  tétraèdre  des 
points  doubles.  On  sait  que  le  rapport  anharmoniquc  des  quatre  plans  qui  ont  en  commun  l'une  des 
arêtes,  Os  par  exemple,  et  qui  passent  respectivement  par  les  points  M,  M',  et  les  deux  autres  arêtes, 
est  constant,  et  se  conserve  si  on  effectue  sur  l'homographie  donnée  une  transformation  homogra- 
phique. 

Ceci  étant,  reprenons  les  équations 

.r'  =  ■xx,  y'  =  'py,  :■'  =  -(z. 

Soient  pi  le  rapport  anharmonique  relatif  à  l'arête  0.r  et  -.;  le  rapport  relatif  à  l'arête  Oy  ; 

z    '   z         Y 

x'        X  oc 

Si  la  condition    •,"  =  '?    ^sl  réalisée,  on  aura 

PiPs  =  ■•  • 
On  peut  donc  dire  d'après  cola  que  : 

Ueu.\  ligures  semblables  à  trois  dimensions  sont  deux  figures  homographiques  dans  lesquelles  le 

tétraèdre  des  points  doubles  admet  trois  sommets  à  l'infini  dont  un  est  réel  et  dont  les  deux  autres  sont 

les  points  cycliques  des  plans  normaux  à  la  direction  du  premier,  telles  de  plus  que  les  rapports  anhar- 

moniques  fondamentaux  relatifs  aux  deux  arêtes  isotropes  ont  pour  produit  l'unité. 
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1192.  —  /*'(/■  im  point  A  pris  sur  la  courbe 

(C)  y  -- 


x'—l 

on  mené  les  tangentes  autres  que  celle  qui  touehe  la  courbe  en  A  et  on  désigne  par  B  et  D  leurs  points  de 
contact.  La  droite  BD  rencontre  (C)  en  un  troisième  point  E.  Cela  posé,  on  demande,  lorsque  A  varie: 

l"  De  trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment  BD,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et 
en  E  ; 

"1°  De  démontrer  que  le  point  de  contact  de  BD  avec  son  enveloppe  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  E  par  rapport  aux  points  B  et  0  ; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABU  et  de  construire  ce  lieu. 

Rien  n'est  plus  aisé  d'abord  que  de  construire  la  courbe  (C).  Il  est  visible  en  effet  qu'elle  a  l'origine 
pour  centre,  l'axe  des  x  pour  tangente  d'inflexion  en  ce  point,  que  les  deux  droites  x  =  —  i  et  j=l 
sont  des  asymptotes  et  enfin  que  la  droite  y  =  x  est  la  troisième  asymptote.  En  joignant  à  ces 
résultats  l'étude  de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  asymptotes  ,r  =  ±  1,  étude  qui  se 
fait  sans  peine,  d'une  manière  évidente,  on  a  de  suite  le  tracé  de  la  courbe  {fig.  1). 

Il  est  facile  de  résoudre  le  problème  indiqué  par  une  méthode  toute  naturelle,  en  suivant  les  indi- 
cations mêmes  de  l'énoncé.  Nous  procéderons  autrement. 
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1.  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  abscisses  de  trois  points  de  la 

courbe  (C)  qui  sont  eu  ligne  droite.  Si  nous  désignons  par 

u.v  -+-  vy  -+-  w  =  0 

l'équation  d'une  droite  quelconque  du  plan,  l'équation  aux 
abscisses  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la 
courbe  (C)  est 

-I-  W  =  0, 


VX-' 


X-—  I 

r.3  ^j_  ,„„2  ^^J.  lu    _    Q 


ou  [u  -+-  v)x'  -h  wx-  ■ 

et  l'on  voit  immédiatenaent  que  la  relation  cherchée  est  ' 


1 


=  — 1, 


ou 


-  X-s  -h  X,X,X2 


Xi  -+-  Xi  -+-  X3  -+-  XiX^Xs   =  0. 

Appelons  alors  a,  b  les  coordonnées  du  point  A,  x'  et  y' 
les  coordonnées  du  point  B  et  x",  y''  celles  du  point  D  :  nous 
aurons,  entre  l'abscisse  a  du  point  A  et  celle  x  de  l'un  des 
deux  points  de  contact,  la  relation 

ax-  -t-  2j;  -f-  a  =  0  ; 


par  suite, 


a 


et 


x'x"  =  l. 


Fig.  1. 


De  là  résulte  immédiatement  l'abscisse  du  point  E  :  il  n'y 
a  qu'à  porter  a;'  et  x"  à  la  place  de  x,  et  de  x^  dans  la  rela- 

1 

tion  fondamentale  ;  nous  avons  ainsi     a-i  =  — 

a 

Nous  remarquons  en  outre  que  si  deux  nombres  quel- 
conques x'  et  x"  ont  pour  produit  l'unité,  ce  sont  les   abs- 
cisses des  points  de  contact  des  deux   tangentes  issues  d'un 
point  de  la  courbe  ;   car  elles  sont  données  par  une  équation  de  la  forme 

x^  -i-px  -\-  l  —  0, 

celle-ci  peut  être  identifiée  avec    ax^  -h 2a;  -1-  a  =  0,     et  nous  avons  ainsi,  pour  abscisse  du  point  d'où 

2 
l'on  mène  les  deux  tangentes,  le  nombre    a  =  —  • 

P 

Or  les  abscisses  de  A  et  de  E  sont  a  et  — .    leur  produit  est  égal  à  1  ;  donc  le  lieu  du  point  de 

a 

rencontre  des  tangentes  en  A  et  E  est  la  courbe  (C)  elle-même. 

Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  droite  BD  ;  pour  cela,  identifions  l'équation  aux  abscisses 

des  points  de  rencontre  d'une  droite  et  de  la  courbe  (C)  avec  l'équation     (x  —  x'){x  —  x"){x  —  x,)  =  0; 

nous  aurons 

II' 


u 


^  2  i  1 

—  (x-\-x   -t-  X,)  =  — =  — 

a         (I  a 


=  —  [x'x"  -H  Xi'x'  -+-  x")]  =  —  1  H -> 

u-^-  V  a- 


puis, 


=  1 


2 


Il  en  résulte  que  l'on  peut  prendre     î<  =  2  —  a^,     v  —  2(a^  —  1)    et    iv  —  a 


la  droite  BD  a  dès  lors 
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pour  équation 

(2— a2)x  +  2(a-  — Dj/H-a  =  0. 

Nous  aurons  le  lieu  du  poinl  1.  milieu  de  BD,  en  faisant    x  = dans  cette  équation  ou  en   v 

n  ^  • 

remplaçant  a  par Nous  trouvons  ainsi 

(1)  (x^-l){x-y)  =  0; 

les  deux  droites  a;  =  +  1  correspondent  aux  cas  oij  le  point  A  s'éloigne  à  l'infini  sur  l'une  ou  l'autre 
des  branches  asymptotes  à  ces  droites  :  quand  le  point  A  est  à  l'infini  sur  la  branche  asymptote  à 
X  =  — 1,  les  deux  points  de  contact  15  et  D  sont  confondus  à  l'inlini  avec  le  point  de  contact  de  la 
droite    x  =  l  ;     par  conséquent  leur  milieu  est  indéterminé  sur  celte  droite. 

Le  vrai  lieu  de  I  est  la  première  bissectrice,     x  — y  =  0. 

2.  L'enveloppe  de  la  droite  BD  s'obtient  en  adjoignant  à  l'équation 

(2  —  a'-)x  -+-  2(a=  —i)y  +  n=0, 
sa  dérivée  par  rapport  à  a,  c'est-à-dire  l'équation 

—  •iax-hÂay-^i  =  0. 
L'abscisse  du  poinl  limite,  c'est-à-dire  du  poinl  de  rencontre  de  ces  deux  droites,  est 

X  =  — — ; 

"la 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  vérifier  la  relation  harmonique 

2j?a-,  -(-  3a; 'j"  —  (a;  -h a',)(x'  +  a:")  =  0, 
ce  qui  se  fait  immédiatement. 

Les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe  sont 

a^  -f-  1  «-  -h  2 


y  =  — 


2a  *'  4a 

elles  représentent  une  conique,  une  hyperbole  qui  a  pour  équation  cartésienne 

8{x  -  y)(x  -  2y)  -^  1  =  0. 

3.  Le  point  G,  centre  de  gravité  du  triangle  ABD,  a  pour  coordonnées 

a  -\-  x'  -+-  x" 
"  =  3- 

*-^-'/'  +  ^/" 

'■'=  3  • 

Si  l'on  se  rappelle  que 

2 

x'  -h  X    =  y'  -\-  y"  = , 

les  valeurs  de  .(■  et  de  y  en  fonction  de  a  se  trouvent  immédiatement  ;  ce  sonl  : 

0^  —  2                        a'— 2a2^2 
(z)  X  =  ,  V  =  -• 

L'équation  cartésienne  de  cette  courbe  s'obtiendrait  aisément,  par  un  calcul  d'ailleurs  dénué 
d'intérêt.  11  n'y  a  plus  qu'à  la  construire. 

Nous  remarquons  à  cet  effet  que,  si  on  change  a  en  —a,  ar  et  y  changent  de  signes  seulement; 
donc  la  courbe  admet  l'origine  pour  centre,  el,  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  suffit  de  faire 
varier  a  de  0  à  +  oo  .  Les  valeurs  remarquables  de  a  sont  alors  0,  1,  /i  el  -+-  x. 

Pour    0=0     ou    H- £,     a;  et  1/  sont  infinis  el  négatifs,    chacun  d'eux  a  pour  valeur  approchée 

2  y 

et  l'on  a     lim  —  =  i  ;     la  branche  infinie  correspondante  a  donc  pour  direction  asymptotique 

Àa  X 

la  direction  de  la  première  bissectrice. 
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Pour     a  =  1 — E,      y  redevient  égal  à  — x    et  .r  prend  la  valeur    —  —  ;   la  droite    a;  = 

«3  O 

est  une  asymptote.  Pour     n  =  1  ^-  e,     y  est  égal  a  -+-x  ,   la  courbe  est  asymptote  à  l'autre  extrémité 


de  la  même  droite 

_   (a-l)(a  +  2) 
~~  3a 


En  formant  la  quantité       •r  +  — • 


"^¥ 


3a 


on  voit  quelle  est  négative  avant  1  et  positive  après;  donc  le  premier  arc  est  à 


gauche  et  le  second  est  à  droite  de  la  droite     x  =  —  —  • 

Pour    fl  =  v'-,      J  devient  nul  et  passe  du  négatif  au  positif,  y  prend  la  valeur 


v/2 


Enfin,  pour    a  =  -i-  oo  ,     .>■  et  y  sont  infinis  et  positifs,  leurs  valeurs  approchées  sont  égales  à  —  ; 

y 
par  suite,  la  limite  de  —   est  encore 

égale  à  1  et  la  branche  correspon- 
dante a  même  direction  asj'mptotique 
que  la  première. 

Nous  avons  donc  obtenu  le  schéma 
placé  à  côté  (/''g'.2).  Il  reste  à  chercher 
les  asymptotes  des  deux  branches  infi- 
nies parallèles  à  y  —  x  et  à  com- 
pléter la  courbe  par  symétrie. 

Or  nous  trouvons  aisément 
a 


Fig.9. 


Les  limites  pour  a  =  0  et  a  =  ^x  sont  toutes  deux  nulles  ; 
donc  les  deux  asymptotes  sont  confondues  avec  la  première  bis- 
sectrice. 

En  remarquant  enfin  que  la  courbe  est  du  quatrième  ordre,  on 
achève  sans  peine  la  construction  de  cette  ligne  {fig.  3). 


Fig.  3. 


J.  RODA,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  :  MM.  i.  H»ag,  à  Pont-à-Mousson  ;  E.-X.  B*risien;  Parrod,  h  Vesoul. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  Sainte-Lagub,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure  ;  A   Dupont,  h  Saumur  ;  R.  Bouvaist. 


1194.  _   Une  hyperbole  équilalère  homofocaie  à  une  ellipse  donnée  intercepte  -tur  les  côtés  d'ici  angle 
droit  circonscrit  à  l'ellipse  deux  cordes  égales. 


Soit    — — \- 1=0    l'équation  de  l'ellipse  donnée;  celle  de  l'hyperbole  équilatère  homofo- 

a'        b^ 


cale  est 


„^  —  (,'-         c"- 
x-  —  y'  =  — 5 —  =^ 


Soient  en  oulre  .x„  et  y„  les  coordonnées  du  point  A   d'où  l'on  mène  des  tangentes  rectangulaires 
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/.    il  l'ellipse,  et  o  l'angle  que    l'une  des  directions  de  AB,   par 
exemple,  fait  avec  Ox;  une  des  directions  de  l'autre  fera  l'angle 

(5  -i-  -V    avec  Ox. 

Cela  posé,  en  appelant  M(x,  y)  le  point  courant  de  AB  et  p 
la  valeur  algébrique  du  segment   AM,  nous  aurons 

X  =  Zo  +  ?  cos  ç,  y  =  i/j  +  p  sin  o, 

et  les  p  des  points  de  rencontre  de  l'hyperbole  avec  AM   seront 
donnés  par  l'équation  du  second  degré 

p^  cos  îo  -h  2p(a-g  cos  a  —  i/„  sin  o) 
en  posant 


Ho  =  0, 


Ho  =  a;;  —  \i\  — 


n-^  —  6=" 


2 


11  résulte  de  là  que 


BB'- 


.,  _  ^„-,,  _  ^  C^^o  cos  ?  —  ;/o  sin  9)^  —  llp  cos  2o 

^^       •   '  cos-2ç 


on 


BB" 


(xo  sin  <f  —  t/o  cos  <p)2  -H  -—  cos  2ç. 
cos-2'f 


pour  la  tangente  perpendiculaire,  changeons  o  en    f~'"^'    nous  aurons 

2 


GC'^ 


(Xj  cos  ?  +  j/o  sin  tp)=  —  —  cos  2cp 

l 

cos  2  2? 

BB''  =  CC'', 


11  s'agit  de  montrer  que 

c'est-à-dire  que 

(xo  sin  ç  —  yo  cos  vjf  +  c'  cos  2?  =  (xo  cos  o  M-  ?/„  sin  ç)-. 

Or  en  exprimant  que  la  première  droite  est  tangente  à  l'ellipse,  on   est  conduit  à  écrire  que 
l'équation  suivante 


E„  =  0 


/  cos-  9         sin-  s  \       ^  i  ^'^  cos  o        ?/„  sin  o  \ 

a  une  racine  double;  ce  calcul  donne 

(x„  sin  o  —  )/oCOS  o)-  =  a2  sin^  ç  +  h-  cos^ç  ; 
on  a  de  même 

(xo  cos  ?  H-  2/0  sin  o)^  =  a-  cos^  <f  -h  h-  sin-  9, 

et  l'on  a  bien  la  relation  annoncée 

(xo  cos  9  -i-  yo  sin  ç)'-  —  fXd  sin  o  —  j/o  cos  o)-  =  c*  cos  29. 

M.  T.  Lemoyne  donne  de  ce  théorème  la  démonstration  suivante  :  on  sait  que  les  cordes  d'une 
conique  qui  louchent  une  conique  homofocale  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  diamètres  de  la 
première  qui  leur  sont  parallèles  ;  or  ici  les  diamètres  parallèles  à  AB  et  AG  sont  rectangulaires,  donc 
leurs  carrés  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  théorème  s'en  suit  immédiatement. 

M.  Ê.  Foucart,  qui  nous  a  envoyé  une  bonne  solution  de  cette  question,  signale  que  le  théorème  est 
dû  à  M.  Mannheim  et  a  paru  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Bouvaist  et  E.  Barisien. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  J.  Haag,  à  Nancy;  R.  Javelot,  à  Givet. 
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1200.  —  Elanl  données  deux  coniques  S  et  S'  de  centres  G  et  G',  une  tangente  à  S  parallèle  à  00' 
est  rencontrée  par  les  quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques  aux  points  A,,  A,,  Aj,  A4.  Montrer 
que  si  M  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  et  si  a  est  la  longueur  du  demi-diamètre  de  S  dirigé  sui- 
vant 00'.   on  a 

MAi.MAo.MAj.MAt  =  a'. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  à  (S)  au  point  M,  et,  pour  axe  des  ;/,  le  diamètre  OM. 
Les  équations  tangenlielles  des  deux  coniques  sont 

(S)  m-u^-ir^bvu'-^w- =  0, 

(S')  xu-  ^  a'o"  -h  -/W-  -+-  2^vw  +  2p'H.'«  -+-  2p"uo  =  0, 

£  étant  égal  à    ipl     suivant  que  (S)  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  avec  la  condition     — j-  =  é, 

qui  exprime  que  la  droite  00'  est  parallèle  à  Mx. 

L'équation  d'une  tangente  commune,  uX  -+-  yY  -t-  w  =  0,  peut  également  s'écrire  Y  =  m(\  —  ,r), 
X  désignant  l'abscisse  do  son  point  de  rencontre  avec  Mx. 

U  V  iV 

On  a  ainsi  —  —  r-  =  ■ ■ 

m  —  \  —  mx 

et,  par  suite,  en  portant  dans  les  équations  de  (S)  et  (S'), 

(x-  -4-  m-)m-  -\-  Ibx  =  0, 

(ï"i-i  —  2fl'x  -H  a)m-  +  2(^a;  —  P")m  +  a'  =  0. 

L'élimination  de  m  donne  l'équation  aux  abscisses  des  points  A,,  Aj,  A,,  A.  : 

(46-a"  —  4i?  H-  a').r*  +  ■  ■  ■  -H  aa*  =  0, 
ou  a'a-'M-  ■■■  +   a'rt'  =:  0, 

en  vertu   de   l'hypothèse     ?  =  i*".      On  a  donc    XiXiCiXs.  =  a\      ce  qui    démontre    la    proposition 

annoncée. 

VASNIER. 

Bonnes  solutions  :  MM.  H.  Bouvaist  ;  A.  S'»  Lagùe,  élève  de  l'Ecole  noimale  supérieure  ;  Parbod,  à  Vesoul  ;  J.  Haag,  à 
Nancy  ;  T.  Lemoïne,  à  Troyes  ;  DouMBEnT,  à  Grenoble. 


1201 .  —  Etant  donnée  une  hypocycloide  à  trois  rebrousseinents,  on  mène  par  chaque  point  A  de  la 
courbe  la  droite  à  qui  fait  avec  la  tangente  en  A  un  angle  donné  0.  Par  un  point  M  du  plan  passent  trois 
droites  A  auxquelles  correspondent  trois  points  A,,  A.,  et  A:,. 

1°  Trouver  le  lieu  S  des  points  M  tels  que  les  trois  points  A,,  A2,  A3,  soient  sur  une  même  droite  D  et 
montrer  que  ce  lieu  ne  dépend  pas  de  0. 

2»  Trouver  l'enveloppe  des  droites  D  correspondant  à  l'angle  0  cl  étudier  les  variations  de  cette  enve- 
loppe quand  0  varie. 

30  Trouver  l'enveloppe  des  droites  D  correspondant  à  un  même  point  M  de  S  et  étudier  les  variations 
de  relie  enveloppe  quand  M  se  déplace  sur  S. 

1.  Soient 

X  cos  10  -)-  y  sin  (o  =  cos  Sw, 
—  X  sin  <u  -h  y  cos  w  =:  —  3  sin  3co 
les  équations  d'une  tangente  à  H  et  de  la  normale  correspondante. 

Posons  x-^iy  =  :,  ,r  —  ig  —  r,,  e^'""  =  z  ; 

les  équations  ci-dessus  deviennent 

(T)  $-+-:,:=  il±l, 
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d'où  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 

2  -  :' 


'°~       z 


(*)  2.^  -  1 

r,o  =  — :7—  • 

Posons    e""  =  o.     La  droite  â  a  pour  équation 
/A^  ■  '        fl         t  ^  f.  (9o_i):3^(2-0) 

Écrivons  que  cette  droite  passe  par  un  point  (p,  q)  et  ordonnons  : 

(2)  (20  —  1  )3^  —  072^  —  pz  H-  (2  —  0)  =  0. 

Soit  maintenant 

u;  -h  vr^-h  l  =  0, 

une  droite  D  :  l'équation  aux  :  de  rencontre  de  D  et  de  H  est 

(3)  1/3 ••  —  'iv-J  -  :-  —2uz-^v  -  0. 

Ecrivons  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  le  premier  membre  de 
l'équation  (2). 

Le  quotient  ne  peut  être,  à  priori,  que 


d'où,  par  identification,  les  conditions 

(41 

pu 


u 

V 

20  —  1  ""^ 

2-0^ 

')qu 
20—1    ~ 

3u 

2-0 

pv 

30  « 

2-0   ~ 

26-1 

liqv 

!. 

Pour  éliminer  u  et  v  entre  ces  trois  équations,  il  suflit  de  multiplier  les  deux  premières  membre 

à  membre,  d'où  „         •    ,      ,■  2        -      ,,  ,cn 

pq  =  \i,      c  esl-a-dn-e      a;^  -+-  i/-  =  9  ;  (s) 

tel  est  le  lieu  du  point  M  ;  c'est  la  circonférence  qui  passe  aux  trois  points  de  rebroussement  de  H.  Ce 

lieu  est  donc  indépendant  de  0. 

2.  L'élimination  de  (p,  q)  entre  les  équations  (4)  donne 

(5)  ;W(2  —  e)'««  -t-  3(20  —  Ifv^  =  (20  —  1)^(2  —  0)-'iu% 

telle  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  H'  de  D. 

On  peut  écrire  cette  équation 

1  1  i  i 

/     30^        \^        /    33'       \^        /     30  '        \  /    36  3 

Or  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'équation  tangentielle  de  H  est 

(«'  -hv'  =  uv; 

si  donc    II,  V  sont  les  coordonnées  d'une  tangente  k  H  et  u',  n    celles  d'une  tangente  à  H'  on  pourra 

poser 

20  —  1 
u  =  ^w, 

30' 

2—0 
V   —  —  V. 

36  3 

D'ailleurs  posons  provisoirement  0  =  z', 

et  soient  ?,  r,  les  coordonnées  du  point  d'argument   :    (-.,=  -]    de  la  courbe  H.  Il  vient,  d'après  les 
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formules  (1) 


(6)  f 


Ceci  posé,  soient  en  coordonnées  ordinaires 

.T  cos  to  M-  j/  sin  w  =  ?,  ■'•  cos  w'  +  )/  sin  w'  =  o', 

les  équations  de  nos  deux  droites  :  on  a 


Il  = 


—  2p  -2p' 


v'  = 


-2p  -2p' 

1  ,,1 

^  gjlu)  .  :^   gStu' 

!«  '  m'  ■ 

Les  équations  (6)  donnent 

v'         i  V 

IV  r,    M 

Soient  3a  et  t?  les  coordonnées  polaires  du  point  [\,  tj),  on  a 

t  =  3ae'%  V,  =  3ae-'>, 

t 

d'où  enfin 

1    _  «■ 

p"  ~  P'' 

d'oii 

?'  =  "^' 
(7)  ^        « 

(o'  =  (0  -(-  9 . 

Il  suit  de  là  que  la  courbe  H'  se  déduit  de  la  courbe  H  par  une  homothétie  autour  de  l'origine  dans 
le  rapport    —    suivie  d'une  rotation  de  l'angle  ç  autour  de  l'origine.  C'est  donc  également  une  hypo- 

cycloïde. 

Nous  allons  maintenant  chercher  son  enveloppe  quand  e  varie. 

0  —  2 
Posons  à  cet  effet  g.  _     =  >•, 

l'équation  de  H'  devient 

P(X— 2K  +  fl  — 2X)t)^  =luv. 
Dérivons  par  rapport  à  X,  il  vient 

X^(2X-3)u'  — ii3  =  Xuu. 

En  divisant  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  équations  par   uv,  on  a  deux  équations  linéaires 

u'-     ,    «''        .  j  .  m'  I 

en  —  et  —   qui  donnent 


V  u    ^  V        3X(X— 1) 

«=     _  —  X2 

IT  "^  3(X-i)  ■ 
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L'élimination  de  /.  entre  ces  deux  équations  du  2"  degré  est  alors  très  simple  el  conduit  à  l'équation 

27(«^  +  i;')-)-27i(r  =  1, 
que  l'on  met  aisément  sous  la  forme 

(-«-l)[("4)-("4)('-lh("4)>»^ 

L'enveloppe  se  décompose  donc  en  trois  points  ;  on  reconnaît  aisément  que  ces  trois  points  sont 
les  trois  rebrousscments  de  IL 

On  se  rend  compte  de  ce  fait  en  appliquant  la  transformation  (7)  aux  symétriques  du  point  P  (?,  t,) 
par  rapport  aux  tangentes  de  rebrou ssement  de   IL 

On  peut  faire  sur  la  droite  U  une  dernière  remarque  ;  posons,  dans  les  équations  (4) 


formes  légitimées  par    /;(/  =  'J. 
Il  vient 


—  30  —  3: 

P  =  ^— '  *?  =  — T- 


=  0, 


20-1        2 
36u  3zv 


-+-1=0, 


2(26  —  1)        2  —  6 

équations  d'où  l'on  déduit  u  et  v  et  l'équation  de  D 

0  —  2  s'  —  0 

(^)  ^-^2ôTrT-'-^^(2rrT)7  =  "- 

6  —  2 
On  peut  identifier  cette  équation  avec  l'équation  de  la  droite  A  en  posant     ^- — -r  =  À    et  vérilier 

que  la  droite  D  passe  bien  au  point  d'argument  :  de  H.   Donc  la  droite   D   fait  avec  H  un  angle  cons- 
tant 0'  défini  par 

pï'»—  2 


■le""  —1 

relation  qu'on  transforme  aisément  en 

cotg9  cotg6'  =  3. 
3    Les  droites  D    correspondant  à    un  même    point    M  de    S    s'obtiendront  en  remplaçant  dans 
l'équation  de  D,  :  par  une  expression  de  la  forme  M,  le  point  M  ayant  pour  coordonnées 

L'équation  de  D  prend  alors  la  forme 

(U -h  r,)[k^f  +  2(;  -  A-ï|)(/cO)-  (A-;  -H  3)  =  0, 
d'où  l'on  déduit  immédiatement  l'enveloppe  demandée 

(?-Ari)^-H(A?M-3)(r,+  3Aj  =0. 

Cette  enveloppe  est  donc  une  conique  C. 
On  peut  écrire  son  équation  sous  la  forme 

(C)  (r,^  +  3^)A^-(^Ç_9)A-+(?=-H3r,)  =  0, 

11  est  très  facile  de  vérifier  que  les  trois  coniques 

r,2_H3l  =  0,      r,Ç-9  =  0,      t-^  +  3r,  =  0 

ont  3  points  communs  qui  sont  précisément  les  3  rebrousscments  de  H. 
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De  plus  réquation  (C)  donne  immédiatement  pour  enveloppe  de  C 

(^t-9)2=4(V-+-3«($-  +  3vi) 

équation  qui  est  précisément  celle  de  H. 

Donc  enfin  la  conique  C  touche  la  courbe   H  et  passe  en  ses  trois  points  de  rebroussement. 

Nous  allons  montrer  que  toutes  les  coniques    C,   qui  sont  des  hyperboles,  sont  semblables  entre 
elles  :  leurs  asymptotes  forment  un  angle  constant  de  60°. 

En  effet,  les  directions  asymptotiques  sont  données  par 

Soient     ç  =  pe'f,    -ri  =  pe-'^     k  =  —e~'", 
a   sera  l'argument  du  point  M.  11  vient 

relation  ciu'on  transforme  aisément  en 

1 

C0s(2o  _i-  a)  -t-  —  =  0, 

2Tt 

ou  C0S(2<P+ a)  =  COS  — , 

271  „         2t:  a 

d'Où  2o+a=— ,  cp    =T~T' 

,  OU 

-f  -t-  g  '32 

d'où  ç"-o'  =  ^. 

o 

Enfin,  on  peut  vérifier  que  le  :  de  contact  de  G  avec  H  est  égal  à  K  et  que  l'origine  a  pour  polaire 
par  rapport  à  C  la  tangente  en  M  au  cercle  S. 

L.  BICKÂRT. 
Autre  solution  iVI.  .1.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson . 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1276.  -  On  considère  deux  points  M  et  M'  d'une  ellipse  situés  ;uix  exlrcniités  de  deux  diamètres  con- 
jugués et  les  deux  droites  i  et  A'  symétriques  du  grand  axe  par  rapport  aux  tangentes  en  M  et  M'. 

Trouver  le  lieu  du  point  de  ronconlre  de  ces  droites  quand  le  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  donnée. 
Même  question  en  remplaçant  la  tangente  en  M  et  la  tangente  en  M'  par  les  normales. 

E.-N.    B.\BIS1EN. 

1277.  -    On  considère  une  équation  du  (piatrième  degré 

ax^  +  bx^  -ir  ex"-  +  dx -\-  f  =  {i 

et  un  envisage  les  (juatrc  racines     a,  'p,  y,  S    comme  étant  les  abscisses  de  quatre  points    A,  B,  C,  D  de   O.c 
Trouver  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  abscisses  des  points  P  tels  que    PA.PB  =  PC.PD. 
Voir  ce  qui  se  passe  quand   celte   nouvelle  équation  admet  une  racine  nulle,  une  racine  infinie  ou  une 

racine  double. 

Montrer  (pie,  dans  le  cas  général,  il  suffit  de  eonuaiire  une  racine  de  cette  éiiuation  pour  pouvoir  calculer 

celles  de  la  première. 

E.  11. 

1278.  —  Dans  la  machine  de  Linde,  l'air,  qu'on  supposera  puisé  dans  l'atmosphère  ii  la  température  de  0°, 
est  comprimé  à  200  atmosphères,  puis  détendu  à  20  atmosphères.  Dans  celle  opération,  une  fraction  x  de  l'air 
se  liquéfie. 

L'air  non  liquéfié  et  supposé  à  0"  par  échange  de  chaleur  avec  le  courant  d'air  inverse  est  comprimé  de  non- 
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veau,  à  tcmpùralure  consUnte,  de  20  ;i  200  atmosphères,  et  on  lui  ajoute  de  l'air  almospiiériqnc,  que  l'on  porte 
également  à  200  altiiosphères,  pour  compenser  le  départ  de  celui  qui  s'est  liquéfié  ;  puis  on  détend,  et  ainsi  de 
suite. 

Sachant  (pic  la  machine  fournit  un  demi-kilogramme  par  rhoval-heurc,  on  demande  de  déterminer  x. 

J.  Lemoi.ve. 


DEUXIEME   PARTIE 
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1198.  —  (hi  donne  deux  axes  rectangulaires  x'x,  y'y  se  coupant  au  point  0  et  sur  Oy  un  point  A 
(OA  =  II).  Un  angle  droit  tourne  autour  du  point  A  et  détermine  avec  x'x  un  triangle  rectangle  ABC. 
Etudier  comment  varie  la  longueur  y  de  la  nu-dinne  BM  de  ce  triangle  Quand  le  point  B  parcourt  la  demi- 
droite  Oc     (OB  =  x).      Tracer  la  courhe  qui  représente  les  variations  de  cette  fonction. 

t^hercher  pour  quelles  valeurs  de  x  la  fonction  y  prend  une  valeur 
donnée  l  et  mettre  ces  valeurs  sous  la  forme  d'une  somme  ou  d'une 
différence  de  deux  l'adiruux  simples.  En  déduire  une  construction 
de  la  courbe  par  points. 

Dans  le  triangle  rectangle  ABC  nous  avons 
ÔB.ÔC^— ÔI' 
—  ÔT    _  _  h' 

a" 


ou 


OC  = 


OB 


l'abscisse  du  point  C  est  donc    — 


et  comme  l'ordonnée  du  point    .\  est  h.  les  coordonnées   du 


point  M  sont 
tion 

(1) 


et 


el  par  suite  la  longueur   y   de  la  médiane  BM   est  donnée  par  la  rela- 


y-  =  n^-i- 


2x 


\ 


ou 


ou  enfin 


h' 


y  =  -+- 


V 


4 


17' 


y  est  une  fonclion  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour     a'  =  0.      A  deux  valeurs 
de  X   égales  et  de  signes  contraires  correspond  la  même  valeur  de   y.    Nous  ferons  varier   a^  de  0 


La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est 

Éï.  = 
dx 


47 


1     /   1        ^fi'          h' 
i\  /  x^  -\ i 

V  4  4x^ 
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ou 


4a-*  —  II' 


I  5h^ 


IL 

4âê2 


Elle  est  positive  si  x  est  plus  grand  que  --^,    et  négative  si  x  est  plus  petit  que  — .    Nous  pou- 


'    vons  donc  dresser  le  tableau  de  variations  suivant  : 


X 

0 

croit 

croit 

+  » 

dy 
dx 

— 

0 

-H 

y 

—  00 

décroît 

3/i 
2 

croît 

-I-ÛO 

ce  qui  permet  de  construire  la  courbe  correspondante. 

On  voit  aisément  que  la  droite     \  =  x    est  asymptote  à  la  courbe, 
car  la  différence 


peut  s'écrire 


V^ 


Y  = 


h' 

5A2 

h' 

—  a- 


et  a  pour  limite  zéro  quand  x  croit  indéfiniment.  De  plus  on  voit  que     y  —  Y     est  positif  pour    .r  >  0, 
par  suite  la  courbe  est  au-dessus  de  son  asymptote. 

En  prenant  la  symétrique  de  celle  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  on  obtient  une  courbe  du  qua- 
trième degré  qui  a  pour  équation 

5/i-  h' 

^  4  4.1- 

ou  ^x\x'-  —  y'-)  -I-  U-x^  -H  /i'  =  0. 

Revenons  à  l'équation  (l)  et  écrivons  que  y  prend  la  valeur  /,  nous  avons 

ou  a-  +  -r-  =  ±  1  /  /^ - 

2.r  Y  4 

ou  encore  2a.-  ±  2.'»  /  /^  _  _!_  +  h-  =  0  ; 

et,  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  x. 

Prenons  seulement  les  valeurs  positives  de  x 
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N^— - 


Ces  valeurs  ne  sont  réelles  que  si  /  est  supérieur  à    —,    ce  qui 

résulte  d'ailleurs  de  la  discussion  qui  précède. 

Pour  déduire  de  là  une  construction  de  la  courbe  par  points, 
traçons  les  cercles    G  et  C  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour 

h  a/( 

rayons  respectivement  —  et  — — ,    et  du  point   A  de  O7  d'ordon- 
née /,  menons  les  tangentes  AT  et  AT'  à  ces  deux  cercles.  Nous 

Le  cercle  de  cen- 


avons   AT 


V'-T--V/"-* 


tre  A  et  de  rayon  AT'  rencontre  AT  en  deux  points   M  et  N  tels 
que 

TM 


TN 


en  prenant  les  moitiés  de  ces  longueurs  nous  aurons  les  abscisses  des  points  de  la  courbe  correspondant 

à  l'ordonnée  /.  Il  sutlira  donc  de  porter  sur  la  droite    AL    parallèle  à   Ox   des  longueurs   AB   et  AB' 

^     ,      ,     TM  TN 

égales  a  —^   et  — -  pour  avoir  des  points  de  la  courbe. 

J.  HAAG,  à  Nancy. 

Bonnes  solutions  [i.ir  MM.  René  J.\vgi.ot.  ,i  Givet,  et  .\.  SI'-Lagub,  élève  de  l'école  normale  supérieure. 


1210.  —  Une  droite  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  A  et  B  qui  glissent  sur  les  deux  droites 
rectangulaires  Ox,  Oij.  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  deux  courbes  suivantes:  J"  l'hyperbole 
tangente  à  AB  et  agnnt  Ox  et  Oy  pour  asymptotes;  2°  la  parabole  tangente  à  O.1  et   Oy  en  A  et  B. 

Désignons  par  a  l'abscisse  du  point  A,  par  b  l'ordonnée  du  point  B,  nous  avons 

(1)  a^-hb'  =  l\ 

l  étant  la  longueur  constante  donnée. 

Une  hyperbole  admettant  Ox  et  Oi/  pour  asymptotes  a  pour  équation  xy  =  ).;  elle  sera  tan- 
gente à  AB  si  elle  passe  par  le  milieu  I  (— >    — -  j  du  segment  AB.  On  a  ainsi  la  condition    -y-  =  1,    et 

par  suite  l'équation  de  l'hyperbole  est 

(H)  ixy—ab  =  0. 

D'autre  part,  toute  conique  touchant  les  axes  en  A  et  B  a  une  équation  de  la  forme 
{bx  -hay  —  oby  4-2Xxi/  =  0.  En  écrivant  que  cette  conique  est  une  parabole,  on  trouve  X  =  —  2a6, 
et  par  suite,  l'équation  de  la  parabole  est 

(P)  {bx  -+-ny  —  ab)-  -  Aabxy  =  0. 

Nous  avons  à  chercher  le  lieu  des  points  communs  aux  coniques  (H)  et  (P),  quand    n    et    6    varient 
en  vérifiant  la  relation  (1). 

Ajoutons  à  l'équation  de  (P)  celle  de  (H)  multipliée  par  ah,  nous  obtenons 

(bx  -+-ay—  aby  —  a-b-  =  0 
ou  [bx ^  ay){bx -^  ay — 2a6)  =  0; 

nous  avons  ainsi  en  évidence  un  couple  de  sécantes  communes  aux  deux  coniques,  et  pour  avoir  les 
points  communs  aux  deux  courbes,  nous  remplacerons  l'une  d'elles,  la  parabole  par  exemple,  par  les 
deux  sécantes  communes. 
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Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite     hx  +  a.y  —  0    ne  rencontre  pas  l'hyperbole  en  des  points  réels. 
Considérons  maintenant  la  sécante      bx-i-  ny  —  'iah  =  0,      et  déterminons  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  de  cette  droite  et  de  l'hyperbole     'txy—  ah  =  0.     En  éliminant  y  entre  ces  deux 
équations,  on  forme  l'équation  aux  abscisses 

Ax'-  —  ^nx  +  «2  =  0 
a(2  -h  Ev/3) 


qui  a  pour  racmes 


(s=dzl), 

A  chaque  valeur  de  I  correspond  une  valeur  de  )/,    y=   - — i   ou 

_  b  6(2  —  £v/3)  . 


a(2  +  î  s/S)  2 

par  suite,  l'hyperbole  el  la  parabole  se  rencontrent  en  deux  points  réels  seulement,  et  ces  points  ont 
pour  coordonnées 

rt(2-4-e/3)  /a2-ev/3) 


;/  = 


(s   =   ±   1). 


2  '  ■'  2 

Nous  aurons  le  lieu  de  ces  points  en  éliminant  a  et  6  entre  ces  équations  et  la  relation  (l),  c'est- 


à-dire  en  remplaçant  dans  celle-ci  a  par 


2.r  ,  2y 

,    I)  par  •' 


2-hEv/3 


2-ev/3' 
l'  =  0. 


et  nous  avons  ainsi 


(2-HE^/37-         (2  — Ev/3)^ 

Le  lieu  se  compose  de  deux  ellipses  rapportées  à  leurs  axes  et  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rap- 
port à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

Solution  géométrique.  —  Désignons  par  x,  y  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  et  par  L  le  point  à  l'infini 

sur  AB,  et  projetons  coniquemcnt  la  figure  de  façon  que  les  points 
0  et  L  soient  deux  points  rejetés  à  l'infini  dans  des  directions  rec- 
tangulaires. On  obtient  alors  le  rectangle  AB.ri/  (fiy.  1);  la  parabole 
y  se  transforme  en  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  est  ÂB    et  dont 

l'autre  a  pour  longueur  kx,  et  l'hyperbole  en  une  ellipse  dont  l'un 
— '  0  des  axes  est  xy  et  dont  l'autre  a  pour  longueur  kx.  Par  suite  ces 
— -      deux  ellipses  sont  homothétiques,  elles  admettent  comme  cordes 
communes  la  droite  de  l'infini  OL  et  une  droite  parallèle  à  AB 
Fit;.  1.  équidistante  de  AB   et  de  .ci/,   et  qui  est  par  suite  conjuguée  harmo- 

nique de  OL  par  rapport  à  AB  et  xy. 
En  revenant  à  la  première  figure,  on  voit  que  si  l'on  mène  par  le  point  0  une  parallèle  OL  à   AB,   puis  si 
l'on  construit  A'B'  parallèle  à  AB,  telle  que    OA'  =  20A,     OB'  =  20B,    les  droites  OL  et  A'B'   constituent  un 

système  de  sécantes  communes  à  la  parabole  et  à  l'hyperbole. 

La  parallèle  OL  k  AB  ne  rencontre  pas  l'hyperbole;  la  droite  A'B' 
la  rencontre  en  deux  points  M  el  N.  Cherchons  le  lieu  de  ce.s  deux 
points. 

D'après  une  propriété  bien  connue  de  l'hyperbole,  on  a 

MA'.MB'=  \P  =  ~, 

4 

d'ailleurs  MA'  +  MB'  =  A'B'  =  2AB  =  2?, 

donc    MA'  et  MB'  sont  racines  de  l'équation 

u-  — 2/m-i-  — —  =  0. 

4 

Les  longueurs  MA'  et  MB'  étant  constantes,  le  lieu  de  M  est  une 
ellipse  ayant  pour  axes  Ox  et  Oy,  les  longueurs  de  ces  axes  étant  res- 
pectivement M  If  et  MA'. 

On  voit  de  même  quele  lieu  de  N  est  une  ellipse  symétrique  de 
Fig-  -'•  la  première  par  rapporta  la  bissectrice  de  l'angle  xQy. 

A.  S'°LAGUE,  élève  de  l'école  normale  supérieure. 
Bonne  solution  ii.ir  M.  J.  Haah. 


y 

b' 

nIm 

B 

IV 
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V 

0 

IN 

A 

A' 

X 
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1199.  —  Une  cloche  ci/lindriqw  a  une  hauteur  extérieure  a,  uni'  hauteur  intérieure  b,  une  section  exté- 
rieure .s-,  une  section  intérieure  g,  un  poids  m.  On  la  pince  verticalement,  l'ouverture  en  bas,  sur  l'eau  et  on 
suppose  qu'elle  flotte  d'abord  en  équilibre  stable.  L'eau  est  contenue  dans  une  éprouvette  de  section  S  qu'on 
ferme,  à  une  certaine  distance  au  dessus  de  la  cloche,  par  un  piston  sans  frottement.  Quelle  charge  M 
doit-on  mettre  sur  ce  piston,  poids  du  piston  compris,  pour  faire  couler  la  cloche  au  fond  de  l'eau  ? 
Application  numérique:  a  =  âO"^"»,  h  =  19'^"',  s  =  IS'^'i,  a  =  lô^q,  m  =  248g'',  s  =  30<=q. 
La  température  est  0°,  ta  hauteur  barométrique  H  =  75'="',  la  masse  spécifique  du  mercure 
;j.  =  13,6,    celle  de  l'eau     e  =  l     et  celle  de  l'air  négligeable. 

Dès  que  la  cloche  sera  complùtemenl  immergée,  la  moindre  augmentation  de  pression  la  fera 
couler.  Considérons-la  donc  dans  cette  position  et  soit  x  la  hauteur  à  laquelle  l'eau  est  montée  à 
l'intérieur. 

l/équilibre  de  la  cloche  exige  que  le  poids  de  la  cloche,  augmenté  du  poids  de  l'eau  qui  y  est  en- 
trée, soit  égal  au  poids  de  l'eau  déplacée,  ce  qui  donne 

(1)  m  -h  axe  =  Sae. 

Appliquons  la  loi  de  Mariolte  à  l'air  emprisonné  sous  la  cloche.  Au  momunt  où  l'on  pose  la  cloche 
sur  l'eau,  son  volume  est  cb  et  sa  pression  lli^g.  La  cloche  une  fois  enfoncée,  son  volume  est  réduit 
à     ii(6 — x)    et  sa  pression  se  compose  : 

1°  de  la  pression  atmosphérique,  transmise  par  le  piston,  l'air  de  l'éprouvette  et  l'eau,  liiig  ;  2°  de  la 

pression  due  au  poids  du  piston,  transmise  par  l'air  de  l'éprouvette  et  l'eau,    -^—'  3°  de  la  pression  due 
à  la  diiférence  des  niveaux  de  l'eau  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  cloche,     [a  —x)  eg.  On  aura  donc 

(2)  cb.Hiig  =c(b-  x)\  Uixg  +  ^  -+-  («  —  x)eg  1 . 

Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs:  (1) donne 

x  =  l,  d'où  b  —  .r  =  12  et  a—  x  =  IZ. 


L'équation  (1)  devient 


/  -^  \ 

19x73x13,6  =  12(73x13,6+  -y--t-*3j 


d'où  l'on  tire  —  =  582, 

S 

et  enfin,  pour    S  =  30,  M  =  17  460g'-. 
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1160.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  le  triangle  équilatéral  ABC  de  leO"""'  de 
côté.  Ce  triangle  est  la  trace  horizontale  d'un  trièdre  trirectangle  SABC  dont  le  sommet  s  est  situé  en  dessous 
du  plan  horizontal. 

On  déterminera  la  projection  des  3  arêtes  de  ce  trièdre. 

On  considère  une  sphère  dont  le  centre  m  est  au  milieu  de  la  droite  AB  ;  le  rayon  de  cette  sphère  est  de 
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40°"".  Le  grand  cercle  vertical  GK  de  celle  sphère,  en  tournant  autour  de  l'arête  SC  du  trièdre,  engendre  un 
tore  dont  on  déterminera  l'intersection  avec  le  cône  de  sommet  S  circonscrit  à  la  sphère. 

On  représentera  le  tore  avec  l'entaille  conique  en  limitant  la  surface  du  tore  aux  deux  faces  ASC  et  ESC 
du  Irièdre  donné. 

Cadre  de  âT"""  sur  45.  C  à  égale  distance  des  petits  côtés  et  à  50°"°  du  bord  supérieur. 

(Ecole  centrale,  3'  session,  1902.) 


Le  tétraùdrc  S\BC  ayant  son  angle  trièdre  S  Irircclangle,  le  point  s  est  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle  abc;  la  cote  de  S  est  donnée  par  ss^,  hauteur  du  triangle  rectangle  ws'c. 

Construction  du  tore.  —  Nous  prendrons  pour  plan   vertical  de  projection  auxiliaire  le  plan  vertical  se  ; 
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l'axe  du  tore  est  alors  {se,  s'c').  Le  cercle  générateur  du  fore  a  sa  projection  verticale  confondue  avec  le  contour 
apparent  vertical  de  la  sphère  donnée  de  centre  (u>,  a>'). 

Pour  déterminer  la  projection  horizontale  du  contour  apparent  horizontal  du  tore  nous  avons  pris  l'ellipse 
projection  horizontale  du  cercle  de  centre  (s,  s'),  de  rayon  »V  et  situé  dans  le  plan  de  bout  aios',  puis  nous 
avons  construit  la  courbe  parallèle  en  portant  sur  la  normale  en  chaijue  point  de  cette  ellipse,  de  part  et 
d'autre  de  ce  point,  une  longueur  constante  égale  au  rayon  du  ceri:le  générateur  du  tore.  Le  lieu  des  extrémités 
ainsi  obtenues  est  la  courbe  projection  horizontale  du  contour  apparent  horizontal. 

Intersection  dti  cône  et  du  tore.  —  Le  plan  vertical  de  projection  choisi  contient  les  axes  des  deux  surfaces  ; 
nous  emploierons  des  sphères  auxiliaires  ayant  pour  centre  commun  le  point  de  rencontre  (s,  s')  des  axes. 
L'une  de  ces  sphères,  de  rayon  arbitraire  s't',  coupe  le  cône  suivant  deux  parallèles  dont  l'un  est  l'm'  et  le  tore 
suivant  deux  parallèles  dont  l'un  est  j'm',  ce  qui  donne  le  point  m'  de  la  projection  verticale  de  l'intersection. 
On  en  déduit  la  projection  horizontale  m  en  considérant  le  point  {m,  m')  comme  situé  sur  la  sphère  auxiliaire 
employée.  Faisant  varier  le  rayon  de  cette  sphère  on  aura  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  l'intersection, 
en  remarquant  d'abord  qu'à  »i'  correspondent  deux  points  m  et  m,  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à 
SU)  qui  sera  axe  de  symétrie  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  du  cône  et  du  tore,  et  ensuite  qu'en 
ne  considérant  qu'une  nappe  du  cône,  chaque  sphère  auxiliaire  donne  quatre  points  de  l'intersection. 

Comme  points  importants  nous  avons  obtenu  les  deux  points  doubles  réels  de  l'intersection  ;  ils  sont  pro- 
jetés horizontalement  en  dete;  puis  nous  avons  délerniiné  les  points  fournis  par  les  sphères  limites  et  qui 
sont  projetés  horizontalement  en  /'  et  i. 

D'autres  points  remarquables  sont  ceux  situés  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cône  ; 
on  les  obtient  en  prenant  l'intersection  du  tore  avec  chacune  de  ces  génératrices.  Une  de  ces  génératrices  ren- 
contre l'axe  du  tore  en  (s,  s'}  ;  on  rabat  sur  le  plan  vertical  de  projection  le  plan  de  cet  axe  et  de  cette  géné- 
ratrice elles  points  de  rencontre  de  la  méridienne  du  tore  et  de  la  génératrice  considérée  sont  les  rabatte- 
ments des  points  cherchés.  Un  relèvement  donne  ces  points. 

.Nous  avons  obtenu  la  tangente  en  (m,  m')  pur  la  méthode  des  normales.  Les  normales  en  ces  points  sont 
{mr,  m'r')  pour  le  tore  et  {mq,  m'i/)  pour  le  cône  ;  elles  rencontrent  le  plan  horizontal  de  (r,  r")  aux  points 
(»•,  r')  et  {V,  v')  et  alors  mt  est  perpendiculaire  à  rv. 

Sections  du  tore  par  les  plans  SAC  et  SBC.  —  Ces  deux  plans  passant  par  l'axe  du  tore  coupent  la  surface 
suivant  des  cercles  méridiens.  Pour  la  section  par  le  plan  SAC  nous  avons  rabattu  ce  plan  sur  le  plan  horizontal 
en  Siac  ;  sur  la  perpendiculaire  en  Si  à  Sic  nous  avons  pris  SiOi  =  s'm'  et  nous  avions  en  oi  le  centre  du 
cercle  rabattu.  Nous  l'avons  relevé  en  o  et  avons  construit  l'ellipse  correspondante. 

Représentation  du  solide.  —  Nous  enlevons  ce  qui  est  dans  le  cône  et  par  suite  les  parties  de  contour  appa- 
rent horizontal  du  cône  comprises  entre  les  points  de  contact  avec  la  courbe  d'intersection.  Nous  conservons  les 
portions  de  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cône  comprises  entre  les  points  de  contact  avec  la 
courbe. 

Alors,  négligeant  la  présence  du  plan  horizontal  de  projection,  nous  avons  immédiatement  la  visibilité. 
Tout  est  vu  sur  la  courbe  d'intersection  sauf  les  petits  arcs  situés  au-dessous  du  tore  restant. 


N.  G. 


CONCOURS  DE  1903  {suite) 


ÉCOLE    MILITAIRE    DE    BELGIQUE 


Section  d'Artillerie  et  Génie. 


ARlTHMÉTlQnE. 


1.  Démontrer  que  tout  nombre  premier  qui  divise  un  produit  de  plusieurs  facteurs  divise  nécessairement 
l'un  d'eux. 

2.  Déterminer  tous  les  couples  de  nombres  p  et  q  tels  que  les  nombres    p- —  q-    et    p^  —  q''    soient  pre- 
miers entre  eux. 
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Parmi  les  couples  précédents,  déterminer  ceux  pour  lesquels  le  nombre  p'^  —  q^  est  un  multiple  de  210 
augmenté  d'une  unité. 

Algèbre. 

t.  a)  Énoncer  et  démontrer  la  loi  de  formation  des  réduites  des  fractions  continues. 

b)  Démontrer  que  toute  fraction  qui  s'approche  plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale  qu'une 
réduite  donnée,  aura  ses  deux  ternies  supérieurs  aux  termes  correspondants  de  cette  réduite. 

2.  a)  Déterminer  les  valeurs  de  x,  y  et  ;  à  l'aide  du  système  d'équations: 

œ+j/  — 2=2(7,  (1) 

a;2  +  î/2  =  32,  (2) 

m{x-\-y)  =  xy.  (3) 

b)  Sachant  que  a  est  une  quantité  réelle  et  positive,  déterminer  les  limites  de  m,  en  fonction  de  a,  de 
manière  que  les  valeurs  de  x,  y,  z  soient  réelles  et  positives. 

Géomhtrie. 

1.  a)  Énoncer  et  démontrer  la  proposition  qui  donne  la  mesure  de  l'aire  d'un  triangle  sphérique. 

b)  Énoncer  et  démontrer  les  propositions  sur  lesquelles  s'appuie  cette  démonstration  et  dans  lesquelles 
intervient  la  considération  d'un  fuseau. 

2.  l'n  point  mobile  P  parcourt  un  arc  de  cercle  ASB.  On  mène  les  droites  PA,  PB  et  l'on  porte  sur  PB  un 
segment  PM  égal  au  tiers  de  PA.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point  M  lorsque  le  point  P  va  de  A  en  B? 

Trigonomktrie. 

1.  a)  Résoudre  un  triangle  sphérique  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Les  éléments  inconnus 
seront  donnés  par  des  formules  appropriées  au  calcul  logarithmique. 

b)  Etant  données  les  longitudes  et  les  latitudes  de  deux  points  de  la  surface  de  la  terre,  calculer  la  distance 
de  ces  deux  points. 

2.  a)  Dans  un  triangle  rectangle  en  A,  on  donne  : 
le  côté    AB  =  c  ; 

la  longueur    BP  =:  l    de  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  une  droite  CP,  divisant  l'angle  C  en  deux 
parties  dont  les  sinus  sont  entre  eux  comme  les  nombres  m  et  n. 
Calculer  cos  C. 

c  .  7// 

b)  Déterminer  les  limites  du  rapport  y  en  fonction  de  — ,    de  manière  que  le  problème  soit  possible. 

GÉOMKTRIE  ANALYTIQUE. 

1.  Qu'entend-on  par  asymptote  d'une  courbe  '.' 

Les  axes  coordonnés  étant  quelconques,  on  demande  de  rechercher  l'équation  générale  des  asymptotes  aux 
courbes  du  second  degré.  Dire  quand  ces  asymptotes  existeront  et  quand  elles  seront  perpendiculaires  entre 
elles. 

Appliquer  celte  théorie  ii  la  courbe 

y-  —  xy  —  2x^  -h3x+  i  —  0. 

2.  Par  un  point  0  pris  sur  une  circonférence  OMN  de  diamètre  d,  on  mène  trois  cordes  quelconques  OA, 
OB,  OC,  faisant  avec  le  diamètre  OD  des  angles  a,  a'  et  2",  puis,  sur  chacune  de  ces  cordes  comme  diamètre, 
on  décrit  une  circonférence. 

Démontrer  que  les  trois  circonférences  ainsi  obtenues  se  coupent  en  des  |)oints  P,  Q,  lî  situés  en  ligne 
droite. 

N.  B.  —  On  fera  usage  de  coordonnées  polaires  en  prenant  le  point  0  comme  pôle  et  la  droite  OD  comme 
axe  polaire. 

Calcul  locarithmhjle. 
On  donne  les  angles  : 

A  =  26°  U  '  40",  B  =  38°  W  20",  C  =  1 4°  34'  1 0". 

Trouver  la  valeur  de  X  comprise  entre  0  et  90°  qui  vérifie  l'équation 

,,    ....         siii  A  cos  B 

^'^^=       tgc      ■ 
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GÉOMÉTRIE  DESCBIPTIVK. 

On  donne  les  droites  a,  b,  c. 

On  demande  : 

lo  De  trouver  les  projections  d'une  droite  d  parallèle  à  a  et  (jui  s'appuie  sur  b  et  c. 

Le  point  d'appui  sur  b  sera  désigné  par  A  ;  le  point  d'appui  sur  c  sera  désigné  par  B. 

2°  De  construire  les  projections  des  arêtes  d'un  parallélépipède  sachant: 

a)  qu'une  première  arête  se  termiiuï  d'une  part  au  point  A,  d'autre  part  au  point  ("■  situé  sur  la  droite  b,  à 
droite  de  A  et  à  80  millimètres  de  ce  dernier  |)oint. 

p)  qu'une  seconde  arête  est  la  droite  AU. 

y)  qu'une  troisième  arête  se  termine  d'une  part  au  point  B  et  d'autre  part  à  un  point  D  situé  sur  la  droite  c, 
à  droite  du  point  B  et  à  86°""  de  ce  dernier  point. 

3°  De  rcprésentci'  le  parallélépipède  en  le  considérant  comme  un  corps  plein  et  opaque. 

4°  De  chercher,  par  un  rabattement,  la  vraie  grandeur  du  parallélogramme  diagonal  passant  par  l'arête  BD. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


1279.—  On  considère  une  parabole  (P)  de  foyer  F  et  un  cercle  (C).  Soit  M  un  point  variable  situé  sur  la 
[larabole. 

Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  (C)  et  du  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  Ml'",  se  compose  de 
deux  coniques  (P)  et  (r'). 

Sur  quelle  courbe  doit  être  situé  le  centre  du  cercle  (C)    pour  (lue  les  coniques   (1")   et   (V)  soient  des 

cercles  ? 

E.-N.  Barisien. 

1280.  —  .Soient  MM'  et  M, M,'  deux  diamètres  conjugués  variables  d'une  ellipse.  La  tangente  en  M  ren- 
contre les  normales  en  Mi  et  M,'  aux  points  P  et  Q. 

1»  Chacune  des  courbes  lieux  de  P  et  Q  est  une  quartique.  Construire  ces  courbes. 

2°  Le  lieu  du  miliou  de  PQ  est  une  ellipse. 

E.-N.   Barisien. 

1281.  —  La  distance  d'un  point  M  d'une  ellipse  au  point  de  Frégier  correspondant  est  dans  un  rapport 

constant  avec  la  longueur  du  diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  M. 

E.-N.   Barisien. 
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Traité  de  géométrie,  par  C.  Guicii.ard,  professeur  de  l'Université  de  Clermont. —  Deuxième  partie  : 
Compléments.  —  Paris,  Librairie  Yuibert  et  Nony,  63,  boulevard  Saint-Germain. 

L'ouvrage  de  M.  Guichard  était  attendu  avec  impatience  par  tous  ses  amis  et  par  ceux  qui,  plus  nombreux 
encore,  sont  renseignés  sur  le  talent  de  l'auteur  et  sur  ses  hautes  connaissances  en  géométrie. 

Cette  attente  n'a  pas  été  déçue  :  Ce  nouveau  volume  est  composé  de  manière  à  satisfaire  les  plus  exigeants. 
Ine  analyse  succincte  suffira  à  convaincre  nos  lecteurs. 

M.  Guichard  a  divisé  son  livre  en  cinq  sections. 

La  première  renferme  tous  les  compléments  usuels  relatifs  à  la  géométrie  plane  :  d'abord,  les  segments  en 
ligne  droite,  le  rapport  anharmonique,  les  séries  et  faisceaux  homographiques  et  l'involution  ;  puis,  un  chapitre 
sur  les  transversales,  un  sur  les  pôles  et  polaires  par  rapport  à  un  cercle  et  un  autre  sur  les  faisceaux  de 
cercles  ;  viennent  ensuite  un  chapitre  sur  l'inversion,  un  autre  sur  les  applications  des  théories  précédentes  au 
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tracé  des  cercles  tangents  à  des  droites  et  à  des  cercles  et  un  dernier  chapitre  où  sont  exposées  diverses  pro- 
priétés, notamment  celles  qui  concernent  la  droite  de  Simson  et  le  cercle  des  neuf  points. 

Tonte  cette  partie,  présentée  dans  un  ordre  réfléchi,  est  rédigée  sobrement,  avec  une  grande  clarté  et  une 
grande  simplicité. 

La  deuxième  section  renferme  des  compléments  qui  se  rattachent  aux  livres  V  et  VI  du  traité  de  i;éométrie 
clômenlaire  du  même  auteur.  M.  Guichard  y  parle  d'abord  des  polygones  gauches  et  des  faisceaux  de  plans  ; 
ensuite  il  étend  aux  trièdres  et  aux  tétraèdres  les  propriétés  qu'il  a  déjà  exposées  sur  les  triangles  dans  le  cha- 
pitre relatif  aux  transversales  ;  il  s'arrête  un  instant  sur  les  systèmes  de  quatre  droites  qui  ont  une  infinité  de 
sécantes  communes,  en  montre  les  divers  caractères  et  signale  les  cas  principaux  qui  se  présentent  dans  la 
géométrie  du  tétraèdre. 

L'auteur  traite  ensuite,  avec  détail  et  avec  une  précision  élégante,  cette  théorie  des  vecteurs  que  les  pro- 
grammes nouveaux  ont  mise  au  début  de  la  mécanique  et  qui  n'est  pas  autre  chose  en  définitive  que  l'étude  des 
lois  de  composition,  de  décomposition  et  d'équivalence  des  systèmes  de  forces  appliquées  k  un  corps 
solide. 

Je  trouve  très  bon  que  dans  un  ouvrage  comme  celui-ci,  destiné  aux  meilleurs  élèves  de  nos  lycées  et  à 
ceux  surtout  qui  ont  en  vue  des  études  plus  élevées,  l'auteur  ait  développé  cette  théorie.  Je  ne  pense  pas,  au 
contraire,  qu'il  convienne  d'enseigner  de  pareilles  abstractions  dans  les  lycées.  —  J'ai  lu  avec  attention  les 
quelque  quarante  pages  que  M.  (juichard  leur  a  consacrées  ;  j'ai  beaucoup  goûté  l'habileté  qu'il  a  déployée  dans 
l'exposition  de  ce  symbolisme;  mais  il  m'a  paru  évident  que  tout  cela  est  hors  de  la  portée  des  élèves  ordi- 
naires de  nos  lycées,  et  que  l'enseignement  de  pareilles  abstractions  contribuera  puissamment  à  reliutcr  la 
plupart  d'entre  eux  et  à  leur  inspirer  le  dégoût  des  sciences  mathématiques.  Il  était  si  simple  de  garder  toutes 
ces  choses  pour  l'enseignement  de  la  statique,  où  elles  sont  alors  à  leur  place  et  peuvent  être  présentées  aux 
élèves  d'une  façon  compréhensible!  Quelques  mots  eussent  suffi  plus  tard  pour  en  généraliser  le  sens  et  pour  en 
faire  une  théorie  purement  géométrique. 

Je  prie  l'auteur  d'excuser  cette  digression  que  m'a  inspirée  tout  naturellement  la  lecture  de  son  livre  et 
l'influence  que  les  nouveaux  programmes  ont  eue  sur  sa  composition  et  je  reviens  à  l'analyse  que  j'ai 
commencée. 

Le  dernier  chapitre  de  cette  deuxième  section  est  consacré  aux  projections  centraleset  renferme  en  particu- 
lier une  étude  très  intéressante  de  la  correspondance  homologique  dans  un  plan,  présentée  d'une  façon  neuve 
et  originale. 

La  troisième  section  est  tout  entière  consacrée  à  la  sphère  ;  pôles  et  plans  polaires  dans  la  sphère,  inversion 
dans  l'espace,  sphères  orthogonales,  sphères  tangentes  à  des  plans  et  à  des  sphères  et  enfin  géométrie  sur  la 
sphère. 

Dans  la  quatrième  section,  l'auteur  s'occupe  des  sections  coniques  :  il  y  a  d'abord  une  étude  assez  détaillée 
de  l'hyperbole  par  les  procédés  habituellement  employés  en  géométrie  élémentaire,  puis  un  chapitre  sur  les 
directrices  des  coniques  et  les  propriétés  correspondantes,  un  autre  sur  les  sections  planes  du  cône  de  révolu- 
tion, et,  enfin,  pour  terminer,  une  belle  application  de  la  théorie  des  projections  centrales  à  l'étude  des 
principales  propriétés  projectives  des  coniques. 

La  cinquième  section  renferme  une  extension  de  l'idée  de  polygone  plan  et  de  l'idée  de  polyèdre,  quelques 
mots  sur  la  représentation  d'un  polyèdre  sur  un  plan  et,  comme  conséquence,  une  démonstration  très  élégante 
et  très  simple  du  théorème  d'Euler  sur  les  polyèdres  convexes.  Cette  section  se  termine  par  l'étude  des  aires 
planes  les  plus  simples  et  la  démonstration  de  leur  existence  au  moyen  du  carrelage  que  l'auteur  emploie  pour 
la  définition  et  le  calcul  des  aires.  Je  trouve  ceci  tout  à  fait  inutile  dans  un  ouvrage  de  géométrie  élémentaire. 
C'est  la  seule  critique  que  j'aie  à  faire  du  livre  que  je  viens  d'analyser. 

Tel  est,  dans  ses  traits  essentiels,  le  volume  de  compléments  que  M.  Guichard  vient  de  publier.  Cet  ouvrage 
si  original  à  tant  de  points  de  vue,  devrait  être  dans  les  mains,  non-seulement  des  meilleurs  élèves  de  nos 
lycées,  mais  encore  des  élèves  des  grandes  écoles  qui  se  proposent  de  poursuivre  l'étude  des  sciences  mathéma- 
tiques et  aussi  de  tous  les  professeurs  de  mathématiques  dans  les  lycées  et  collèges. 

E.  H. 


BAn-Lii-uuc.  —  iMi>.  COMTE-JACQUET.  Lc  Héducteur-Gérant  :  H.  VUIBEHT. 
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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES  CONIQUES  CONSIDEREES  COMME  COURBES  UNICURSALES 

par  M.  Gb.  Michel,  professeur  de  Mathématiques  sp(^ciale$  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Je  poserai  d'abord  la  notion  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  courbe  unicursale. 
Il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières,  de  déterminer  un  paramètre  X,  de  façon  qu'à  toute  valeur  de  ce 
paramètre,  il  corresponde  un  point  et  un  seul  d'une  courbe  unicursale  et,  inversement,  qu'à  tout  point 
de  cette  courbe  il  corresponde  une  valeur  et  une  seule  du  paramètre.  On  dit  alors  que  le  paramètre  l 
représente  proprement  un  point  de  la  courbe.  On  démontre,  et  je  n'insiste  pas  sur  ce  résultat  très  connu, 
que,  si  X  et  fi  sont  deux  paramètres  représentant  propremi»nt  un  même  point  variable  d'une  courbe 
unicursale,  il  e.\istc  entre  X  et  \j.  une  relation  homographique.  Inversement,  si  X  représente  propre- 
ment un  point  d'une  courbe  unicursale  et  si  jji  est  un  nouveau  paramètre  lié  à  X  par  une  relation  homo- 
grai)hique,  fi  représente  proprement  aussi  un  point  de  la  courbe.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  prend 
quatre  points  d'une  courbe  unicursale,  le  rapport  anharmonique  des  paramètres  de  ces  quatre  points 
dans  une  représentation  propre  quelconque  est  indépendant  de  cette  représentation.  C'est  la  valeur 
constante  de  ce  rapport  anliarmonique  que  nous  appellerons  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
sur  la  courbe  unicursale. 

Cette  notion  généralise  celle  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  sur  une  droite.  D'ailleurs,  il 
est  possible  de  définir,  sur  une  courbe  uiiicursaLî  quelconque  comme  sur  une  droite,  la  correspondance 
homographique  entre  deux  points  variables  de  cette  courbe,  et  aussi  la  correspondance  involutive.  En 
particulier,  les  résultats  que  nous  avons  établis  dans  un  précédent  article  relativement  à  l'involution 
sur  une  droite  subsistent  entièrement  relativement  à  l'involution  sur  une  courbe  unicurs  île  quelconque. 
Il  convient  toutefois  de  modifier  et  de  présenter  sous  une  forme  plus  générale  la  méthode  qui  conduit 
à  la  distinction  entre  les  involutions  à  points  doubles  réels  et  les  involutions  à  points  doubles  imagi- 
naires conjugués.  Pour  cela,  adoptons  la  définition  suivante:  étant  donnés  quatre  points  Mi  et  Mj,  M3  et 
M4,  d'une  courbe  unicursale,  ayant  pour  paramètres,  dans  une  représentation  propre,  X,  et  X^,  X3  et  Xj, 
nous  dirons  que  les  deux  premiers  points  s'enchevêtrent  avec  les  deux  seconds  si  l'on  a  l'inégalité 

(X,  -  X3)(X,  -  l,){l,  -  X3)(X,  -  X,)  >  0, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(X.-X3XX.-),) 

(Xa-XjHXo-x,.)-^"' 

et  que  les  deux  premiers  points  ne  s'enchevêtrent  pas  avec  les  deux  seconds,  si  l'on  a  les  inégalités  de 
sens  contraire.  Pour  que  cette  définition  soit  acceptable,  il  faut  qu'elle  soit  indépendante  de  la  repré- 
sentation propre  choisie.  Or  la  première  ou  la  seconde  inégalité  peut  s'écrire 

X3 —  X,     _    Xj —    '   -~-^n 

et  elle  exprime  alors  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Mi,  Mo,  M3,  M*  sur  la  courbe  uni- 
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cursale  est  positif.  C'est  une  condition  qui  est  bien  indépendante  de  la  représentation  paramétrique. 
La  définition  est  donc  acceptable;  grâce  à  elle,  la  distinction  établie  entre  les  involutions  à  points 
doubles  réels  et  les  involutions  à  points  doubles  imaginaires  conjugués  sur  une  droite  subsiste  sur  toute 
courbe  unicursale. 

Les  coordonnées  tangentielles  d'une  tangente  à  une  courbe  unicursale  sont  des  fonctions  ration- 
nelles du  paramètre  du  point  de  contact.  Réciproquement,  l'enveloppe  d'une  droite  dont  les  coordon- 
nées tangentielles  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  est  une  courbe  unicursale.  Nous 
définissons  par  suite,  par  application  du  principe  de  dualité,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  tan- 
gentes à  une  courbe  unicursale,  qui  se  présente  comme  la  généralisation  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  passant  par  un  même  point.  Le  rapport  anharmonique  de.quaire  tangentes  à  une  courbe 
unicursale  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  quatre  points  de  contact. 

2.  Cela  posé,  arrivons  aux  coniques.  Toute  conique  indécomposable  est  une  courbe  unicursale.  En 
effet,  toute  droite  variable  passant  par  un  point  fixe  d'une  conique  rencontre  la  conique  en  un  point 
variable  et  un  seul.  Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  de  ce  point  variable  sont  des  fonctions  rationnelles 
du  paramètre  dont  dépend  la  droite  autour  du  point  fixe.  Si,  en  outre,  le  paramètre  représente  propre- 
ment la  droite  autour  du  point  fixe,  il  représente  proprement  aussi  le  point  variable  sur  la  conique. 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  possible  de  définir  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  sur  une 
conique.  C'est,  en  particulier,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  qui  joignent  un  point  quel- 
conque de  la  conique  à  ces  quatre  points.  Il  en  résulte  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites 
qui  joignent  un  point  variable  de  la  conique  à  quatre  points  fixes  de  cette  conique  est  constant;  c'est 
le  théorème  de  Chasles.  On  voit  bien  que  c'est  dans  l'existence  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
sur  une  conique  que  consiste  justement  le  théorème  dont  Chasles  a  déduit  toute  la  théorie  des  coniques. 
Du  même  coup,  on  obtient,  par  dualité,  le  théorème  qui  lui  est  corrélatif. 

3.  Soit  une  conique  (C)  et  considérons  une  droite  (D)  la  rencontrant  en  deux  points  A  et  B  que 

nous  supposerons  d'abord  distincts.  Soient  0 
un  point  fixe  de  la  conique,  M  un  point  variable 
de  cette  courbe  et  m  le  point  où  la  droite  OM 
rencontre  la  droite  (D).  A  tout  point  M  de  la 
conique,  il  correspond  un  et  un  seul  point  m 
de  la  droite,  et  inversement.  Le  paramètre  )., 
qui  représente  proprement  le  point  m  sur  (D), 
représente  proprement  aussi  le  point  M 
sur  (G). 

Soient  en  outre  M'  un  point  de  la  conique  et  n  le  point  de  rencontre  de  MM'  avec  (D).  Si  M'  reste 
fixe  et  si  M  varie  sur  (C),  le  rapport  anharmonique  de  quatre  positions  du  point  m  est  égal  à  celui  des 
quatre  positions  correspondantes  du  point  n.  Or,  quand  m  vient  en  A  ou  en  B,  n  vient  aussi  en  A 
ou  en  B.  Par  suite,  le  rapport  anharmonique  de  deux  positions  du  point  m  et  des  deux  points  A  et  B 
est  égal  à  celui  des  positions  correspondantes  du  point  n  et  des  points  A  et  B.  Si  ï  et  ?  sont  les  para- 
mètres des  points  A  et  B  sur  la  droite  (D)  et  aussi  sur  la  conique  (C)  et  si  |ji  est  le  paramètre  du  point  n, 
on  voit  que,  lorsque  MM'  tourne  autour  de  .M',  le  rapport  anharmonique 

1  —  a        u  —  a 


l   0 


reste  constant.  Posons,  d'une  manière  générale,     a{x) 


s'écrit  alors 


X  —  a 


Le  rapport  anharmonique  précédent 


Si  >.'  désigne  le  paramètre  du  point  M'  sur  la  conique  (C),  on  voit  que  la  quantité 
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reste  invariable,  quand  la  droite  MM'  tourne  autour  du  point  M',  supposé  fixe. 

Je  dis  qu'elle  conserve  encore  la  même  valeur,  quand  la  sécante  MM'  varie  d'une  façon  quelconque. 
Soient  en  elTet  M, M,'  une  autre  position  de  la  sécante,  et  n,  le  point  de  rencontre  avec  (D).  Menons  la 
droite  M'Mi,  qui  coupe  (D)  en  n'.  Les  deuxdroiles  M'M  et  M'Mi  passant  par  le  point  M',  on  a,  d'après  ce 
qui  précède, 

'fW  y(V)  ^  ?(V)  ?(X,) 

Mais  les  droites  M'M,  et  M, M',  passent  toutes  deux  par  le  point  M,  ;  on  a  donc 

?(>')?a.)     ?(>.)?(>■;)  ^ 

et,  par  comparaison, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Soit  (0  le  point  où  la  tangente  en  0  rencontre  (D),  et  désignons  par  y  le  paramètre  commun  des 
points  0  et  u).  On  a  la  relation 

~^(^  -  '^'^^ 

ce  qui  peut  s'écrire 


Or,    --^^—    est  le  rapport  anliartnonique  des  quatre  points  M,  0,  A,  B  sur  la  conique  (C),    -^-^    est  celui 

?(ï)  ?(r) 

des  quatre  points  n,  m,  A,  B  sur  la  droite  (D).  D'une  manière  générale,  désignons  par  R  le  rapport  an- 
harmonique  (M,  0,  A,  B)  et  par  r  le  rapport  anharmonique  (n,  w.  A,  B).  La  relation  précédente  prend  une 
forme  indépendante  des  représentations  paramétriques  choisies  sur  la  conique  et  sur  la  droite, 

RR'  =  r. 
C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  points  donnés  M  et  M'  de  la  conique  (C)  et  un 
point  donné  n  de  la  droite  (D)  soient  en  liçine  droite. 

4.  Soient  quatre  points  Mi,  Mj,  Ma,  M4  de  laconique  (G;,  de  paramètres  ^i,  ^2,  ^3.  ^4,  et  désignons 
par  fx,2  le  paramètre  du  point  n,;  de  rencontre  avec  la  droite  (D)  de  la  droite  M1M2,. . .  On  a,  d'après  ce 
qui  précède,  k  étant  une  quantité  indépendante  de  la  sécante, 

d'où,  par  multiplication  membre  à  membre, 

On  a,  par  suite,  par  symétrie, 

Ces  relations  expriment  (Voir  Une  leçon  sur  l'involution)  que  les  trois  couples  de  points  «12  et  7134, 
n,3  et  «42,  «14  et  «23  appartiennent  à  une  même  involution  qui  contient  le  couple  (A,B).  Or,  si  la  conique 
(G)  varie  en  passant  parles  quatre  points  fixes  M|,  M2,  M;,  et  Mi,  cette  involution  qui  contient  trois 
couples  lixes  est  fixe,  et,  par  suite,  le  couple  (Â,B)  varie  en  involution.  C'est  le  théorème  de  Desargues. 
Cela  posé,  considérons  une  conique  quelconque  rencontrant  laconique  (C)  aux  quatre  points  Mi, 
M2,  M3  et  M4  et  la  droite  (D)  aux  deux  points  n  et  n'.  On  a 

)-12=  R1R2,  )'3V  =  R3R4, 

d'où,  par  multiplication, 
i  "  i\,.r,i  =  R1R2R3R4. 
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Or,  le  couple  (»i,  «')  appartenant  à  l'involution  qui  contient  le  couple    (A,  B)    et  le  couple    {11,2,  «3*), 

on  a 

rr  =  r,2ru, 

et,  par  suite, 

rr'  ==  R.RsRaRj. 

C'est  la  co)idition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  points  de  la  conique  (C)  et  deux  points  de  la 

droite  (D)  soient  sur  une  même  conique. 

5.  Je  n'insisterai  pas  longuement  sur  les  applications  de  la  relation  quî  existe  entre  les  points  de 
rencontre  de  la  conique  (C)  et  de  la  droite  (13)  avec  une  droite  variable. 

i»  Soit  p  le  rapport  anharmonique  (P,  0,  A,  B)  du  point  de  contact  P  d'une  tangente  à  la  conique 
menée  par  le  point  n  de  la  droite  (D)  ;  si  r  est  le  rapport  anharmonique  {r,  w,  A,  B),  on  a  l'égalité 

p2  =  r, 
qui  est  du  second  degré  en  0  et  admet  deux  racines  p  et  p',  égales  et  désignes  contraires.  Ce  sont  les 
rapports  anharmoniques  qui  correspondent  aux  points  de  contact   P  et    P'   des  deux  tangentes  menées 
du  point  n  à  la  conique.  On  a  la  relation 

P?'  =  —  '■' 
ce  qui  montre  que  la  droite    PP'   rencontre   (D)    en  un  point    n',    tel  que  le  rapport  anharmonique 
(n',  w,  A,B)  soit  égal  à    —  r,    qui,  par  suite,  est  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport  au.xdeux 
points  A  et  B.  C'est  la  propriété  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique . 

2°  Soit  une  sécante  variable  passant  par  le  point  fixe  n  de  la  droite  (D)  et  rencontrant  la  conique 
aux  deux  points  variables  M  et  M'.  Le  produit  RR'  des  rapports  anharmoni(jues  (M,  0,  A,  B)  et 
(M',  0,  A,  B)  conserve  une  valeur  constante,  et,  par  suite,  le  couple  des  points  M  et  M'  varie  en  invo- 
lution,  et  aussi,  le  couple  des  droites  qui  joignent  les  points  M  et  M'  à  un  point  fixe  de  (C).  C'est  la 
réciproque  du  théorème  de  Frégier,  d'où  l'on  déduit  le  théorème  de  Frégier  lui-même. 

6.  Passons  aux  applications  de  la  relation  qui  existe  entre  les  points  de  rencontre  de  la  conique  (C) 
et  de  la  droite  (D)  avec  une  conique  variable. 

1°  Les  points  n  et  n  de  rencontre  avec  (U)  étant  donnés,  cherchons  s'il  existe  des  coniques  pas- 
sant par  ces  deux  points  et  rencontrant  la  conique  (C)  en  quatre  points  confondus  en  un  seul.  On  a, 
pour  déterminer  le  rapport  anharmonique  p  relatif  à  ce  point,  l'équation 

p'  =  rr', 
qui  est  du  quatrième  degré.  Par  suite,  il  existe  quatre  coniques  passant  par  deux  points  donnés  et  ayant 
avec  une  conique  donnée  un  contact  du  troisième  ordre.  Il  reste  entendu  que  la  droite  qui  joint  les  points 
donnés  rencontre  la  conique  donnée  en  deux  points  distincts. 

L'équation  du  quatrième  degré  précédente  se  décompose  en  deux  équations  du  second  degré 

p2  =  -t-  ^rr',  p^  =  —  /r?"' . 

Les  deux  points  Pi  et  P2,  dont  les  p  sont  racines  de  la  première  sont  sur  la  polaire  du  point  h  de 
la  droite  (D),  tel  que  {h,  <o.  A,  B)  soit  égal  à  +  t/rr';  les  deux  points  P3  et  P4,  dont  les  p  sont 
racines  de  la  seconde  sont  sur  la  polaire  du  point  /('  de  la  droite  (D),  tel  que  (h\  <■>,  A,  B)  soit  égal  à 
—  /rr'.  Les  points  h  et  h'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  A  et  B;  il  sont  aussi 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  n  et  /('. 

Si  l'on  suppose  que  les  points  donnés  n  et  n'  soient  les  points  cycliques,  on  voit  qu'il  existe 
quatre  circonférences  ayant  avec  une  ellipse  ou  une  hyperbole  un  contact  du  troisième  ordre,  et  que 
les  quatre  points  de  contact  sont  les  sommets  de  la  conique. 

2°  Les  points  n  et  n'  étant  encore  donnés,  ainsi  qu'un  point  M  sur  la  conique  (C),  cherchons  s'il 
existe  des  coniques  passant  par  ces  trois  points  et  rencontrant  la  conique  (C)  en  trois  autres  points 
confondus  en  un  seul.  On  a,  pour  déterminer  le  rapport  anharmonique    p   relatif  à  ce  point,  l'équation 
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3  '•'' 


qui  est  du  troisième  degré.  Il  existe  ainsi  trois  coniques  satisfaisant  aux  conditions.  Si    pi,  p^,  p,   sont 
les  racines  de  l'équation  précédente,  on  a  l'égalité 

qui  exprime  que  les  trois  points  de  contact   Pi,  Pj,  P3  sont  sur  une  même  conique  avec  le  point  M   et 
les  points  n  et  n'. 

Si  l'on  suppose  que  les  points  n  et  n'  soient  les  points  cycliques,  on  voit  qu'i/ exw^e  <;oJs  cerc/es 
osculnleurs  n  uiif  ellipse  ou  à  une  hyperbole  passant  par  un  point  de  celle  conique,  et  que  tes  trois  points 
de  contact  sont  sur  un  cercle  qui  passe  aussi  par  ce  point. 


(A  suiure.) 


-^ 


ALGEBRE 


1203.  —  L'équation 


;!" 


lin  2  1 71^  3  !  (i-* 


a  toutes  ses  racines  réelles. 

Montrer  que  si  l'équation    f[x)  =  0     a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

[Aa:)]" + y^  [/-(a^)]"-'  /»  +  "y~/^'  m^)]"-'  m^^w + •  ■  •  =  0. 

Avant  de  vérifier  la  propriété  énoncée,  proposons-nous  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si  l'équation    f{x)  =0    a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  môme  de  celle-ci  : 

(1)  [f{x)r+  Hfix)]-'-^f'{x)  -+-  A,[/Ix)]'«-Y'V)  +  -  -  0  ; 
les  constantes  Ai,  A,, . . .  étant  telles  que  l'équation 

(2)  X"  +  \iX'-' +  A-iX"-- -h  ■  ■  ■  —  0 
n'ait  que  des  racines  réelles. 

Supposons  que  l'équation  (2)  ait  toutes  ses  racines  a,,  a^,  ...,  a„  réelles. 

Si  l'équation    /'(x)  =0    a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation    f(x)  —  a,f'(x)  =  0    a  ses  racines 

réelles.  En  effet  l'équation    e  "<  f(x)  =  0    n'ayant  que  des  racines  réelles,  il  en   est  de   même  de  sa 
dérivée  :  _£ 

-^[f{x)-a,r{x)]  =  0; 

donc  l'équation    f{x)  —aif'{x)  —  0    a  ses  racines  réelles  ;  de  même  les  équations  : 

fix)-a,l'{x)  =  0, 
f{x)-a,f'{x)=0, 


f{x)  —  anf\x)  =r  0, 
ont  leurs  racines  réelles,  donc  le  produit 

\fyx)-a,f'[€)][f{x)--a,f'{x)]...[f{x)-a,/{x)\  =  [fyx)]"-  i:a,[f(x)]"-'r{x) +  ^^a,a,[f{x)]''-'[r(x)y-  -  ...  =  0 
a  ses  racines  réelles.  Mais  l'équation  (2)  donne  : 

—  Sai  =  A,,  Saia.2  =  A2,  ... 

donc  l'équation 

Ifix)]-  +  A,[f(x)]"-^f\x]  +  A,[f{x)Y-y'{x)Y  + . . .  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles. 
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Les  équations  (1)  et  la  proposée  étant  de  la  môme  forme,  il  nous  reste  à  démontrer  que  l'équation 


5  n'(n—iY 


lin  2  !  n2 

ou  ce  qui  revient  au  même  que  l'équation 


(3)  P„  =  n"x"  +  n"  '  —  X"-'  -+-  n"-'  — ^-r-. — '—  x" 


1  !  2  1 

a  ses  racines  réelles. 

Considérons  à  cet  effet  la  fonction 

(f(x)  =  e""'a;'>. 
Nous  avons 

<f(x  -+-  h)  =  e'".e"''{x  -+-  h)", 

n    ,        «^  ,  „        »*'  ,  „  «"  , 

1  !  2  !  J  !  n  ! 

(X  -l-  ^  »  =  X"  -h  T-rx"-'  h  H '      .        a.'"-Vt^  H 1 /i". 

^  '  1  !  2  !  n  ! 

Faisons  le  produit  des  deux  dernières  égalités  et  observons  la  formule 

o{x  +  /O  =  o{x)  +  A  .'(i^)  +  ^  ?"(.r)  +  •  ■  •  +  -^  ?""(J^)  +  ■  •  • 

h" 
Cherchant  le  coefficient  de  — -  du  deuxième  membre,  on  trouve,  après  la  multiplication  par  e"', 

n  I 

dx"  L  1  '  2  !  J 

Ainsi  les  dérivées  successives  de  <f{x)  sont  : 
d<f{x) 


dx 


_  e»ra;n-i(nx-i-n]  =  e"^a;"-'Pi, 


r^     =  e"^a;"-2rn2a,2  -t- in'a,-  -i-  tihi  —  1)1  =  e"'-.r"-2p 
dx- 

d^fix) 


rfx" 

Remarquons  d'abord  que  «'"j;"  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  1  sont  des  fonctions  continues, 
qui  sont  toutes  nulles  pour  j;  =  — oo  et  x  —  0  ;  cela  posé,  .r  allant  de  —  oo  à  0,  e'"^"  va  de  0  à  0 
sans  s'annuler  pour  d'autres  valeurs,  donc  sa  dérivée  passe  au  moins  une  fois  par  zéro,  pour  une  valeur 
de  X,  comprise  entre    —  oo   et  0,     racine  de    Pi  =  0. 

De  même  la  fonction  e'"'x"~'Pi,  lorsque  x  va  de  —  oo  à  0,  va  de  0  à  0  en  passant  une  fois 
par  zéro  ;  on  en  déduit  que  e"''a;"~'p2  passe  au  moins  deux  fois  par  zéro  ;  ainsi  Pa  =  0  a  ses  deux 
racines  réelles. 

De  proche  en  proche,  on  voit  que  P„  =  0,  équation  de  degré  m,  a  ses  racines  réelles  ;  donc 
l'équation  proposée 

[/■(^)j"  +  ï^  m^)r'ri^) + ^^Çr^  [^rvi^w-^  ■  ■  ■  =  o 

a  ses  racines  réelles. 

N.  ABIUMESCU,  étudiant  à  Bucarest. 
Bonne  solution  diflérente  de  M.  .1.  Haag. 
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1213.  —  On  considère  un  quadrilatère  fixe  ABCD,  dont  A,  B  et  C,  D  sont  deux  couples  de  sommets 
opposes  et  on  envisage  une  conique  (K)  inscrite  dans  ce  quadrilatère,  puis  la  conique  variable  (G)  passant 
par  tes  points  G  et  D,  tangente  à  la  diagonale  AU  et  aux  deux  droites  MA  et  MB,  qui  joignent  un  point  M 
variable  sur /a  conique  (E)  aux  points  A  et  B. 

1"  Montrer  que  la  polaire  de  M  par  rapport  à  la  conique  (G)  enveloppe  une  conique  (r)  qui  passe  aux 
points  A  et  B,  qui  est  tangente  en  ces  points  aux  droites  KA,  KB,  K  étant  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la 
conique  (E),  et  qui  est  bilangente  à  cette  conique  aux  deux  points  oii  elle  rencontre  CD. 

2°  Le  lieu  du  pôle  de  CD  par  rapport  à  la  conique  (G)  est  une  conique  (V)  qui  touche  aussi  les  droites  KA, 
KB  aux  points  A  et  B. 

3°  Quand  (E)  varie,  toutes  les  coniques  (V)  et  (f)  sont  homologiques  entre  elles,  l'axe  d'homologie  étant 
AB  et  te  centre  d'homologie  étant  K. 

Transformons  homographiquement  la  figure  de  façon  que  les  deux  points  A  et  B  soient  rejetés 
aux  points  cycliques.  La  conique  (E)  devient  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  G  et  D  ;  la  conique 

variable  (G)  devient  une  parabole  passant  aux  foyers  de  celle-ci 
et  ayant  pour  foyer  un  point  M  de  cette  conique  ;  la  polaire 
du  point  M  par  rapport  à  la  conique  (G)  est  la  directrice  de 
cette  parabole,  elle  est  tangente  aux  deux  cercles  ayant  pour 
centres  respectifs  C  et  D  et  pour  rayons  CM  et  DM.  Soient  EF 
cette  directrice,  CF  et  DE  les  perpendiculaires  abaissées  de  G 
et  D  sur  cette  droite.  La  droite  OG  nnenée  par  le  centre 
parallèlement  à  CF  et  DE  est  parallèle  à  l'axe  et  passe  au  milieu 
de  la  corde  CD,    c'est  donc  le  diamètre  de  CD;    d'autre  part 

CF  -h  DE         CM  -H  DM 
OG  =  — ^—  = =  a. 

La  droite  EF   enveloppe  donc  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

Par  suite,  dans  la  première  ligure,  l'enveloppe  de  la  polaire 

de  M  par  rapport  à  (G)   est  une  conique  qui  passe  aux  points 

A  et  B  et  qui  y  touche  les  droites  KA  et  KB  qui  joignent  ces  points  au  pôle  de  AB  par  rapport  k  (E); 

cette  conique  est  de  plus  bitangenio  à  (E)  aux  deux  points  où  CD  la  rencontre. 

La  droite  OG  étant  le  diamètre  conjugué  de  CD  dans  la  parabole,  le  pôle  P  de  CD  est  sur  cette 

droite.  Menons  MH  perpendiculaire  à  CD  ;   c'est  l'axe  radical  des  deux  cercles  que  touche  la  directrice, 

il  passe  donc  au  milieu  G  de  EF.    La  polaire  de  G  passe  au  foyer  et  est  perpendiculaire  sur  GM,   c'est 

la  parallèle  à  CD  menée  par  le  point  M  ;   elle  coupe  OG  en  I,  et,  comme  la  sous-tangente  est  double  de 

l'abscisse  du  point  de  contact,  le  point  K,  milieu  de  IG,  est  le  point  de  rencontre  de  OG  avecla parabole. 

Par  conséquent,  OP  =  20K, 

OI-+-OG 
or 


d'autre  part, 


par  suite 

On   a   donc 


"2 

01 

HM 

b 

OG 

HG 

01  =  b. 

a 

0K  = 


par  conséquent  le  lieu  du  point   P,   pôle  de   CD,   est  un  cercle 
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concentrique  à  l'ellipse  et  de  rayon     a  -+-  6.     Dans  la  première  figure,  le  lieu  du  pôle  de  CD  est  donc  une 

conique  qui  passe  aux  points  A  et  B  et  qui  y  touche  les  droites  KA  et  KB. 

La  troisième  partie  est  évidente  d'après  les  propriétés  les  plus  élémentaires  de  l'homologie. 

J.  HAAG  et  G.  GOURDEL. 

Solution  semblable  :  P.  M.,  lycée  Janson-de-Sailly. 
Autre  solution  :  M.  R.   Bcovaist. 
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1202.  —  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  O;/  et  une  circonférence  touchant  ces  deux 
droites,  démontrer  que  te  foyer  d'une  parabole  louchant  Ox,  Oij  et  la  circonférence  donnée  décrit  une  cir- 
conférence tangente  à  Ox  et  Oy. 

Démontrer  que  la  corde  de  contact  de  la  parabole  avec  l'angle  a^Oy  enveloppe  une  hyperbole  équilatère 
ayant  pour  foyer  le  point  0. 

Nous  pouvons  toujours  représenter  par  z^ _|_  ^^  _  g^a;  —  Soy -h  o- =  0  l'équation  du  cercle  tan- 
gent aux  deux  axes.  L'équation  de  la  parabole  sera 

(ux  -+-  vy  -h  tvY  —  4uvxy  =  0, 
et,  si  nous  écrivons  celle  du  cercle  sous  la  forme 

{x  -hy  —  ay  —  'ixy  =  0, 
les  deux  sécantes  communes  associées  à  l'ombilic  0  auront  pour  équation  quadratique 

{ux  -H  1)1/  -h  wf  —  ''2uv{x  H-  y  —a)-  =  0, 
et  l'une  d'elles  sera  représentée  par 

[u  —  ^iuv)x-\-[v  —  </^uv)y-^-w-\-a^iuD  =  0. 
En  exprimant  qu'elle  vériQe  l'équation  tangentielle  du  cercle, 

a\u-  -+-  v^)  — [au  -i-av  ■+-  w}-  =  0, 
nous  aurons  la  condition  pour  que  la  parabole  et  le  cercle  se  touchent;  cette  condition  est 

a\{u  —  •J'-ïtTvY -h (v  —  \/ïïwy']—[a{u  —  ^'2uv)-\-a{v  —  y^iuv)-\-ic-Jra^ïuv]-  =  0, 
ou 

2!tj(u  +  u  —  s/2uu)a-)-  M'2  —  0. 

Supprimons  la  solution     w  —  0    qui  correspond  à  une  parabole  impropre,  il  reste 

2u(m  h-u)  -t-  w  —  2a\j-luv, 
ou  enfin 

(1)  [2a(M  +  u)-h!«]^  — Sa^uy  =  0. 

Cette  équation  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  corde  des  contacts  de  la  parabole  avec 
les  axes.  Cette  enveloppe  est  une  conique  qui  a  pour  centre  le  point 

'i.a{u-\-v)-^iu  =  0, 
c'est-à-dire  le  point  dont  les  coordonnées  sont  2(7  et  2a;  les  tangentes  issues  de  ce  point  sont  parallèles 
aux  axes,  la  conique  est  donc  une  hyperbole  équilatère;  d'autre  part,  l'équation  simplifiée  s'écrit 

4a-()<-  -ht)-)  -t-  4a»'(((-|-  d)  -h  ii'-  =  0, 
les  deux  foyers  sont  donc  l'origine,     tv  —  0,  et  le  point    4a(u  -\-v)-+-  w  =  0,     c'est-à-dire  le  point  (4a, 
4a);  il  résulte  en  outre  de  là  que  la  première  bissectrice  est  l'axe  transverse  de  cette  hyperbole.  Rien 
n'est  donc  plus  aisé  maintenant  que  de  placer  cette  hyperbole. 

Quant  au  lieu  du  foyer,  il  s'obtiendra  sans  peine,  en  remarquant  que  le  point  0  étant  un  point  de 
la  directrice,  sa  polaire  passe  par  le  foyer;  nous  aurons  celui-ci  en  abaissant  du  point  0  une  perpendi- 
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culaire  sur  la  droite     ux-\-vy-^w  =  0,     et  éliminant  u,v,w  entre  les  équations  des  deux  droites  et 
la  relation  trouvée  antérieurement.  Nous  avons  d'abord 

a;         y 

H  V 

ux  -hvy-\-w  —.  0, 
puis, 


u 

X 


V 

y 


w 


yî)  -(-  4rt(i'(«  -(-  u)  -H  lu-  =  0, 


portons  dans 

4a-(u2  • 
il  viendra 

(2)  x'^H-?y-  —  4n(a;4- y) -f- 4a- =  0. 

Cette  équation  représente  un  cercle  tangent  à  Ox  et  à  Oy  aux  points  d'abscisse  et  d'ordonnée 
égales  à  2a  et  du  même  système  que  le  cercle  proposé.  Ce  cercle  est  le  cercle  principal  de  l'hyperbole. 
La  relation  qui  existe  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  est  manifeste,  évidente  d'après  les  propriétés  des 
coniques  les  plus  élémentaires,  et  il  suflil  de  résoudre  une  des  questions  demandées  pour  apercevoir 
immédiatement  la  solution  de  l'autre. 

Bonnes  solutions:  MM.  A.  Saintk-Lague,  élève'de  l'Kcole  normale  sii|iérieure  ;  J.  llAAr;,  à  Nancy;  .1.  Roua,  à  Toulouse; 
Pabkod,  à  Vesoul  ;  G.  Ddlimueut,  h  Grenoble  ;  R.  Bocvaist;  J.-G.  Nicolesco,  à  Itucarcst  ;  Blanciiot,  h  Aurillac  ;  Mlle  liugénie 
Grecescu,  à  Bucarest  ;  A.  Ddpo.nt,  à  Saumur. 

Solution  géométrique.  —  Cherchons  le  foyer  F  de  la  parabole  tangente  au  cercle  donné  en  M  ;  en 
considénuil  la  taiigoiiLe  Al!  à  la  parabole  en  M,  droite  qui  est  (•gaiement  tangente  au  cercle,  on  a  un  premier 

lieu  de  F  en  Irarant  le  cercle 

circonscrit  au  triangle  AOB. 

En  considérant   la  tangente 

au   cercle  donné  infiniment 

voisine  de  AB,  on  voit  que  le 

lieu  de  F  est  l'enveloppe  du 

cercle    OAB.    Or  l'envelnppe 

d'un    cercle  passant  par   un 

point  fixe  est  la  podaire  du 

point  fixe  par  rapport  à  la 

courbe  lieu  du  point  diamé- 
tralement  opposé   au    point 

fixe  dans  ce  cercle.  On  est 
donc  ramené  ici  à  chercher  la  podaire  du  lieu  du  point  N,  qua- 
trième sommet  du  rectangle  OANB.  La  correspondance  honio- 
graphique  qui  existe  entre  les  points  A  et  B  montre  que  ce  lieu 
est  une  hyperbole  équilatèrc  H.  En  remarquant  que  ses  asymptotes  sont  les  tangentes  au  cercle  donné 
parallèles  à  Ox  et  Oij  et  qu'elle  coupe  Ox  et  Oy  aux  points  de  contact  des  axes  avec  le  cercle  donné,  on  voit 
qu'elle  admet  l'origine  pour  foyer.  La  podaire  de  l'origine  est  donc  le  cercle  principal  de  II,  et  le  lieu  cherché 
est  un  cercle  homothétique  du  cercle  donné  dans  le  rapport  2. 

Étant  donné  un  foyer  F  de  parabole,  cherchons  la  corde  de  contact  de  cette  parabole  avec  les  tangentes 
rectangulaires  O-c,  Oi/.  C'est  la  perpendiculaire  à  OF  en  F,  et  d'après  ce  qui  précède,  c'est  une  tangente  à  l'hy- 
perbole équilatère  définie  antérieurement. 
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A.  SAINTE-LAGÙE,  élève  de  l'École  Normale  Supérieure. 


Autre  solution:  M.  J.Haag,  à  .\ancy. 


1212.  —  On  considère  une  parabole  et  un  point  A  ;  par  le  point  A  on  mène  les  tangentes  à  la  parabole 
qui  touchent  cette  courbe  en  B  et  C. 

1°  Trouver  le  lieu  du  sommet  du  trièdre  trirectangle  ayant  pour  trace  sur  le  plan  de  la  parabole   le  tri- 
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angle  ABC.  On  trouve  une  surface  cubique  dont  on  demande  la  trace  sur  le  plan  de  la  parabole.   Montrer  que 
cette  surface  cubique  a  quatre  points  doubles  ;  étudier  les  droites  de  cette  surface. 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  A  qui  correspondent  aux  points  de  la  surface  situés  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  de  laparabole.  Voir  en  particulier  ce  qui  se  passe  quand  le  plan  coïncide  avec  celui  de  la  parabole. 

Prenons  pour  axe  des  x  l'axe  de  la  parabole,  pour  axe  des  y,  la  tangente  au  sommet  et  pour  axe 
des  z  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  parabole  et  désignons  par  y-—ipx  =  0  l'équation  de  la  pa- 
rabole dans  le  plan  des  xy,  par  a  et  (3  les  coordonnées  du  point  A. 

1.  La  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  parabole  a  pour  équation 

px  —  <'^y  +  p^  =  0, 
et  en  ajoutant  cette  équation  à  celle  de  la  parabole,  on  obtient  une  conique 

y"-  —  px  —  §!/  -I-  pa  =0, 
qui  passe  par  les  trois  sommets  du  triangle  ABC. 

Soient  alors  x,  y,  z  les  coordonnées  du  sommet  du  Irièdre  trirectangle  ayant  pour  trace  le  triangle 
ABC  sur  le  plan  des  xy  ;  nous  aurons  à  écrire  que  le  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  ayant  pour 
base  la  conique  précédente  est  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit,  et  déplus,  que  la  droite  joignant 
le  point  (x,  y,  z)  au  point  A  est  perpendiculaire  au  plan  qui  joint  ce  même  point  à  la  polaire  du  point 
A.  Or  une  génératrice  du  cône  est 

X  —  X  Y  —  V  Z  —  : 


U  V  lU 

elle  perce  le  plan  des  xy  au  point 

uz  vz 

X j  1/ )  C  ; 

IV  '  tv 

en  exprimant  que  ce  point  est  sur  la  conique 

y-  —  px  —  ^t/  -I-  pa  ==  0, 
on  trouve 

(wy  —  vz)-  —  pw(wx  —  uz)  —  <^w(u'y  —  vz)  -+-  puv-  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  cône  parallèle  au  cône  donné  et  ayant  son  sommet  à  l'origine,  quand  on   y 

regarde  u,  v,  w  comme  coordonnées  courantes;  en  écrivant  qu'il  est  équilatère,  nous  avons  la  relation 

(1)  y' -i- z'- -  px  -  l^y -+- poL  -  0. 

D'autre  part,  le  plan  qui  joint  le  point  (x,  y,  z)  a.  la  polaire  du  point  .\  a  pour  équation 

pX  — pY  +  pa+>Z  =  0, 
X  étant  donné  par  la  relation 

px—  py  -I- py. -+- Xs  =  0. 

La  droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont     .r  — a,     y  —  ?',    z.     doit  être  perpendiculaire  à  ce 

plan  ;  nous  avons  donc  aussi 

X  —  a  y  —  p  ; 

P     ^    -?    ^  T' 

ou 

X  —  3c  y  —  ^  :'- 


(■2) 


p  —P        '^y-vx—pn. 

Telles  sont  les  relations  qui,  à  l'aide  de  (1),  donnent  les  coordonnées  du  point  (x,  y,  z)  en  fonction 
de  celles  du  point  (a,  p,  0)  et  inversement. 

Multiplions  le  second  rapport,  haut  et  bas,  par  y  et  ajoutons-le  terme  à  terme  au  troisième  ;  nous 
aurons 

■r-='  ^  y  — ,'  ^  y'~  +  :'^  -  Py  . 

P  —  p  —  p(a?-l-a)    ' 

or    y^^  z'^—^y  =p{x  —  ix),     d'après  l'équation  (1)  ;  donc  le  dernier  rapport  devient     °'~'^  ,      et,  en 
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l'égalant  au  premier,  nous  avons 

a;  H-  a  +  /;  =0, 

qui  donne  x  en  fonction  de  a,  ou  a  en  fonction  de  x. 

e(a-t-u— a?)  aWa-f-ij) 

En  étralant  le  premier  rapport  au  dernier,  nous  avons    y  — ou     »/  =  —  . 

o  r  ■  r  P  P 

pu 
qui  donne  »/  en  fonctimi  de  a  etfl;  nous  avons  aussi    fi  = ^^   qui  donne  ^  en  fonction  de  x  et  y. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  [x,ij,  s),  nous  remplacerons  «  el  ^  parleurs  valeurs  en  fonction  de  x,y,z 
dans  l'équation  (1)  et  nous  aurons 

y  +  :-  — /)-c-H  -^  —  p{x-hp)  =  0, 

c'est-à-dire 

(3)  2x(y^  -H  z^—'i.px  — /)2)  +  pyi  =:  0. 

C'est  bien  l'équation  d'une  surface  du  troisième  degré,  ayant  pour  plans  de  symétrie  le  plan  dos  zx 
et  le  plan  des  xy.  La  section  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy,  ;  =  0,  se  compose  de  la  parabole, 
y  —  2pj"  —  0,  et  de  sa  directrice,  2a;  -+-  p  =  0.  Ce  résultat  était  évident  a  priori,  car  le  point  (x,  y,  z) 
ne  peut  être  dans  le  plan  des  xy  que  lorsque  le  triangle  ABC  est  rectangle  el  cela  arrive  ou  bien  quand  le 
point  A  est  sur  la  direclrice  ou  bien  quand  la  droite  BC  est  normale  à  la  parabole  en  B  ou  G. 

Les  dérivées  partielles  de  l'équation  (3),  égalées  à  0,  donnent  les  équations 

1/'  -hz-  —  'ipx  —  p-  =  0,  i/(2x  +p)  =  0,  xz  —  0,  y-  —  ipx  —  ïx^  =  0, 

et  nous  voyons  qu'elles  sont  vérifiées  pour  z  —  0,  2.r-f-p  =  0,  y' — ipx  =0;  donc  les  deux 
points  de  rencontre  de  la  parabole  avec  sa  directrice  sont  des  points  doubles  imaginaires  conjugués  de 
la  surface.  Ces  équations  admettent  encore  les  solutions  x  —  0,  y  —  0  et  z  =  ±p  ;  il  y  a  donc 
deux  autres  points  doubles  situés  sur  0:. 

Parmi  les  droites  de  la  surface  il  y  a  déjà  l'axe  des  :  el  la  directrice  de  la  parabole.  Voyons  s'il  y  en  a 
d'autres;  pour  cela,  considérons  les  directions  asymptotiques  de  la  surface  x  =  0  et  y^-\-z^  —  0  ; 
celles  qui  sont  réelles  sont  parallèles  au  plan  des  j/s  ou  à  l'axe  des  z.  Or  parallèlement  à  Os  il  n'y  a 
que  l'axe  des  z  qui  appartienne  à  la  surface.  Il  nous  reste  à  étudier  les  droites  qui  sont  parallèles  au 
plan  des  jy:.  Coupons  la  surface  par  des  plans     x  =  l  parallèles  au  plan    a;  =  0     et  exprimons  que  les 

coniques  d'intersection 

•il{y'  -hz'  —  2pl)  +  py^  —  2/r^X  =  0 

se  décomposent;  nous  aurons 

4pÀ2  H-2p2X  =  0,  ou  X  =  0,  1=^  —L. 

Pour    X  =  0,     laconique  se  réduit  à  deux  droites  confondues  avec     y  =  0,     c'est-à-dire  avec  0:  ; 

le  plan    x  =  0    est  donc  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de    On.    Pour    ^  ~  — -^ ,    la  conique  se 

réduit  à    ;^  =  0,     c'est-à-dire  à  deux  droites  confondues  avec  la  direclrice  de  la  parabole  ;  le  plan 

p 
X  =  —  —    est  donc  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  droite.   Il  n'y  a  pas  d'autre  droite  sur  la 

surface  que  les  deux  que  nous  venons  de  signaler. 

Si  l'on  l'ait    a;  =  —  — -    dans  les  expressions  des  coordonnées  a  et  ^  du  point  A,  on  a     i  = —, 

^  —  y,  le  point  A  coïncide  avec  le  point  (x,  y,  z)  et  décrit  la  direclrice  de  la  parabole  ;  nous  retom- 
bons sur  un  résultat  déjà  prévu  et  évident  géométriquement. 

Si  l'on  fait     a- =:  0,     ;/ =  0     dans   les   mêmes   expressions,  on   obtient     a  =  — p,     et    ^  —  —  ; 

le  lieu  du  point  A  est  donc  la  droite  x  =  — p,  et  l'on  arrive  à  ce  curieux  théorème  qu'il  est  d'ailleurs 
facile  d'établir  directement  :  quand  un  point  se  meut  sur  la  parallèle  à  la  directrice  d'une  parabole  menée 
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au  delà  de  celte  droite  à  une  distance  égale  à  la  moitié  du  paramètre,  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  formé  par  ce  point  et  par  les  tangentes  issues  de  ce  point  est  toujours  au  sommet  de  la  parabole. 

2.  Si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan    ;  =  h,    nous  obtenons  la  courbe 

y2(2a,-  +  p)  — 4px^  +  2/i^j;  — 2p'x  =  0. 

Il  nous  suffit  de  remplacer  x  par    —  a  — /j,     ;/  par      ^''°'^^'       pour  avoir  le  lieu  du  point  A  qui 
correspond  à  cette  section  ;  nous  trouvons  ainsi 

2p2(a  +  p)(2a  -H  p)  -h  V(°'  -+-  P)  —  P^'iP'  ~  '*')  =  *^' 

avec  «+p=n. 

La  droite     a-t-p  =  0     correspond  au  point     a;  =  0,     y  =  0     de  la  seclion. 

Pour    h  =  0,     la  courbe  se  décompose  en     2a  +  p  =  0,     qui  représente  la  directrice  de  la  para- 

qui  est  le  lieu  des  pôles  des  normales  à  la  parabole.  Ces  résultats  étaient  déjà  prévus. 

Très  bonnes  solutions:  MM.  G.  1)uumbki.t,  à  Grenoble  ;  R    Bouvaist;  A.  Sainte  L*Gi)E;C.  Pellion,  à  Hennés  ;  \    Ddpo.vt, 
à  Saumur;  .1.  Haag,  à  Nancy. 


1214.  —  Démontrer  que  : 

1°  Les  perpendiculaires  abaissées  de  l'extrémité  A  du  grand  axe  d'une  ellipse  sur  les  quatre  normales 
issues  d'un  point  M    rencontrent  la  courbe  en  quatre  points  qui  sont  sur  un  même  cercle. 

2°  Si  du  sommet  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  OM,  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  N 
où  celte  droite  la  rencontre  est  l'axe  radical  du  cercle  précédent  et  du  cercle  principal. 


1   Soit     ^^1 1  =0    l'équation  habituelle  de  l'ellipse.  Portons  les  axes  au  sommet  de  droite, 

a^        b'' 

c'est-à-dire  changeons  a,-  en    x-\-a,     cette  équation  deviendra 

—  H-  -TT  H =  0- 

a-        b^         a 

La  méthode  consiste  alors  à  prendre  un  cercle  quelconque, 

à  former  l'équation  aux  coeflicients  angulaires  des  rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre, 
à  chercher  la  relation  qui  existe  entre  eux  et  à  vérifier  que  cette  relation  existe  aussi  entre  les  coefficients 
angulaires  des  directions  perpendiculaires  aux  quatre  normales  issues  d'un  point. 

Or,  si  l'on  élimine  la  variable  d'homogénéité  entre  les  deux  équations,  on  obtient  l'équation  nouvelle 

qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  rayons  qui  joignent  le  point  A  aux  points  de  rencontre  de  l'ellipse 
et  du  cercle  ;  en  posant    m  —  — >     cette  équation  s  écrit 

X 

''  '  6'         ab^  \  a^b'        ab-        a^  )  a^  a'        a'        a- 

ct  l'on  aperçoit  immcdiatemeni  la  relation 

l.n}m'm"         b^ 

qui  existe  entre  les  racines  de  cette  équation,  quel  que  soit  le  cercle  envisagé. 

Cela  posé,  remarquons  que  pour  avoir  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  issues 
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d'un  point,  on  peut  se  servir  des  anciens  axes,  jmisque  l'idée  de  direction  intervient  seule.  Or,  dans  le 
système  formé  par  les  axes  de  l'ellipse,  réquation  de  la  normale  en  l'onction  du  coefficient  angulaire 
est 

XI  =  mx  -\ —  : 

•'  W  -+-  b'-m' 

l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  issues  du  point  (a-,  y)  est  donc 

(?/  —  mx)-{a-  +  b^iiv')  —  c*/n-  =  0, 
ou 

é-jj-m*  —  Ib^xyiw'  -h  (a-x-  -4-  bhf  —  c'-)w?  —  2a^xym  +  a-f-  —  0  ; 

\ 

changeons-y   »i    en ,    nous  aurons  alors  la  nouvelle  équation 

(3)  ahf-m''-\-  "la^-xym^  +  {a-x'^-i-  bh/  —  c*)m-  -i-2b^xijm  -i-  bV  —  0, 

entre  les  racines  de  laquelle  existe  aussi  la  relation 

iJmm'fn"  b- 


'Zm  a- 

Cela  prouve  la  première  partie. 

2.  Pour  établir  la  seconde,  identifions  les  équations  (1)  et  (3),  nous  aurons 

•     ^  =  W-xy,  ±  ^  L^ -^  —  ^  U-'xK 

a'  ■'  a'         (!■'        a- 

La  première  donne  y,      y  =  /a-A*!/-,     la  seconde  ou  la  quatrième  donne  p,      "i?  =  Xa'ft-xj/,     la  dernière 

donne  a, 

43t  =  —  -ia  -+-  laH-x'-  —  lahhj^  ; 

4 
portons  Y  et  a  dans  la  troisième,  nous  aurons  X,      X  — ;     donc,  délinitivement 

a-h'c- 

aV-  —  b-r 

a  =  —  a-\ ■^—, 

nc- 

laxy 
Ab^- 
Par  conséquent,  le  cercle  indiqué  a  pour  équation 

(4)  x^-^Y^-^  (.v^_,.,._«.,.,_i^fvY  _^i6y  ^ 

ac-  c-  c- 

l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  principal  de  l'ellipse, 

X-2  +  Y'  -f-  2aX  =  0, 
s'obtient  immédiatement  ;  c'est  la  droite 

(a'x^  —  b-y-)\  -+-  2a'xyY  —  2ab'y-  ^  0. 
Si  nous  revenons  maintenant  aux  axes  de  l'ellipse,  système  dans  lequel  ont  été  évaluées  les  coordon- 
nées X,  y,  du  point  par  lequel' on  a  mené  des  normales  à  l'ellipse,  nous  aurons  à  changer  X  en  X  —  a 
et  l'équation  de  la  droite  deviendra 

{a^-x-  —  bhf)\  -+-  2a^xyY  —  a(a^x-  -+-  b'-y-)  =  0. 
Rien  n'est  plus  facile  dès  lors  que  de  vérifier  que  cette  droite  est  tangente  à  l'ellipse,  c'est-à-dire 
satisfait  à  la  relation     a-u-  -+-  b'^v-  —  w-  —  0.     En  outre  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

a^u  b'v 

w  w 
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ou  ICI, 


X  =  a 
Y 


'2ab^xy 


a-x^  -+-  b^y^ 


par  conséquent  le  coeflicient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  A,     — 1     a  pour 

valeur 1     ce  qui  démontre  délinilivement  la  deuxième  partie. 

y 

Solution  géométrique.  —  La  solution  gcomélriqiie  repose  sur  ce  théorème  que  la  somme  des  quatre 
angles  excentriques  relatifs  aux  points  de  rencontre  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  est  un  multiple  de  2tc.  Pour  se 
convaincre  de  ce  fait  il  suffit  de  remarquer  cet  autre  fait  évident  que  la  somme  des  angles  excentriques  relatifs 
aux  extrémités  d'une  corde  est  la  même  pour  deux  cordes  parallèles  ;  ceci  résulte  de  ce  que  deux  cordes  paral- 
lèles dans  l'ellipse  ont  pour  correspondantes  deux  cordes  parallèles  dans  le 
cercle  homographique  ;  les  deux  sommes  des  arguments  relatifs  aux  extré- 
mités sont  donc  égales  ou  ne  différent  enire  elles  que  par  le  nombre  27t,  ce 
qui  revient  au  même. 

Cela  posé,  appuyons  nous  sur  ce  fait  que  les  quatre  points  de  rencontre 
d'un  cercle  et  d'une  ellipse  sont  sur  deux  cordes  également  inclinées  sur 
les  axes  ;  nous  voyons  de  suite  que  les  quatre  arguments  dans  le  cercle 
homographique  ont  môme  somme  que  ceux  relatifs  aux  extrémités  de  deux 
diamètres  également  inclinés  sur  les  axes;  leur  somme  est  donc  égale  à 
27t  ou  à  4it,  et,  si  l'on  ne  précise  pas  la  valeur  exacte  de  chaque  angle  excen- 
trique, à  un  multiple  de  2tc. 

La  réciproque  est  évidente,  c'est-à-dire  que  si  la  somme  des  angles 
excentriques  de  quatre  points  d'une  ellipse  est  un  multiple  de  2it,  ces  quatre  points  sont  sur  un  cercle;  il  suffit 
en  etfet  de  faire  passer  un  cercle  par  trois  d'entre  eux  et  d'appliquer  la  proposition  directe  pour  voir  que  ce 
cercle  doit  passer  au  quatrième. 

Cela  posé,  considérons  les  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un  point  et  appliquons  le  théorème  de 
Joachimstal  ;  nous  verrons  de  suite  que  la  somme  des  quatre  angles  excentriques  est  un  multiple  impair  de  u. 
Soient  alors  MP  une  normale  abaissée  de  M  sur  l'ellipse  et  P  son  pied,  R  le  point  correspondant  du  cercle 
homographique  ;  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la  normale  MP  est  parallèle  à  la  tangente  1)1'  à  l'ellipse 
en  P,  elle  est  donc  la  projection  d'une  parallèle  à  la  tangente  au  cercle  en  R  ;  soit  ARi  cette  parallèle  ;  l'angle 
excentrique  du  point  Ri  est  le  double  de  celui  du  point  R  ;  par  conséquent  la  somme  des  angles  excentriques 
des  quatre  points  tels  que  Pi  est  un  multiple  de  2ii,  donc  ces  quatre  points  sont  sur  un  même  cercle,  ce  qui 
démontre  la  première  partie. 

T.  LEMOYNE,  à  Troyes. 
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1282.  —  On  considère  un  système  de  forces  dont  les  six  nombres  fondamentaux  sont  p,  q,  r,  0,  0,  h, 
et  une  droite  D  menée  par  le  point  0  dans  le  plan  des  xij.  La  réduction  en  un  point  quelconque,  M,  de  cette 
droite  donne  un  couple  ayant  un  certain  axe  MG  et  une  force  équipollente  à  la  force  (p,  q,  r). 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  MC,  quand  le  point  M  décrit  la  droite  D  et  le  lieu  du  point  ('.. 

2°  Le  premier  lieu  est  un  paraboloïde  droit.  On  demande  les  enveloppes  des  plans  directeurs  menés  par 
l'origine  et  le  lieu  de  la  parallèle  à  l'axe  quand  la  droite  1)  décrit  le  plan  des  xy. 

3°  Le  paraboloïde  est  tangent  au  plan  des  xy  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  contact  et  l'enveloppe  de  la 
seconde  génératrice  autre  que  D  et  située  dans  le  plan  des   xy. 

4°  Trouver  les  génératrices  qui  passent  au  sommet  de  ce  paraboloïde  et  le  lieu  de  ce  point  dans  les  mêmes 
conditions. 
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1283.  —  Un  voyageur  pesant  /Cs'  et  de  chaleur  spécifique  égale  à  1  gravit  une  montagne  en  s'élevant  de 

600"  en  une  heure  dans  un  air  sec  k  0°  et  ii  la  pression  moyenne  de  700""°.   Il  fait  18  inspirations  par  minute 

et  rejette  à    chaque  expiration  1    litre  d'air.  Cet  air  expiré  est  à  la  température  du  corps  (38°  en  moyenne), 

5 
et  k  moitié  saturé  de  vapeur  d'eau      (rf  =  -— ;    Fss  =  SO""")    et  renferme  i'/o,  en  volume,  de  gaz  carbonique 

o 

(cl'  =  1,53).  On  admettra  que  la  formation  de  ces  deux  corps  a  produit  la  même  chaleur  que  si  elle  avait  eu 
lieu  par  combustion  d'hydrogène  et  de  carbone  libres,  soit  59  grandes  calories  par  molécule  de  vapeur  d'eau  et 
94  par  molécule  de  gaz  carbonique.  Enlin,  pour  le  calcul  de  l'échange  de  chaleur  résultant  de  la  différence  des 
températures  de  l'air  inspiré  et  de  l'air  expiré,  on  négligera  leur  différence  de  masse  et  de  composition.  Cha- 
leur spécifique  de  l'air  :  0,237. 

De  combien  varierait  en  une  heure  la  tenipiraUire  du  voyageur  si  ses  vêtements  le  protégeaient  contre 
tout  échange  de  chaleur  avec  le  milieu  extérieur? 
On  négligera  toute  production  d'énergie  étrangère  aux  pliéiiomènes  mentionnés. 
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1206.  —  On  considère  une  ellipse  fixe  et  un  cercle  variable  tangent  aux  deux  axes  de  celte  ellipse.  Soit 
A  un  des  sommets  du  grand  axe  de  cette  ellipse. 

1°  Trouver  le  liiu  du  point  de  contact  de  In  tangente  mencc  au  cercle  variable  par  le  point  A. 

2°  Le  cercle  envisai/é  et  le  point  A  assimilé  à  un  cercle  de  rayon  nul  définissent  un  faisceau  linéaire  de 
cercles  qui  renferment  un  antre  cercle  de  rayon  nul.  On  demande  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

3°  On  associe  les  cercles  deux  à  deux  de  façon  que  leur  axe  radical  passe  au  point  A,  et  on  mène  par 
les  centres  de  l'un  des  couples  deux  parallèles  au  petit  axe  qui  rencontrent  l'ellipse  en  PP'  et  QQ'.  Trouver 
l'enveloppe  des  droites  PQ,  PQ',  P'Q,  P'Q'  et  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  A  sur 
ces  droites. 


En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse,  celle-ci  a  pour  équation 


■4 1  =  0, 


et  le  cercle  variable, 

x^+yi  -<2.l{x-\-y)-\-l^-  =  0, 

en  supposant  toutefois  que  son  centre  se  meuve  sur  la  première  bissectrice.  Il  y  a  un  autre  système  de 
cercles  tangents  aux  deux  axes  :  ce  second  système  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 
Quand  nous  aurons  trouvé  les  lieux  qui  correspondent  au  premier  système,  il  n'y  aura  qu'à  prendre 
leurs  symétriques  par  rapporta  Ox  pour  avoir  ceux  qui  correspondent  au  second. 
1.  La  polaire  du  point  A  par  rapport  au  cercle  variable  X  a  pour  équation 

<+/;  =  o, 

ou  a{x  —  X)  —  X(a-  +  y)  +  X^  =  0  ; 

nous  aurons  le  lieu  demandé,    toutefois  avec  l'a.xe  des  x  en  plus,  en  éliminant   X   entre  l'équation  du 

cercle  et  celle  de  la  polaire  ;  or  la  différence  entre  les  deux  équations  nous  donne  d'abord 

x^  -+-  y-  —  l(x  +  y)  —  a{x  -  X)  =  0, 

,    ,  ,    , .  ,         x-  -t-y-  —  ax  . 

c  est-à-dire  X  = ^ , 

x+y  —  a 

puis  l'équation  du  cercle  s'écrit 

(l  —  x  —  yf  =  %xy  ; 
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la  substitution  de  X  s'y  fait  immédiatement  et  l'on  obtient 

(rtî/  —  2xy)-  —  ^xy(x  +  y  —  af  =  0. 
La  solution    i/ =  0    est  en  évidence  ;  une  fois  supprimée,  il  reste  l'équation  proprement  dite  du 

lieu 

2a;(a;  4-î/ —  «)•-  — y(2ar  —  a)2  =  0, 

ou  enfin 

(1)  2x(a;^  +  if)  —  4aa,-^  +  a2(2a;  -  y)  =  0. 

Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire,   ayant  l'axe  des   ?/    pour  asymptote,  passant  à 
l'origine  et  y  admettant  la  droite    y  —  ±x    pour  tangente  ;  il  est  facile  de  voir  qu'elle  admet  le  point 

—  ,   —\   pour  point  double  :  si  on  porte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  l'équation 

devient 

2a:(a;2  +  y^)  —  a{x^—'2xy  —  y^)  =  0  ; 
elle  montre  non  seulement  que  la  nouvelle  origine  est  un  point  double, 
ce  qui  se  voit  très  aisément  en  annulant  les  dérivées  partielles  de  la 
première  équation,  mais  encore  que  les  tangentes  en  ce  point  double 
sont  les  deux  droites  rectangulaires  a-- —  2.ry  —  y- =  0,  qui  sont  les 
bissectrices  de  l'angle  formé  par  Oy  et  par  la  seconde  bissectrice.  La 
cubique  est  donc  une  strophoïde  que  toutes  ces  remarques  suffisent  à 
placer  déjà  avec  beaucoup  d'approximation. 

Il  est  aisé  de  préciser  encore  la  forme  et  la  position  du  lieu  en 
discutant  l'équation  par  rapport  à  y  :  cette  équation  ordonnée  par 
rapport  à  y  s'écrit 

(1)  2xy''  —  a^y-{-^x(x  —  af  =  0; 

la  condition  de  réalité  est 

a*  — 16a;%T  — a)2>0, 

(2.T  —  a]-[—  4.t2  +  Aax  +  a^)  >  0  ; 

le  facteur   (2x  —  a}-   qui  est  positif  et  qui  correspond  au  point  double  B, 

étant  mis    à   part,    nous    voyons  que     x     doit    être    compris    entre 

les     racines    du     trinôme        4x^  —  iax  —  a^,       c'est-à-dire     entre 

_ii(v/2_l)    et    — (v'2-f-l)-     Le  produit  des  racines  est     {x-a)-,     il  est  toujours  positif,  les  deux 

racines  ont  toujours  le  même  signe. 

Enfin  la  somme  des  racines  a  le  signe  de  a;  et  la  discussion  est  achevée.  Une  dernière  remarque 
évidente  :  si  on  coupe  par  l'axe  de  a-,  y  =  0,  on  trouve  les  solutions  a;  =  0  et  {x—af—0,  la 
courbe  est  tangente  à  Ox  au  point  A. 

2.  Un  cercle  quelconque  du  système 

x^  -t-  y 


et  le  cercle-point 
ont  pour  axe  radical 


2l(x-\-y)-hl-  =  0, 

a,''-  +  1/2  —  iax  H-  «2  =  0, 

2(a  -l)x—  2h/  ■+  l'  —  a^  =  0. 
L'autre  cercle-point  est  le  symétrique  du  point   .\   par  rapport  à  cette  droite.  Soient  a;  et  j/  ses 

— — >    —],     est  sur  l'axe  radical  et  que 


coordonnées  ;  il  faut  écrire  que  le  milieu  des  deux  points, 

la  droite  qui  les  joint  est  perpendiculaire  à  cet  axe  radical.  Gela  donne  successivement 

(a  —  X)(a  +  x)  —  hj  —  {a  —  l){a  H-  X)  =  0 
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et 


ou 


X  —  a 


—  \ 


X 


a  —  X         y 

Il  faut  maintfinant  éliminer  X  entre  ces  dei)x  équations;  or,  en  remplaçant  déjà  dans  la  première 
a  — X    et  X  parles  quantités  proportionnelles    a  -  a:    et  y,  on  obtient 

a^  —  x^  —  y^  —  (a  -h\){a  -  x)  =z  0; 
cette  équation  est  du  premier  degré  en  X  comme  la  seconde  des  deux  équations  précédentes  ;  par  con- 
séquent rélimination  est  achevée.  On  trouve  ainsi  pour  équation  du  lieu 

(2)  {y  —  x){x^  -t-  y-)  -h  a(tx^  -  2xy  -+-  y^)  +  à\y  -  x)  =  0. 

C'est  encore  une  cubique  circulaire  unicursale,  passant  à  l'origine,  y  admettant  comme  tangente 
la  première  bissectrice  et  ayant  cette  bissectrice  pour  direction   asymptotique.  Pour  mettre  le  point 

double  en  évidence,  il  suflit  d'ordonner  l'équation  par 
rapport  à  ;/  ;  on  trouve  ainsi 

j^3_y2(3,  _a^  _^_,j^j.^a)-  —  x{x  —  a)^  —0, 
et  cette  équation  montre  que  le  point  double  est  le  point 
A   (a,0).    En  portant  les  axes  en  ce  point,  l'équation 

devient 

{y-x)(x^-hy^)-ax'-  =  0. 
La  nouvelle  origine  est  un  point  de  rebroussement 
où  la  tangente  est   Oy.    L'asymptote  a   pour  équation 

a 

dans  le  nouveau  système  ;  elle  passe  au  milieu  de  OA. 
Elle  rencontre  la  courbe  en  un  point  situé  sur  la  deu- 
xième bissectrice. 

Rien  n'est  plus  aisé  maintenant  que  de  flgurer  la 
courbe. 

3.  L'axe  radical  de  deux  cercles  du  systèrup,  X  et  X',  a  pour  équation 

2{X--  X)(a;-i-!/)  +  X2  — X's  =0, 
ou  2(ir -+-;/)  — (X  +  X')=  0. 

En  écrivant  qu'il  passe  au  point  A,  on  a  la  relation  X-t-X'  =  2«.  Nous  écrirons  donc  que  la 
droite  ux  -hvy  +  w  =  0  est  l'une  des  droites  envisagées  eu  formant  l'équation  aux  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  l'ellipse  et  en  exprimant  que  la  somme  des  racines  de  cette 
équation  est  égale  à  2a.  Ce  calcul  nous  donne  d'abord 

b^V'X^  -4-  a-{ux  -h  lo)^  —  a-h'-v^  =  0, 
—  2a-«H' 


puis 
et  enfln 


a^u'^-i-bV- 


a-u^  -+-  b^v-  -\-  auw  —  0 . 
C'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe;  mais  cette  idée  nous  est  inutile  :  bornons-nous   à  tirer 
w  de  la  relation  précédente  et  à  porter  dans  l'équation  de  la  droite  ;  elle  ne  contiendra  plus  qu'un  para- 
mètre variable,  le  rapport  —  ou  —  -   et  nous  aurons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  écrivant  que  cette 

V  u 

équation  a  une  racine  double.  Nous  aurons  d'abord 

au{ux  -+-  vy)  — à^u^  —  b^v-  —  0. 
ou  u-{ax— a-) -\-uv.ay — v^b^  —  0, 
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puis,      (3)  W[x  —  a)-'raif  =  Q. 

C'est  l'équation  d'une  parabole  aisée  à  placer  :  elle  passe  au  point  A,  y  touche  l'ellipse,  tourne  sa 
concavité  vers  les  X  négatifs  et  coupe  l'axe  des  y  aux  deux  points  d'ordonnée  ±26.  Celte  parabole 
admet  pour  axe  l'axe  des  x  et  pour  sommet  le  point  A. 

Le  dernier  lieu  demandé  est  la  podaire  de  cette  parabole  par  rapport  à  son  sommet,  c'est  une 
cissoïde  droite,  dont  il  est  facile  de  trouver  l'équation  en  revenant  à  la  relation  qui  existe  entre  u,  d,  w. 

La  perpendiculaire  abaissée  du    point     A    sur  la  droite      ux -\- vy -]- iv  =  d      a  pour  équation 

X  —  a         y  , 
■    u  V 

nous  avons  donc  à  éliminer  m,  v,  w  entre  les  équations 

M  V 

X  —  a         y 
ux-h  vy  -h-  w  —  0, 
et  a'^-u^-i- b'^v--+- aiiw  =  0. 

Les  deux  premières  donnent 

u  V  IV 


X — a  y  x{x  —  a)-\-y^ 

le  lieu  s'obtient  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  et  l'on  trouve  ainsi 

(4)  a{x  —  a)[x{x  —  a)  -+-  ij-]  —  a^x  —  ay  —  b'-y-  =  0. 

Le  point  A  est  visiblement  un  point  double;  en  portant  les  axes  en  ce  point,  l'équation  se  simplifie 
et  devient  ax(x''  -t-  y-)  —  bHf  =  0 . 

Rien  n'est  plus  simple  que  de  construire  cette  courbe  ;  c'est  un  problème  classique. 

A.  SAINTE-LAGUE,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure  et  J.  HAAG,  àPont-à-Mousson. 
Assez  bonnes  solutions:  MM.  Lobin,  élève  au  lycée  de  Toulouse;  R.  Bouvaist. 


Solution  géométrique.  —  1.  Sur  chaque  droite  AA'  passant  par  le  point  A,  il  y  a  deux  points  du  lieu 
autres  que  le  point  A,  les  points  F  et  F'  où  celte  droite  est  touchée  par  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  AOA' 
et  par  le  cercle  exinscril  situé  dans  l'angle  aOy.  Il  suffit  de  se  reporter  au  théorème  de  Dandelin  relatif  aux  sec- 
tions planes  du  cône  de  révolution  pourvoir  que  le  milieu  de  FF'  coïncide  avec  le  milieu  de   AA'   et  que  ce 

\ 
point  décrit  une  droite  BC  parallèle  à  Oy,  l'homothélique  de  Oy  par  rapport  au  point  A   dans  le  rapport 


DA' 


2 


D'autre  part,    A'D  =  FF'    (la  droite  AD  est  parallèle  à  la  seconde  bissectrice),  et  comme    BC  =  — ^,    il  en 

résulte  que    BC  =  CF  =  CF'.    Le  point  F  et  le  point  F'  décrivent  donc  une  strophoïde  dont  le  point   B   est  le 

point  double  et  dont  l'asymptote  réelle  est  parallèle  à  Oy;  les 
tangentes  au  point  B  sont  les  bissectrices  des  deux  droites  BC 
et  BA.  Toutes  les  autres  particularités  que  présente  cette  courbe 
dans  le  cas  actuel  s'aperçoivent  sans  aucune  peine. 

2.  Le  second  point  limite  du  faisceau  linéaire  formé  par  le 
cercle  CFH  et  par  le  cercle-point  A  s'obtient  en  abaissant  du 
point  A  une  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  A  par  rapport  au 
cercle;  soit  IIF  celte  droite;  nous  sommes  conduits  à  chercher 
l'enveloppe  de  cette  droite.  Or  la  droite  HF  est  perpendiculaire  à 
la  droite  Aw  qui  joint  le  point  A  au  centre  du  cercle  ;  ces  deux 
droites  tracent  donc  deux  divisions  homographiques  en  involution 
sur  la  droite  de  l'infini,  ayant  pour  points  doubles  les  points  I  et 
J  ;  retenons  seulement  qu'elles  sont  homographiques  :  alors  la 
série  décrite  par  le  point  w  sur  la  première  bissectrice  est  homo- 
graphique  à  la  série  que  décrit  la  droite  HF  sur  la  droite  de  l'inti- 
ni  ;  mais  si  on  projette  (o  sur  Ox  la  projection  se  fait  en  un  point 
H     qui  trace  aussi  sur   Ox  une   division    homographique   à  celle  que  décrit  le  point    co.    La  droite  HF  qui 
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joint  les  points  lioinologucs  de  deux  divisions  lioniographiqucs  (racées  sur  Or,  et  sur  la  droite  de  l'infini,  enve- 
loppe donc-  une  parabole.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  |)araliole  touche  Ox  au  point  A  et  la  droite  de  l'infini 
sur  la  deuxième  bissectrice.  Les  autres  particularités  s'aper<;oivent  sans  peine. 

Le  second  lieu  que  l'on  cherche  est  alors  la  podaire  du  point  A  par  rapport  à  cette  parabole  ;  c'est  donc 
une  cissoïde  ayant  son  point  de  rebroussement  en  A  et  son  asymptote  parallèle  à  la  première  bissectrice,  etc. 

3.  Soient  II  et  H'  les  points  de  contact  de  deux  cercles  du  système  avec  Ox  ;  si  l'axe  radical  de  ces  deux 
cercles  doit  passer  au  point  A,  ce  point  sera  le  milieu  de   IIH'. 

Nous  avons  donc  à  trouver  l'enveloppe  d'une  sécante  réelle  ou  imaginaire  de  l'ellipse  dont  le  milieu 
décrit  la  parallèle  a  Oy  menée  par  le  point  A.  Il  est  facile  de  montrer  que  l'enveloppe  de  cette  droite  est  une 
parabole,  etc. 

A.  SAINTE-LAGIJE,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure,  el  J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 


1207.  —  On  considère  un  cercle  et  deux  points  F  et  F'  symétriques  par  rapport  au  centre  de  ce  cercle. 
On  joint  un  point  variable  M  delà  circonférence  aux  deux  f  oints  V  et  F'  et  on  prend  les  points  de  rencontre 
N   el  N'   de  MF,  MF'  avec  cette  circonférence.   Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  NN'. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  FF'  et  pour  axe  des  ;/  une  perpendiculaire  à  cette  droite  passant 
par  le  centre  du  cercle;  désignons  par  R  le  rayon  du  cercle,  et  par  a  el  —a  les  abscisses  des 
points  F  et  F' 

L'équation  du  cercle  est  alors  ar» -i- )/- —  R»  =  0.  Soit  M  (R  cos  ?,  R  sin  cp)  un  point  du  cercle  ; 
les  droites  MF  et  MF'  rencontrent  respectivement  le  cercle  en  des  points  N  et  N'.  Nous  allons  cher- 
cher l'enveloppe  de  la  droite  NN'  quand  l'angle  <p  varie.  Soit  ux  -^vij-\-io  —  Q  l'équation  de 
cette  droite. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  M.  Les  équations  du  cercle  et  de  la  droite    NN' 

deviennent 

a;2  -(-  j/^  -i-  2R  (x  cos  ?-)-»/  sin  tp)  =  0, 

MX  -1- 1) y  -(-!/;  +  R  (u  cos  ;fi  -+-  w  sin  ç)  =0, 
et  en  éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  l'équation  de  l'en- 
semble des  droites  MN,  MN': 

2R(Mj-i-yî/)(x'  cos  <p  -+-?/  sin  cp)  —(x^-f- ï/2)[R(m  cos  o  -i-«  sin  ?)-t- w]  =  0. 
En  revenant  à  l'ancien  système  d'axes,  cette  équation  devient 
2R  [wx-f-  vy—  R(m  cos  <?-!-«  sin  ^)][x  cos  ç-+-j/  sin  <p  —  R] 

-  [x-  -hy'^ — 2R(x  cos  o  -t-  ysinti))-f-R-][R(M  costp-|-r  sin  o)-h  iv]  —  0. 
Ecrivons  que  pour    j/  =  0,     elle  se  réduit  à    x^  -  «-  =  0  ;  nous  obtenons  les  deux  conditions 

Rm  —  tu  cos  Ci  —  0, 
Ru  cos  o  (a-  H-  R*)  -I-  R«  sin  <?(a2  -  R^)  -  iv  {a}  +  R'^)  =  0. 

On  en  tire 

Rm  .  (a2-i-R-^)(R^w-  — "'-) 

cos  <f  =    — .  sm  cp  =  -— —r > 

ic  R(a^  —  n-)vw 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation     cos^ip  -t-sin-  <?  =  I,     on  obtient 

{KHi^  —  w^)[KHi\a^  -f-R2)'--(-  RV(a2  —  R^)^  —  w''(a:'+  K'f]  ==  0. 

Le  facteur   K^u"-  —w"-   correspond  au  cas  où  le  point  M  est  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre  FF'; 

dans  ce  cas  N  et  N'  sont  confondus  avec  l'autre  extrémité,  et  la  droite  NN'  est  une  droite  quelconque 

passant  par  ce  point.  La  véritable  enveloppe  a  donc  pour  équation  tangentielle 

et  pour  équation  ponctuelle 

X'-         i/Ha^  +  Ry_ 
P,-^         R-(a^-R-)2 
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Cette  équation  représente  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Elle  est  bitangente  au  cercle  aux  extré- 
mités du  diamètre  FF'. 

J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 
Solutions  analogues  par  MM.  R.  Boovaist  et  T.  Lemoy.ne. 

Solution  géométrique.   —  Nous  allons  résoudre  le  problème  plus  général  qui  suit: 

O.i  donne  une  conique  (G)  et  deux  points  quelconques  F  et  F'.  On  joint  un  point  variable  M  de  la  conique  aux 
points  F  et  F',  et  on  prend  les  points  de  rencontre  de  MF,  MF'  avec  la  conique.  Enveloppe  de  la  corde  joignant  ces 
deux  points . 

Faisons  une  transformation  homographique  de  manière  à  ce  que  les  points  de  rencontre  A,  A'  de  la 
conique  (C)  et  de  la  droite  FF'  deviennent  les  points  cycliques  du  plan.  La  conique  (C)  se  transforme  en  un 
cercle,  et  la  droite  FF'  devient  la  droite  de  l'infini-  On  est  ramené  à  chercher  l'enveloppe  du  troisième  côté 
d'un  triangle  inscrit  dans  un  cercle,  les  deux  premiers  étant  parallèles  à  des  droites  fixes.  Or  cette  enveloppe  est 
un  cercle,  car  l'angle  opposé  au  troi.sième  côte  est  constant. 

En  revenant  k  la  première  figure,  on  voit  que  l'enveloppe  est  une  conique  bitangente  ii  (C)   aux  points 

^       ■  J.  G.  NICOLESCO,  à  Bucarest. 


1209.  —  On  considère  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  et  un  point  M  variable  sur  l'ellipse.  Le  lieu  du 
centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  MFF'  est  une  quarlique  que  l'on  demande  de  construire. 

Soit  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  iVIFF'.  Le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle 
passe  par  le  point  0,  centre  de  l'ellipse,  par  le  point  K,  milieu  de  MH,  et  par  le  pied  I  de  la  hauteur 
issue  du  point  M.  Par  suite,  ce  cercle  a  pour  diamètre  OK,  son  centre  w  est  le  milieu  de  OK. 

à 


Soit 1-  -^^ 1  =0    l'équation  de  l'ellipse,  et  «,  ^  les  coordonnées  du  point  M.  L'abscisse  de 

2  f)2 


H  est  a,  calculons  son  ordonnée.  Le  coefficient  angulaire  de  MF  est    >    par  conséquent,  l'équa- 
tion de  la  hauteur  F'H  est 

y      ^       "  — c 

x-H  c  {J 

et  en  y  faisant    a,-  =  a,     nous  obtenons  l'ordonnée  du  point  H 


1  r  c'  —  «'     „n 

par  suite  l'ordonnée  de  K  est    —  j  — h^  1 

Donc  les  coordonnées  du  centre  w  sont 


ou 


y 

c-  - 

C^  — «2 

-  «'2  -4-  P 

a 


^  =  -3-'        y  = 


c2  _  a2  +  ^2 


2^4^ 
et  nous  avons  la  relation 

a'  B2 

—  4--^  -1  =0. 

ffl2  0^ 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  et  ^  entre  ces  trois  équations. 

La  première  doni 
dans  la  seconde,  on  a 


(a2 Ax^)b- 

La  première  donne     a  =;  2x;    de  la  troisième  on  tire     p^  = — >    et  en  portant  ces  valeurs 


y    ~       ^Qa'b\a' —  ix') 
C'est  l'é'^uation  d'une  quartique  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 

A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de   y,    égales  et  de  signes  contraires,  il  suffira 
de  discuter  l'une  d'elles,  par  exemple 
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y  = 


Âx\a^  +  62)  —  a* 


Aabsja^  —  ix^ 

le  radical  étant  précédé  du  signe  -i-.  De  plus,  on  ne  donnera  à  a;  que  des  valeurs  positives. 
La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est 

,  _   x[  -  4(a^  +  V^)x^  +  a\a'  -f-  26')] 

a6[a»  —  4a;»f 
Pour  que  i/  soit  réel,  il  faut  que    a^  —  \x-    soit   positif,  nous 

ferons  varier  X  de  0  à  —  •  La  dérivée    )/'  s'annule  pour    a;  =  0    et 

pour     ar"  =  , ^-^ —    Or  cette  valeur  étant  supérieure  à  — 

ne  peut  être  considérée  dans  le  cas  actuel  ;  par  suite  lorsque  x 

croit  de    0  a    —,   y    est  sans  cesse  positif,   et  la  fonction  j/  est 
croissante. 

flS  «' 

Pour    a;  =  0,    »/  = — -  ;    i/  s'annule  pour    x  =  — ,  , 

et  quand  x  tend  vers  —  ij  augmente  indéfiniment. 

En  achevant  par  symétrie,  on  obtient  la  courbe  ci-conlre.  Elle  admet  pour  asymptotes  les  droites 

X  =  àz~—>    et  elle  a  deux  points  doubles  réels  sur  Oa:,  qui  ont  pour  abscisses    rh  —     '         ■ 
*  2v^a*  -+-  6- 

R.  BOUVAIST. 

Bonnes  solutions  pur  MM.  Iîi.anc.fiot,  à  Aiirillac;  l{.  Javei.ot,  à  Givot  ;    .1.  Haac,,  à  Pont-à-Mousson  ;   U.  Manen,   étuJi:int  à 
Toulouse. 


12H.  —  Trouver  et  conslruire  la  coitrhe  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  un  des  sommets 
d'une  ellipse  et  (jui  sont  tangents  à  l'ellipse. 

X^  II' 

Soit h  -T 1  =0      l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Supposons  que  les  cercles 

a-         6- 

passenlpar  le  sommet  A(fl,  0)  et  soient  acosç,  6  sin  ç,  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  l'un 
d'eux  avec  l'ellipse.  Outre  les  points  M  et  A,  le  cercle  rencontre  l'ellipse  en  un  autre  point  N,  et  la 
droite  AN  a  un  coefficient  angulaire  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  tangente  au  point  M.  Le 
cercle  considéré  a  donc  une  équation  de  la  forme 


(1) 


11 
6^ 


i 


X  cos  (p        (/  sm  o 


-')( 


{x  —  a)  cos  cp        y  sin  <p 


=  0. 


Cette  équation  ne  renferme  pas  de  terme  en  xy,  elle  représentera  un  cercle  si  les  coefficients  de 
x"^  et  de  y^  sont  égaux,  c'est  à-dire  si  l'on  a 

1 

d'où  l'on  tire 


cos-  tp  1  sin-  ç> 


X  - 


a"-  sin-  cp  -f-  62  cos-  9 
En  remplaçant  X  par  celte  valeur  dans  l'équation  (i),  on  obtient 
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■y- 


c^xcostp(l +COS  cp)        c^j/sincp(l — cos  cp) 


•  a^  sin'  tp  —  i-  cos^  <?  +  e^  cos  tp  =  0. 


Le  centre  a  pour  coordonnées 


(2) 


c^cos  ç(l  -V-  ces  cp) 


y  = 


c^  sin  9(1  —  cos  ç) 


2a  ■'  "Ib  ' 

on  a  l'équation  du  lieu  en  éliminant  ta  entre  ces  deux  équations.  Mais  pour   construire  ce  lieu,  il  est 

préférable  de  conserver  les  équations  (2)  et  de  discuter  les  variations  de  x  et  de   y  quand  on  fait 

varier  o. 

Prenons  les  dérivées  de  a;  et  de  y  par  rapport  à  <p,  nous  avons 

c^  sin  (p(l  H-  2  cos  tp)  c^(l  —  cos  œ)(l  +  2  cos  <i>) 

^■'  = Ta '  y'  = 2é ^' 

2« 
tp  =  — »    par  suite  au  point  correspondant  la 

courbe  présente  un  rebroussement. 

Pour  obtenir  toute  la  courbe,  il  faut  faire  varier  tp  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  soit  égale  à  2tt, 
par  exemple  dans  l'intervalle  ( — ■k,  -+-  ri).  Mais  en  changeant  tp  en  —  tp,    a;  ne  change  pas  et  y  change 
de  signe;  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  il  suffira  de  faire  varier  tp  dans  l'inter- 
valle (0,  tt),  et  de  prendre  la  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport  à  Ox. 
En  chaque  point  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 

y^^   a{i 
x' 


i 

ces  deux  dérivées  s'annulent  pour     cos  ?  =  — -, 

2 


■  costo)         a  ,     tp 

—  =  —  tsf  —  ' 

6  sin  tp  6    "  2 


Le  tableau  suivant  donne  les  variations  de  a;  et  de  y  : 


? 

0 

■K 

2" 

2it 
3 

TT 

x' 

0 

— 

— 

H- 

y 

0 

— 

— 

4- 

x 

a 

décroît 

0 

décroît 

8a 

croît 

0 

y 

0 

décroît 

26 

décroit 

3cV3 
86 

croît 

0 

On  en  déduit  la  forme  de  courbe  ci  contre. 
Au  point  0  correspondant  à    o  =  0    la  tangente  est  Oa;  ;  à  l'origine    (f  =  n)    la  tangente  est  Oy. 
Enfin  les  tangentes  de  rebroussement  aux  points  R  et  R'  ont  respectivement  pour  coefficients  angu- 


laires   \/3 

0 


et 


ffl    ,- 
^v/3. 


J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 


CONCOURS  DE  1903  {suile) 


ÉCOLE  DES   MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE 


Physique  et  chimie. 

L  —  1284.  Soit  lin  circuit  éleclrique  alimenté  par  une  source  S.  Dans  ce  circuit  sont  intercalés:  1°  Un 
fil  AB  en  platine  dont  la  longueur  est  de  1"°  et  le  diamètre  1°""  ;  2°  Un  voltamètre  V. 
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On  fait  passer  le  courant,  dont  l'intensité  reste  bien  constante,  pendant  —  heure.   La  quantité  de  chaleur 
A 


sÔ 


V  dégagée  pendant  ce  temps  dans  le  conducteur  AB  est  de  200,84  calories  (calories- 

■T^) — ,    grammes). 

Un  demande  : 

1»  La  résistance  du  conducteur  .\R  exprimée  en  ohms. 
2°  L'intensité  du  courant  exprimée  en  ampères  (ampères  légaux). 
3»  Le  volume  de  gaz  dégagé  dans  le  voltamètre  V    mesuré  à  la  température 
et  à  la   pression   du   laboratoire. 

Z)o)inee«  nMi»!(?riîi<ci- :  Température  du  laboratoire  :  15°;  Pression  barométrique  :  722"' m, 7  ;  Force  élastique 
maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  15°:  12">'n,7  ;  Equivalent  mécanique  de  la  calorie:  4,18  joules  ;  Masse  atomique  de 
l'argent:  108;  Ilcsistivité  du  platine  :  9,158  microhms-ccnlimctrcs. 

IL  —  L'acétylène.  On  iiidi(iuera  très-brièvement: 
1°  Les  diverses  réactions  donnant  naissance  à  l'acétylène. 
2°  Ses  propriétés  physiques  et  chimiques. 
3°  Ses  caractères. 

4°  Ses  usages.  .  f^ourée  :  3  h.  112.) 

Mathimatiques, 

1285.  — On  donne  sur  l'axe  Ox  deux  points  A  et  C  d'abscisses  a  et  c,  sur  l'axe  Oy  perpendiculaire  à  Oa; 
un  point  B  d'ordonnée  h.  On  considère  le  triangle  .\BC.  D'un  point  M  pris  sur  AB,  on  mène  une  parallèle  à 
AC  qui  rencontre  BC  au  point  N.  De  N,  on  abaisse  une  perpendiculaire  A  sur  la  droite  MC.  On  étudiera  la 
famille  des  droites  A  engendrées  par  le  déplacement  de  Al  sur  la  droite  AB  indéfiniment  prolongée. 

1°  Montrer  qu'en  tout  point  du  plan  passent  deux  droites  A.  Kquation  aux  coefficients  angulaires  de  ces 
droites.  Discussion. 

20  Lieu  des  points  pour  lesquels  les  droites  A  font  un  angle  donné,  un  angle  droit  en  particulier. 
3°  Démontrer  que  les  droites  a  sont  tangentes  à  une  parabole. 
4°  On  cherchera  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  : 

a)  Quand,  B  et  C  restant  fixes,  A  se  déplace  sur  l'axe  des  x. 

b)  Quand  A  et   B  restant  fixes,  C  se  déplace  sur  l'axe  des  x. 

c)  Quand  C  et  A  restant  fixes,  B  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 

5°  Lieu  du  point  Q  intersection  de  MC  avec  la  droite  A  correspondante,  quand  M  se  déplace  sur  AB 
indéfiniment  prolongée.  Discuter:  Cas  où  l'angle  en   B  est  droit.  {Durée-  4  heures  1 

Calcul  irigonomélrique . 

1286.  —  Trouver  entre  0  et  360°  les  arcs  x  satisfaisant  à  l'équation 

Vtt  sin-  a;-|-26'-iT  sin  x  cos  x  +  2^7?  cos-rr  =  y'e 

où    i:  =  3,141592653  ...     et  où  e   représente  la  base  des  logarilhnies  népériens. 

N.  B.  —  Toutes  les  formules  au.xquelles  on  sera  conduit  seront  rendues  calculables  par  logarithmes  a  l'aide 

d'arcs  auxiliaires.  Seules  les  sommes  d'arcs  seront  calculées  par  addition  directe.  ■„     ■      .,  ■. 

•^  [Durée  :  i  heure  ) 

S' 
I  Géométrie  descriptive. 

INTERSECTION  DE   DEUX  CÔ.NES  DE  SOMMETS    SS',  SiSJ. 

1267.  —  Le  premier  sommet  SS'  est  à  10'=°'  au-dessus  et  à  20'=°'  en  avant 
de  la  ligne  de  terre. 

Le  second  sommet  SiS;  est  dans  le  plan  vertical  de  projection,  à  20'=°'  au- 
dessus  de  la  ligne  de  terre  et  à  20'^°'  également  à  droite  du  i^'  sommet. 

Le  cône  SS'  a  pour  base  un  cercle  de  4="  de  rayon,  situé  dans  le  plan  de 
profil  de  l'autre  sommet  SiS'j,  tangent  à  la  verticale  SiS,'  et  dont  le  centre,  situé 
dans  le  l"  dièdre,  est  à  8"°'  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Le  cône  SiS',  a  sa  base  dans  le  plan  de  bout  de  trace  verticale  S'Si.  Cette 
base  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle  de  5'=™  de  rayon,  tangent 
d'une  part  à  SSi  et  d'autre  part  à  une  ligne  de  bout  AB  distante  de  S  d'une 
longueur  égale  à  — i.  Il  résulte  de  cette  position  des  particularités  pour  les  contours  apparents,  que  les 
constructions  mettront  facilement  en  évidence. 
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On  demande  de  représenler,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  :  1»  en  projection  verticale, 
la  partie  de  surface,  du  cône  SS'  comprise  à  l'intérieur  du  second  :  2^-  en  projection  horizontale,  ce  qui  reste  du 
second  cône  SiS',    quand  on  suppose  enlevée  la  partie  comprise  à  l'intérieur  du  premier. 

On  reproduira  à  l'encre  (traits  noirs  discontinus  ou  traits  continus  de  couleur)  la  construction  d'un  point 
courant  de  l'intersection  avec  la  tangente,  ainsi  que  celles  de  tous  les  points  remarquables,  avec  les  tangentes 
quand  elles  peuvent  être  déterminées.  —  L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit.  —  Titre  : 
Intersection  de  cônes.  Cadre  inutile. 

(Durée:  3  heures.) 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1288.  —  Soient  OA,  OA'  deux  rayons  rectangulaires  fixes  d'un 
cercle,  M  un  point  variable  de  la  circonférence.  On  projette  M  en  P 
sur  OA,  puis  P  en  Q  sur  OM,  et  Q  en  S  sur  OA.  On  construit  sur  OA' 
les  points  P'  et  S'  analogues  à  P  et  S.  Trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  la  perpendiculaire  élevéeàOA  au  milieu  I  de  S"  avec  la 
perpendiculaire  élevée  à  OA'  au  milieu  1'  de  S'P'.  Construire  la  courbe 
et  déterminer  en  particulier  ses  points  d'inflexion. 

E.-N.  Barisien. 

1289.  —  Quand  une  corde  d'une  ccynique  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  la  somme  algébrique  des  inverses  des  distances  de  ses  extrémités  à 
la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 
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Précis  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie,  à  l'usage  des  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  par 
G.  Papelier,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Orléans.—  Paris,  Librairie  Vuibert  et 
Nony,  63,  boulevard  Saint-Germain. 

Le  nouveau  programme  de  l'Ecole  Polytechnique,  malgré  les  imperfections  nombreuses  qu'il  présente 
tant  au  point  de  vue  de  la  rédaction  que  de  la  clarté  et  de  l'étendue  des  matières  exigées,  présente  cependant 
un  avantage  très  réel  sur  l'ancien.  Il  indique  nettement  que  les  candidats  ne  seront  plus  interrogés  sur  toutes 
les  chinoiseries  qui  avaient  fini  par  encombrer  l'enseignement  et  qui  trop  souvent  leur  faisaient  perdre  de  vue 
le  véritable  but  des  sciences  mathématiques  ;  il  déharra^se  élèves  et  professeurs  de  toutes  considérations  méta- 
physiques sur  les  fondements  de  l'analyse  et  sur  la  théorie  générale  des  fonctions;  il  montre  enfin  que  l'on 
exigera  plutôt  des  candidats  des  faits  mathématiques  utiles  et  précis,  en  nombre  suffisant,  que  des  disserta- 
tions stériles  sur  des  cas  singuliers  dont  plusieurs  ne  se  présenteront  même  jamais  à  la  plupart  d'entre  eux 

A  ce  point  de  vue,  on  ne  saurait  donc  trop  se  féliciter  du  changement.  Sans  doute,  de  vieilles  habitudes 
d'enseignement  et  surtout  de  vieilles  habitudes  d'examens,  n  ont  pas  encore  permis  que  le  nouveau  pro- 
gramme portât  tous  ses  fruits.  Mais,  a  mesure  que  les  examinateurs  le  connaîtront  niieux  et  interpréteront 
plus  fidèlement  son  esprit,  l'amélioration  déjà  entrevue  grandira  plus  rapidement. 

A  un  programme  nouveau,  il  faut  des  livres  nouveaux.  M.  Papelier  l'a  parfaitement  compris  et  c'est  la 
raison  qui  sans  aucun  doute  l'a  poussé  à  écrire  pour  les  élèves  son  Précis  (V Algèbre  et  de  Trigonométrie. 

Je  ne  veux  pas  parcourir  en  entier  le  livre  devant  mes  lecteurs  eténumérer  des  matières  qui  sont  si  bien 
connues  de  tous  Mais  je  me  hâte  de  dire  que  le  titre  de  l'ouvrage  n'est  pas  un  mensonge  et  que  c'est  vérilable- 
ment  un  précis  que  l'auteur  met  entre  les  mains  du  candidat,  un  guide  tidèle  et  peu  encombrant  qui  lui 
montre  bien  l'ensemble  des  connaissances  qu'il  doit  posséder  et  la  limite  de  l'effort  qu'il  doit  faire. 

L'auteur  s'est  attaché  partout  à  la  simplicité  et  à  la  clarté,  aussi  bien  dans  les  énoncés  que  dans  les 
démonstrations.  Celles-ci  sont  rigoureuses,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  déduites  logiquement  des  définitions  et  des 
notions  fondamentales  que  l'auteur  admet  sans  examen. 

Une  telle  rigueur  est  indispensable  en  mathématiques,  car,  seule,  elle  peut  entraîner  la  certitude  et  donner 
aux  élèves  un  jugement  sûr  et  droit. 

Toutes  ces  qualités  suffisent  amplement  à  justifier  le  succès  du  livre  deM.  Papelier.  Les  candidats  auront  là 
un  mémento  court,  complet  et  débarrassé  de  toute  inutile  digression. 

E.  H. 
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SUR  LES  COMorKS  CdNSlDÉBÉES  COMME  COrUBES  UNICURSALES (/<»()(•) 

par  M.  Ch.  Michel,  pioll'sseur  de  Matliéniatiquos  spéciales  an  lycée  de  Dijon. 


7.  Voici  des  formes  particulières  de  la  relation  entre  lus  points  de  rencontre  d'une  conique  variable 
avor.  une  conique  cl  une  droite  fixes  qui  se  coupent  en  deux  points  distincts. 

1°  Supposons  que  A  et  B  soient  les  points  cycliques  du  plan.  I.a  conique  (C)  est  un  cercle  et  la 
(lioilo  (D)  est  la  droite  de  l'inlini.  Si  V  est  l'angle  défini,  en  grandeur  et  en  signe,  à  un  multiple  de 
r:  près,  de  la  tangente  en  0  avec  le  rayon  OM,  on  a  la  relation  due  à  Laguerre 

Ue  même,  si  \V  est  l'angle  de  la  tangente  en  0  avec  le  rayon  On,  on  a 

(•  =  e-'" . 
La  relation  considérée  devient  alors 

W  ^-  W'  =  V.  -i-  V,  H-  V,  +  \„ 
à  un  multiple  de  -k  près. 

2°  Supposons  que  la  conique  (C)  soit  nue  ellipse  et  que  la  droite  D  soit  la  droite  de  l'infini.  Les 
points  A  et  B  sont  alors  imaginaires  conjugués.  Prenons  comme  point  0  sur  l'ellipse  un  sommet  de 
l'axe  focal  et,  par  suite,  comme  point  u  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  non  focal.  Si  M  est  un  point  réel  de 
l'ellipse,  le  rapport  anharmonique  R  des  quatre  points  W,  0.  A,  B  est  le  quotient  de  deux  quantités 
imaginaires  conjuguées  ;  c'est  donc  une  imaginaire  de  module  1,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  e", 
tf  étant  une  quantité  réelle,  définie  à  un  multiple  de  2t:  près.  Celte  quantité  est  égale  à  Vanomalie  excen- 
trique du  point  M.  Soit  en  effet  ^  le  point  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètre, qui  est  situé  sur  la  perpendiculaire  menée  par  M  sur  l'axe,  du  même  côté  que  M  par  rapporta, 
l'axe.  Dans  la  transformation  de  |jt  en  M,  le  point  0  se  transforme  en  lui-même,  elles  points  cycliques, 
en  les  points  A  et  B.  Le  rapport  anharmonique  R  =  (iM,0,A,B)  est  égal  au  rapport  anharmonique 
sur  le  cercle  des  points  [jl,  0  et  des  points  cycliques.  Si  '!f  est  l'angle  de  la  tangente  en  0  avec  Ojx,  R 
est  égal  à  e-'*;  par  suite,  à  un  multiple  de  2-  près,  o  est  égal  à  ^^l^.  On  voit  alors  bien  facilement  que, 
si  G  est  le  centre  de  la  conique,  <?  est,  à  un  multiple  de  2-r:  près,  l'angle  de  la  demi-droite  GO  avec  la 
demi-droite  C|ji.  On  reconnaît  la  définition  ordinaire  de  l'anomalie  excentrique  d'un  point  d'une 
ellipse. 

Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  points  d'une  ellipse,  d'anomalies 
9i.  ?i>)  tj,  V4i  soient  sur  une  même  circonférence.  Une  circonférence  variable  rencontrant  la  droite  de 
l'infini  en  deux  points  fixes,  il  en  résulte  que  Çi -t- <?2 -h  tfa -+- ?*  aune  valeur  constante.  En  particu- 
lier, considérons  le  cercle  tangent  à  l'ellipse  aux  deux  sommets  de  l'axe  focal.  Les  anomalies  de  ces 
deux  points  étant  0  et  ii,  la  somme  des  anomalies  des  quatre  points  de  rencontre  confondus  deux  à 
deux  avec  les  sommets  est  égale  à  0,   à  2Â:ir  près.  Donc,  le  cercle  étant  quelconque,  on  a  encore  la 

relation 

oi  -f- ç 2 -4- 03 -+- «Pi  =  0, 
à  âÂTt  près. 

(■)  Voir  le  numéro  de  Février  1904  de  la  Revue. 
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Cherchons  la  condition  nécessaire  et  sufQsanle  pour  que  quatre  points,  d'anomalies  ?,,  o,,  o^,  oj,  sur 
l'ellipse,  soient  sur  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes.  Un  point  de 
rencontre  de  l'hyperbole  équllatère  avej  la  droite  (D)  est  justement  le  point  w,  point  à  l'inQni  de  la 
tangente  en  0  à  l'ellipse,  pour  lequel  le  rapport  anharmonique  r  est  égal  à  1.  Le  rapport  anharmoni- 
que  )■',  relatif  au  second  point  de  rencontre,  est  égal  à    —1.     On  a,  par  suite,  l'égalité 

e';=,+î.+  n+^.)  =  —1, 
c'est-à-dire  ,         ,  , 

'f  1  ~<~  ':>2~T~  o^-f-  Oi  —   '•, 

à  2kT:  près. 

Considérons  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse  ; 
soient  <?,,  &,,  03,  'i*  les  anomalies  des  quatre  points  de  rencontre  de  l'hyperbole  avec  l'ellipse.  Le  cercle 
qui  passe  par  ies  trois  points,  d'anomalies  oi.'v,,?],  rencontre  l'ellipse  en  un  quatrième  point,  d'ano- 
malie ?',.  D'après  ce  qui  précède,  on  a  simultanément 

tpi  -h  O2  -l-  O3  -t-  =Ji    =    0; 
Ol  -t-  O2  +  <p3  -I-  O,,   =^  1î; 

Supposons  en  même  temps  que  la  conique  passe  par  le  point  à  l'infmi  sur  l'axe  non  focal.  Alors, 
on  a 

?i   -H  ?2  -h  O;)  +  Çl    =     ~- 

Par  suite       !"■  (^  — -f--^ -t- -^-t- -7- )     est   infini,   et  l'expression  de    la  tangente  trigonomé  trique 
d'une  somme  d'arcs  en  fonction  des  tangentes  tri^onométriques  de  ces  arcs  montre  que  l'on  a 

En  tenant  compte  de  l'égalité  précédente,  on  a 

llil,=  0. 
On    obtient  ainsi   deux  conditions   nécessaires    et  suffisaates  pour  que  quatre  points  d'une  ellipse 
soient  sur  une  hyperbole  é  lailatère  passant  par  le  centre  et  les  points  à  l'intlni  sur  les  axes,  autrement 
dit,  d'après  un  résultat  connu,  pour  que  les  normales  en  quatre  points  d'une  ellipse  passent  par  un 
même  point. 

L'équation  aux  t  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  à  une  ellipse  est  de  la  forme 

Ai'H-B/'-t-G<  — A  =  0. 

D'ailleurs,  si  'fi,  'f^,  ?3,  ?*  sont  les  anomalies  de  quatre  points  d'une  ellipse  situés  sur  un  même 
cercle,  on  a 

et,  par  suite,  -'1  =  ^tj^jj. 

L'équation  aux  /  des  points  de  rencontre  d'une  ellipse  avec  un  cercle  est  de  la  forme 

A('  +  BP  -+- Cr-  ^Bt-\-D  =  0. 

8.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  essentiellement  que  la    droite  (D)  rencontre    la 

conique  (G)  en  deux  points  distincts.  Proposons-nous  d'établir 
la  relation  qui  existe  entre  les  six  points  de  rencontre  d'une 
conique  variable  avec  une  conique  fixe  (G)  et  une  droite  fixe 
(D),  tangente  à  cette  conique  en  un  point  A. 

Soit  une  sécante  rencontrant  (C)  en  M  et  M'  et  (D)  en  n. 
Si  la  sécante  tourne  autour  du  point  n,  le  couple  des  points 
M  et  M',  d'après  le  théorème  de  Frégier,  varie  en  involution. 
L'un  des  points  doubles  de  l'involution  est  le  point  A,  l'autre 
est  le  point  de  contact  B  de  la  seconde  tangente  menée  de  n  à  la  conique.  Si  X  et  ).'  sont  les  paramètres 


ts(-Y  +  ^-  +  4f-^^)=o, 
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des  points  M   et  M',    %  le  paramétre  du  point  A,    \x  celui  du  point  B,  on  a  l'égalité 

1  1  2 


/  —  c:  /  —  a  (ji  —  a 

Cela  posé,  considérons  une  conique  quelconque  rencontrant  (C)  aux  quatre  points  Mi,  M,.,  M3,  AU 
et  (D)  aux  deux  points  «et»'.  Soient  |x  et  |jl'  les  paramétres  dos  points  de  contact  B  et  B'  des  secondes 
tangentes  menées  de  n  et  de  n'  à  la  conique  (G).  Si  n  et  n'  varient  dans  une  involution  dont  A  soit  un 
point  double,  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  B  et  B',  d'après  le  lliéorème  corrélatif  du  théorème  de 
Erégier,  décrit  une  droite,  et  la  droite  BB'  passe,  par  suite,  par  un  point  lixe,  pôle  de  cette  droite  par 
rapport  à  (C).  Le  couple  des  points  B  et  B'  varie  donc  en  involution  sur  (C).  D'ailleurs,  A  est  un  point 
double  de  l'involution  ;  par  suite,  la  somme 

1  1 

1 : 

\i.  —  X  [i  —  a 

est  conslante. 

Soient  W|2  et  n^.  les  points  de  rencontre  des  droites  M, M.  et  M3M.  avec  (D),  et  désignons  par  ]j.y,  et 
jji34  les  paramètres  des  points  de  contact  des  secondes  tangentes  menées  de  ces  deux  points  à  (C).  On  a 
\  \  t  \  \  "1 

r h  ■: —    1  "T -^   : —  i 

/, —  a  U — a  [1,2 — a  /j — a  A^  —  a  jjijj  —  a 

et,  par  suite, 

11112  2 

T hr- hrj V- = \ 

k^  —  a  Xj  —  a  A3  —  a  A^  —  a  iji,,  —  a         jji^.  —  a 

Or,  d'après  le  théorème  de  Desargues,  les  couples  (n,  n')  et  (h,,,  «3»)  définissent  une  involution  dont 

un  point  double  est  le  point  A.  Donc,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

1  t  i  1 

1 z= H  -; 

f^i2  — *  \?-i\  —  «  l-t — »  t^'  —  a 

On  a  enlin  la  relation 

11112  2 


Xi  —  a  )j  —  1  X3  —  a  X.  —  a  )>.  —  a  jji'  —  a 

Pour  interpréter  cette  relation,  nous  introduirons  une  notion  nouvelle.  D'une  manière  générale, 
nous  appellerons  i^ôlc  harmon'Lqw  d'un  point,  de  paramètre  ot  sur  une  courbe  unicursale,  par  rapport 
à  un  système  de  points  AI,,  M»,  . . . ,  M,„  de  paramètres  X,,  X,,  . . . ,  X„  sur  cette  courbe,  le  point  1'  dont 
le  paramètre  \>.  est  défini,  sur  cette  courbe,  par  la  relation 

»!  1  1  1 

|ji  —  a  A,  —  a  A,  —  a  A„  —  a 

Il  est  nécessaire  de  montrer  que  la  définition  est  indépendante  de  la  représentation  paramétrique, 
c'est-à-dire  que  la  relation  précédente  subsiste,  si  l'on  ellectue  sur  les  paramètres  X,,  X.,  ...,  X„,  p 
et  a  une  même  transformation  homographique.  Or,  comme  on  sait,  une  transformation  homographique 
quelconque  est  le  produit  de  transformations  prises  parmi  les  transformations  homographiques  élé- 

1 

mentaires     X'  =  X  +  /i,      X'  =  k\,     X'  =  —  ■    On  voit  immédiatement  que  la  relation  précédente  sub- 

siste  dans  chacune  des  deux  premières  transformations  homographiques  élémentaires.  Il  reste  à  voir 

1  1  1 

qu  elle  subsiste  encore  dans  la  dernière.  On  a, en  posant    X,  =  ^,     a  = —    et    a  =  — -, 

A,  (Ji'  a 

n  1  1 


c'est-à-dire,  en  simplifiant. 


1 

1 

1          i 

H-' 

a' 

X;           a' 

n[x' 

^i 

1 1^ 


K  — = 


x;,  -  a' 
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Mais  on  a 


1^  "         ,   1  ''1 


^       __       '       _^  I  _i = 1-  1 ,  ... 


XI  —  a'  X|  —  a' 


On  voit  bien  aiii'^i  que  la  relation  se  réduit  à 

n  1  1 


ii  —  a  .., 


>.;  —  «'  '-;,  —  «' 

Le  raisonnement  suppose  que  =<  est  fini.  Si  a  est  inlini,  il  convient  de  remplacer  la  relation  qui 
définit  le  pôle  harmonique  parla  relation 

niJ.  =  X,-|-X.  H +)„, 

comme  on  le  reconnaît  en  faisant,  dans  ce  ([ui  précède,     a'  =  0. 

En  particulier,  si  le  système  des  points  M  se  réduit  à  deux  points,  le  pôle  harmonique  du  point  A 
par  rapport  au  système  est  le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  aux  deux  points  du  sys- 
tème. 

La  relationprécédemment  établie  entre  les  points  de  rencontre  d'une  conique  variable  avec  la  conique 
(G)  et  la  droite  (D)  conduit  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Etant  données  une  conique  (C)  el  une  droite  (D)  tangentes  en  A,  le  pôle  harmonique  du  point  A 
par  rapport  au  système  des  quatre  points  de  rencontre  de  (G)  aoec  une  conique  variable  est  le  conjugué 
harmonique  du  point  A  par  rapport  aux  j^oints  de  contact  des  tangentes  menées  à  (Cj  par  les  points  où  la 
conique  variable  rencontre  la  droite  (D). 

Appelons,  corrélativement,  polaii'e  harmonique  d'une  tangente  à  une  courbe  unicursale,  de  para- 
mètre a,  par  rapport  à  un  système  de  tangentes  à  celte  courbe,  de  paramètres  Ài,  Xj,  ...,  X„,  la  tangente 
à  la  courbe,  dont  le  paramètre  ;i  est  défini  par  la  relation 

»  1  1  1 

;ji  —7.  /(  —  a  /j  —  a  /„  —  tl 

D'après  cette  définition,  le  point  de  contact  de  la  polaire  harmonique  est  le  pôle  harmonique  du 
point  de  contact  de  la  tangente  de  paramètre  a  par  rapport  au  système  des  points  de  contact  des  tangentes 
de  paramètres  '-1.^21  ■■■■,K- 

Faisons,  en  passant,  cette  remarque  que  la  définition  s'applique  à  l'ensemble  des  droites  qui 
passent  par  un  même  point.  On  a,  en  outre,  dans  ce  cas,  le  théoréms  suivant  qui  est  immédiat  :  soient 
un  système  de  droites  concourantes,  une  droite  (D)  passant  par  le  point  de  concours  et  la  polaire  har- 
monique de  la  droite  (D)  par  rapport  au  système.  Si  on  coupe  ces  droites  concourantes  par  une  droite 
quelconque,  le  point  d'intersection  avec  la  droite  (D)  a  pour  pôle  harmonique,  par  rapport  aux  points 
d'intersection  avec  les  droites  du  système,  le  point  d'intersection  avec  la  polaire  harmonique  de  la 
droite  (D). 

Cela  posé,  par  dualité,  on  a  le  théorème  général  suivant  : 

Etant  données  une  conique  (G)  et  une  droite  (D)  tangentes  en  A,  le  pôle  harmonique  du  point  A  par 
rapport  au  système  des  quatre  points  de  contact  avec  la  conique  (C)  des  tangentes  communes  à  cette  conique 
el  à  une  conique  variable  est  le  conjugué  harmimiquc  du  point  A  par  rapport  au.c  deux  points  où  la  conique 
(C)  rencontre  les  tangentes  menées  de  A  à  la  cnnique  varialile. 

9.  Passons  aux  formes  particulières  intéressantes  de  ces  théorèmes  généraux. 

1"  Remarquons  que  le  pôle  harmonique  du  point  ii  l'infini  sur  une  droite  par  rapport  à  un  système 
de  points  de  cette  droite  est  le  contre  des  moyennes  distances  de  ces  points.  Cela  posé,  supposons,  dans 
le  premier  théorème  général  établi,  que  les  points  n  et  n'  soient  les  points  cycliques  ;  la  conique  (C) 
esl  alors  une  parabole  et  la  conique  variable  une  circonférence.  Le  conjugué  harmonique  du  pointa 
l'infini  de  la  parabole  par  rapport  aux  points  de  contact  des  tangentes  isotropes  est,  par  symétrie,  le 
sommet  di^  la  parabole.  Donc, 
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Le  centrf  des  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  d'une  circonférence  avec  une  parabole  est  situé  ^ 
sur  l'axe  de  la  parabole. 

Ce  théorème  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  ([iie  quatre  points  d'une  parabole 
soient  sur  une  circonférence. 

2"  Supposons,  dans  le  second  théorème  général,  que  la  droite  (D)  soit  la  droite  do  l'infini.  On  a  le 
théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  arec  une  parabole  des  tangentes  communes  à 
une  conique  et  à  cette  parabole  est  sur  la  parallUle  d  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  centre  de  cette 
conique. 

10.  i.a  condition  entre  les  six  points  de  rencontre  d'une  conique  variable  avec  une  conique  (C)  et 
une  droite  (D)  est  illusoire  si  la  conique  variable  passe  par  un  point  commun  à  la  conique  (C)  et  à 
la  droite  (D). 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  laconique  (G)  et  la  droite  (D)  sont  tangentes  en  un  point  A. 
Considérons  une  conique  variable  passant  par  le  point  A  et  y  admettant  une  tangente  fixe,  distincte 
de  la  droite  (D).  Elle  rencontre  la  conique  (C)  en  trois  points  variables  M,,  Mo,  M,  et  la  droite  (D),  en 
un  point  variable  n.  Les  quatre  points  M,,  Mj,  Mj  et  n  sont  liés  par  une  relation  que  nous  nous  propo- 
sons d'établir. 

Prenons  d'abord  une  conique  variable  rencontrant  la  droite  (U)  en  un  point  »'  infiniment  voisin 
de  A,  et  en  un  autre  point  n,  et  rencontrant  la  conique  (C)  en  un  point  Mt,  infiniment  voisin  de  A, 
et  en  trois  autres  points  M,,  Ma,  M,.  Reprenant  les  notations  précédemment  définies,  on  a  l'égalité 

Il  1  1  2  2 

T \-  -, 1- 1 1- 1 = H  — 

>  I  —  a  Aj  —  a  A,  —  a  A,_  —  x  |Ji  —  a  [j.  —  a 

Soit  M'  le  point  de  rencontre  de  la  droite  n'M;  avec  laconique  (C).  Si  X'  est  son  paramètre,  on  a 

1  1  2 

T H -7 =   — 

Aj —  a  A  —  ot  a  —  a 

Par  soustraction  des  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

11112 


-i- 


-  31  A.,  —  a  A'  —  a  ui  —  a 

A  la  limite,  quand  les  points  M*  et  n'  coïncident  avec  le  point  A,  M'   est  le  point  de  rencontre  avec 
(C)  de  la  tangente  en  A  à  la  conique  sécante,  et  la  relation  précédente  conserve  un  sens. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  droite  (D)  soit  la  droite  de  l'infini;  la  conique  (C)  est  alors  une 
parabole.  Coupons  cette  parabole  par  une  hyperbole  équilatére  variable  ayant  comme  asymptote  l'axe 
de  la  parabole.  M'  est  par  suite  le  sommet  de  la  parabole  et  c'est  aussi  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente menée  de  jî  à  la  parabole.     Donc,     À'  =  pt,     et  la  relation  devient 

1113 

-r H- H-r = 

A,  —  a  /.i  —  a  A3  —  a  (i.  —  a 

Elle  exprime  que  le  pôle  harmonique  du  point  à  l'infini  de  la  parabole  par  rapport  au  système  des 

trois  points  de  rencontre  de  la  parabole  avec  l'hyperbole  est  le  sommet  de  la  parabole.  Par  suite,  le 

centre  de  gravité  du  triangle  ayant  pour  sommets  ces  trois  points  est  sur  l'axe  de  la  parabole. 

Or,  on  sait  que,  pour  que  les  normales  en  trois  poinis  d'une  parabole  soient  concourantes,  il  faut 
et  il  suffit  qu'ils  soient  sur  une  hyperbole  équilalère  asymptote  à  l'axe  de  la  parabole.  Par  suite, 

Le  centre  de  gravité  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  normales  à  une  parabole  menées  par 
un  point  est  sur  l'axe  de  la  parabole. 

On  a  aussi  le  théorème  suivant  : 

Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  à  une    parabole  passe  par  le  sommet 

de  la  parabole. 


422  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  (Concours  de  1903). 


Mathématiques. 

1224.  —  Deux  points  P,  P,,  rappariés  à  un  systhne  d'aces  roclaivjnlri'ires  Or,  0//,  0:,  ont  pour 
coordonnées  a,b,c  et  a,,  bi,  c,.  De  ces  points  partent  respectivement  deux  droites  iD]et[D,]  ayant  pour 
cosinus  directeurs  a,  p,  v,  et  a,,  ^|,  y,.  L'axe  des  z  est  vertical. 

Deux  points  pesants,  placés  d'abord  en  P  et  Pi,  sont  abandonnés  à  eux-mêmes,  au  même  instant,  et 
descendent  sur  les  droites  [D]  et  [DJ,  sur  lesquelles  ils  occupent,  au  bout  du  temps  t,  les  positions  M  e(  Mi. 

i"  Exprimer  tes  coordonnées  des  points  M  et  Mi  en  fonction  du  temps. 

Les  masses  des  deux  points  étant  jjl  et  |ji,,  déterminer  le  mouvement  de  leur  centre  de  gravité  G. 

En  supposant     c,  =  c,     Yi  =  '{,     trouver  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  a,  x,,  p,  p,  et  quelle 

doit  être  la  valeur  du  rapport  —  pour  que  G  décrive  une  droite  verticale. 

2°  Ces  dernières  conditions  étant  remplies,  former  l'équation  de  la  surface  lieu  de  la  droite  MMi,  quand 
le  temps  varie. 

Mettre  en  évidence  les  génératrices  rectiligncs  de  cette  surface. 

Calculer  les  coordonnées  de  son  sommet. 

3"  Le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  on  suppose  que  l'on  ait  : 

a  =  b=0,    c=l,     a,=0,    6, =2,    c,  =  1,     a  =  Y=.^,     p  =  0,    »,  = ^,     p,  =  0,     'h  =  j- 

Dans  ce  cas  particulier,  calculer  le  rapport  —  de  telle  sorte  que  G  parcoure  une  droite  verticale  : 

calculer  en  outre  sa  vitesse  v  à  l'instant  où  il  vient  rencontrer  l'ave  des  y,  ainsi  que  la  durée  T  de  sa  chute 
iusqu'à  cet  instant.  Ces  valeurs  seront  calculées  en  secondes  pour  le  temps,  en  mètres  n  la  seconde  pour  la 
vitesse,  en  prenant  9,8  pour  valeur  de  l'accélération  due  â  la  pesanteur. 

y.  B.  —  //  est  bien  entendu  qu'on  ne  tient  aucun  compte  du  frottement,  ni  de  la  résistance  de  l'air  dans 
le  mouvement  des  points  Met  Mj. 

1.  Le  point  M  prend  sur  la  droite  (D)  un  mouvementuniformément  accéléré  dont  l'accélération  est 
égale  à  la  projection  de  l'accélération  de  la  pesanteur  sur  cette  droite  ;  cette  projection  est  égale  à  —  i^Y' 
en  supposant  que  la  direction  positive  de  0:  soit  la  verticale  ascendante.  On  a  donc  au  bout  du  temps  t, 

PaI  =  — 5-r/ï'".     et  par  suite  les  coordonnées  du  point  M  sont 


et  de  mriîip,  celles  du  point  M,  sont 

1  i  l 

•'■'  =  «1  —  ja^ait-,         y  =  /',  — -^  5?iïi''>  -  =  «^i—  2 

Les  coordonnées  du  centre  do  gravité  sont 

X  _  — — ;  y  =  ,  :,  =    


|i  -+-  IJ-,  ,«  -t-  n, 

OU,  en  remplaçant  x.  y,  z,  .t,,  y,,  z>  par  leurs  valeurs, 


,,  __    .                         1      [jgY+t^i«,Yi  ,, 
^    —      T''       '  ' 


|j.n  H-  ix,a, 

H-t-pi 

lib-h  |jii6, 

l-'  +  l^i 

(iCM-HiC, 

^9- 


^      g^T'  +  J^'ïl 


■  ,u,  5J  |ji  H-  |ji 


ÉCOLI":  POLYTECHNIQUE  42;j 


Il  résiillo  do  ces  formules  que  le  centre  de  gravité  0  décrit  une  droite  ayant  pour  paramètres 
directeurs  ji^y  +  I^'i^'iVii  pPt  ^- I^if*iYi'  ^^  [^T -^  l^ni  tl'un  mouvement  uniformément  accéléré  dont 
l'accélération  est  égale  à 

— '■ — vCi^^T-t-  i-^i^iT')"  +  (rfï-+-  !-'t?'iïi)--i-(i-i-r  -+-  I^iY'O^- 
En  supposant    e,  =  c,    ■{,  =  -,-    les  formules  (1)  deviennent 

an  H-  ina,        1        i^a+  u,i, 
a;  = — -^ffï — 1-, 

|i.  +  |J.i  2  IJ'  -H  (Jil 

Pour  que  le  point  (.t',  y',  :')  décrive  une  verticale,  il  faut  que  x'  et  ?/'  soient  indépendants  de  /;  on 
doit  donc  avoir 

|jia  -+■  [jLiïi  =  0,  !Jip-i-  ,'^iri  =  0  ; 

on  en  déduit 


u,  _  a  —  p  s/a^  -1-  p-'  v'I— Y" 

Comme   jji  et  |jli  sont  positifs,  il  faut  prendre  le  signe    -f-    dans  le  dernier  membre  et  l'on  a 

H,  =  |i,  ï,  =  —  a,  ^,  =  — p. 

11  résulte  de  là  que  les  points  P  et  P,  sont  situés  dans  un  mémo  plan  horizimlal,  qu'ils  ont  môme 
masse  et  de  plus  que  si  l'on  mène  par  l'origine  des  parallèles  aux  droites  D  et  D,,  ces  parallèles  sont 
symétriques  par  rapport  à  0:.  Donc,  en  particulier  les  projections  orthogonales  des  droites  D  et  D,  sur 
le  plan  des  xtj  sont  parallèles. 

2.  Ces  conditions  étant  remplies,  les  coordonnées  des  points  M  et  Mi  sont 

1  1  1 

1  1  1 

La  droite  joignant  ces  deux  points  a  pour  équations 

= ^,  7.^  c  —  —  <if-l\ 

x,  —  x       yi  —  y  2-" 

On  peut  remplacer  la  première  par  l'équation 

-,^       -Ti+a;  y       y  -+  y  ^       «H-Oi  h -+- b^ 


x,—x  Vi—y  n,  —  a-i-g:iyt-  b,  —  h -i- g^-it-  ' 

de  sorte  que  les  équations  de  la  droite  MM|  peuvent  s'écrire 
^        fl  +  a,  /*  H-  i, 


2  >3  1 

2  =  c--^y'/^. 


ai  —  a  -i-Qi'it^  b  —  b, -h  g'^-^V- 

Nous  aurons  le  lieu  engendré  par  cette  droite  en  éliminant  F  entre  ces  deux  équations.  Avant  de 

faire  l'élimination,  transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point    l( ^i     -,    c  ,     milieu 

de  PPi  ;  les  équations  de  la  droite  MMi  deviennent 

X  Y  1 

, ^- y n^'-t^ 


424  ECOLE  P.iLYTECIINfQUE 


l'éliminalion  de  i-  est  alors  immédiale  et  conduit  à  l'équation 

X  Y 


2az     ,     .    m 

ï 
(2)  2Z(PX  -  aY)  -+-  ■![\[h  -  é.)  -  \\a  -  a,)]  =  0. 

Celte  équation  représente  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  dont  les  plans  directeurs  sont 
Z  =  0,     ^X-aY  =  0. 

Ce  paraboloïde  se  réduit  à  deux  plans  si  les  deux  équations    pX— aY  =  0    et    X(6-6i)— Y(a— ai)  =  0 

a  —  a,          b  —  hi 
ont  leurs  coefficients  proportionnels,  c  est-à-dire  si  1  on  a     =  — r Cette  condition  exprime 

que  la  droite  PP,  est  parallèle  aux  projections  des  droites  U  et  Di  sur  le  plan  des  xy.  Dans  ce  cas  les 
droites  D  et  Di  sont  dans  un  même  plan  vertical,  et  l'équation  (2)  représente  ce  plan  vertical  et  le  plan 
horizontal  passant  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites. 

Ecartons  ce  cas  particulier  ;  l'équation  (2)  représente  un  paraboloïde,  et  les  deux  systèmes  de 
génératrices  sont  définis  par  les  équations 

(    pX  —  aY  =  À[X(6  —  hi)  —  \(a  -  a,)]. 

et 

I    3X  —  o<Y  =  X'y, 

(")  1  1 

)  2Z^—-!  X(//-é,)- Y(a -«.)]• 

Pour  déterminer  le  sommet  de  ce  paraboloïde,  nous  allons  chercher  les  équations  de  l'axe.  Cette 
droite  est  parallèle  à  l'intersection  des  plans  directeurs  Z  =  0,  px — aY  =  0  ;  ses  paramètres 
directeurs  sont  «,  p,  0.  Un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  a  pour  équation  aX-i-jiY  =  0,  et 
l'axe  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  ce  plan.  11  en  résulte  que  les  équations  de  l'axe  sont 

ou 

22Z  -t-  Y(é  —  A,)         —  2aZ  —  -;(/,  -  a,) 


(3) 


(4;)  SX  —  ïY  =  0. 

Les  coordonnées  du  sommet  sont  les  solutions  communes  aux  équations  (2),  (3)  et  (4).  En  tenant 
compte  de  l'équation  (4),  l'équation  (2)  se  réduit  à  X(6  — è,)  — Y(n  — a,)  =  0,  et  comme  par  hypo- 
thèse a  et  p  ne  sont  pas  proportionnels  à  a  —  r/,  et  h  —  h,,  cette  dernière  équation  jointe  à  (4) 
nous  donne     X  =  0,     Y  =  0.     D'autre  part,  l'équation  (3)  donne  la  valeur  de  Z 

y  _  y[a{a  -  g,)  4-  p(b  -  6.)] 

2(a«  -t-  P) 
Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  sommet  sont  par  rapport  au  deuxième  système  d'axes 

x  =  o  Y  =  o  z  =  -  ïK«  — «i)-^P(*-  '^i)] 

'.  '  '  '  2{a-^4-p'^) 

et  par  rapport  au  premier 

X  =   °'^"'  Y  =   ^~^'^'  7  _  Y[a(a-a.)-t-^(6  — <».)] 

2      '  2      '  ^'  -  ''  2(a2  -H  ?^) 

3.  Si  dans  les  équations  (l)  on  remplace  les  lettres  par  les  valeurs  numériques  données,  on  a 

^,  ^  _  g(2|.-  ,..^3  )  ^^  ^     2|..  .'  ^  1  _  .'7(2}^ +  1^.)  ,, 
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Pour  que  le  centre  de  gravité  G(a.',  y',  :'j  d(''cri\c  une  droite  verticale,  il  faut  que  ,t'  soit  indépen- 
dant de  t,  ce  qui  donne  la  condition 

Ji  -  ^ 

F,  ~     2    ' 

nous  avons  alors  _ 

Ces  formules  montrent  que  le  point  G  décrit  une  parallèle  à  Oi  située  dans  le  plan  des  y:.  Ce 
point  rencontrera  0(/  quand  sa  cote  :'  sera  nulle,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

(5)  l_j(fc^,^=,, 

^^  4(2-+-v/3) 

ou 


V  9,8(n/3 -t-1)         V         9,8 

La  vitesse  v  à  cet  instant  est  donnée  par  la  formule 

_  di'  _        g(v  3  -h  1  ) 

''  ~'~dt   ~  ~  2(2  ^-  v/3  )    ' 

ou,  en  utilisant  la  relation  (5), 

2  2 

I  i'  I  =  —  =  ==  2°',678. 

'      '         /         0,740 

J.  HAAG,  à  Pont-à-Mousson. 
lionnes  solutions  par  MM.  R^  Javelot,  à  (livct  ;  II.  Lefèvbe;  M.  Trkillou. 


Géométrie    descriptive. 

1225.  —  6"  Ironc  de  cône  de  révolulio»  a  son  axe  l'S'  vnticaL  Le  solide  compris  entre  ses  deux  bases 
d'd!  el  e'f'  esl  évidé  en  forme  de  paraboloide  de  révolution  qui  a  le  même  a.ie  que  le  cône,  et  dont  la  parabole 
méridienne  est  a'b'c'.  La  génératrice  d'e'  du  tronc  de  cône  est  parallèle  a  la  tangente  en  d  à  la  parabole. 

Ces  conditions  et  les  cotes  inscrites  en  millimètres  sur  le  croquis  suffisent  pour  déterminer  les  données. 
On  suppose  que  ce  solide  creux  est  coupé  par  le  plan  méridien  de  front  dsd,  et  que  lamoiiié  située  en  arrière 
subsiste  seule. 

Cela  posé,  on  admet  que  le  solide  restant  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  parallèles  entre  eux,  el  à 
la  direction  R,  h',  des  projections  de  l'une  des  diagonales  d'un  cube  dont  deux  faces  sont  parallèles  aux 
plans  de  projection. 

On  demande  : 

i°  de  déterminer  les  ombres  portées  dans  l'intérieur  du  paraboloide  :  1°  par  le  demi-cercle  de  base  supé- 
rieure uc,  a'c'  ;  2"  par  l'arc  de  parabole  a'h'  ; 

2"  de  tracer  les  ombres  portées  par  le  solide  sur  un  inur  de  front  supposé  indéfini,  el  situé  à  1 03  milli- 
mètres en  arrière  de  l'axe. 

On  emploiera  les  traits  noirs  pour  tracer  les  parties  vues;  les  points  ronds  noirs  pour  les  parties  cachées  ; 
les  traits  rouges  pour  les  constructions  relatives  aur  points  remarquables  qu'on  désignera  par  m,  mi...,elc., 
el  aux  tangentes  qu'on  désignera  par  les  lettres  t,  li,...,  etc.  Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  par 
des  hachures. 

La  tangente  à  la  parabole  donnée  au  point  a'  est  a't'  coupant  l'axe  b'i'  au  point  <'  tel  que  b'  est  le  milieu 
de  <V  ;  cette  tangente  rencontre  on  u'  la  tangente  ausommet  6' el  u'v',  perpendiculaire  à  a't',  donne  le  foyer 
v'  et  un  point  w'  de  la  directrice.  Les  éléments  de  la  courbe  permettent  de  la  construire. 

On  en  déduit  le  tronc  de  cône  et  le  solide  creux  qui  reste  en  arrière  du  plan  méridien  de  front. 

Ombre  portée  à  l'intérieur  du  paraboloide  par  le  demi-cercle  de  base  supérieure  ac,  a'c' .  —  Les  rayons  lumi- 
neux, parallèles  à  R,  IV,  s'appuyant  sur  le  demi-cercle  ac,  a'c',  forment  une  surface  cylindrique  qui  a  ce 
demi-cercle  en  commun  avoc  le  paraboloide  el  par  conséquent  le  coupe  suivant  une  seconde  courbe  plane  qui 
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est  la  liinitc  de  l'oiDbre  cherchée.  Celte  courbe,  section  plane  du  paraboloïde,  est  une  ellipse  dont  la  projection 
liorizontaie  est  un  cercle;  nous  n'en  conserverons  que  l'arc  utile,  c'est-à-dire,  la  partie  qui  se  trouve  sur  la 
portion  donnée  de  paraboloïde. 

Pour  l'obtenir  nous  avons  amené  les  rayons  lumineux  à  être  de  front  en  Ri,R'i  ;  alors  le  rayon  lumineux 
de  a.  a'  rencontre  la  parabole  méridienne  de  front  au  point  J,j',  ce  qui  donne  un  point  j  du  cercle  en  pro- 
jection horizontale.  D'autre  part  les  deux  surfaces  sont  bitangentes  aux  points  communs  aux  deux  courbes 
planes  ;  en  chacun  de  ces  points  le  plan  tangent  au  paraboloïde,  qui  est  aussi  tangent  au  cylindre,  est  parallèle 
à  Ri,  R'i.  Ce  plan  tangent  a  donc  son  point  de  contact  sur  la  courbe  de  contact  du  paraboloïde  et  du  cylindre 
circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Ri,  R'i  ;  le  plan  P  de  cette  courbe  de  contact  est  le  plan 
diamétral  conjugué  de  cette  direction  dans  le  paraboloïde.  Par  suite  il  est  vertical,  et  même  de  profil  puisque 
Ri  R'i  est  de  front  ;  nous  l'avons  en  h'k',  h'  étant  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  R'i.  Le  point 
k,  k'  est  un  point  commun  aux  deux  courbes  planes;  la  seconde  courbe  plane  a  son  plan  de  bout  en  k'f  et  h 
est  un  second  point  du  cercle  en  projection  horizontale  ;  ce  cercle,  qui  est  d'ailleurs  égal  au  cercle  ac,  a'c.',  est 
alors  défini  par  les  deux  points  k  et  .;  et  a  pour  centre  'oi.  La  rotation  inverse  de  celle  effectuée  précédemment 
amène  le  centre  de  ce  cercle  en  lo  qui  est  le  centre  cherché  de  la  projection  horizontale  de  la  seconde  courbe 
plane  commune  au  paraboloïde  et  au  cylindre  des  rayons  lumineux  ;  elle  amène  le  point  k,  k'  en  m-),  m'2. 

De  la  demi-circonférence  ac,  a'c,  seul  l'arc  anii,  a'm'-2  portera  ombre  àl'intérieur  du  paraboloïde  ;  le  point 
a,  a'  rencontre  la  surface  au  point  mu  fit  et  l'ombre  portée  est  limitée  par  l'arc  >»im2,  mi'm'2.  On  en  aurait 
un  point  quelconque  en  prenant  sur  aim,  a'm'2  un  point  quelconque,  en  menant  par  ce  point  la  parallèle  à 
R,  R'  et  prenant  son  point  d'intersection  avec  le  paraboloïde;  la  projection  horizontale  de  ce  point  est  sur  le 
cercle  w  et  on  en  déduit  immédiatement  sa  projection  verticale  qui  sera  un  point  de  l'arc  d'ellipse  m'im'2. 

La  tangente  au  point  m\,  m'i  a  sa  projection  horizontale  mifi  tangente  en  m,  au  cercle  10;  sa  projection 
verticale  est  a'»i\t'i,  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du  cylindre. 

La  tangente  au  point  rm,  m'^  a  été  obtenue  h  l'aide  de  sa  projection  horizontale  m-2ti,  tangente  en  >H2  au 
cercle  tu.  Cette  tangente,  située  dans  le  plan  de  l'ellipse,  rencontre  la  droite  znii,  z'm\  de  ce  plan  au  point  (2,  i'>, 
qui  donne  ('2  sur  z'm\,  d'où  la  tangente  ««2(2,  m'it'2. 

Le  môme  procédé  servirait  k  obtenir  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse. 

Ombre  portée  dans  l'intérieur  du  paraboloïde  par  l'arc  de  parabole  a'b' .  —  Les  rayons  lumineux,  parallèles 
k  R,  R',  s'appuyant  sur  la  parabole  méridienne  abc,  a'b'c',  forment  une  surface  cylindrique  quia  cette  parabole 
commune  avec  le  paraboloïde  et  par  conséquent  le  coupe  suivant  une  seconde  courbe  plane,  dont  l'arc  utile  est 
la  limite  de  l'ombre  cherchée.  Nous  en  avons  déjk  un  point  )»i,  m[. 

Ce  cylindre  et  le  paraboloïde  sont  bitangents  et  leurs  points  di:  contact  sont  les  points  communs  aux  deux 
courbes  planes  qui  constituent  leur  intersection.  Or  ces  points  communs,  points  de  contact  du  paraboloïde  et 
des  plans  tangents  parallèles  k  R,  R',  sont  dans  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  parallèles  k  R,  IV.  Ce 
plan  est  vertical  et  passe  par  «(3,  m'^,  la  tangente  en  m'^  étant  parallèle  à  R'  ;  il  coupe  le  paraboloïde  suivant 
une  parabole  qui  rencontre  la  parabole  méridienne  en  m,,  m',  et  en  un  second  point  rejeté  k  l'intini  sur  la 
verticale  de  «13,  wj.  Donc  le  plan  de  la  seconde  courbe  plane  commune  au  cylindre  et  au  paraboloïde  est  verti- 
cal ;  comme  de  plus  m[  est  sur  la  ligne  de  rappel  de  m'^.  le  plan  de  cette  seconde  courbe  plane  est  le  plan  de 
profil  >n[m'^. 

L'intersection  du  cylindre  et  du  paraboloïde  est  donc  une  courbe  projetée  suivant  les  deux  portions  de 
droites  m^mi,  mjmj . 

Ombres  portées  sitr  le  mur  de  front  donné.  —  Soit  xy  la  trace  horizontale  du  mur  donné. 

Menons  au  cône  les  plans  tangents  parallèles  à  R,  R'  ;  la  génératrice  de  contact  ggi,  g'g\  est  la  limite  de 
l'ombre   propre  sur  le  demi-tronc  de  cône.  Son  ombre  sur  le  mur  est  Y'Yi. 

La  portion  du  cercle  supérieur  gid  produit  une  ombre  elliptique  -fk'o  . 

La  génératrice  ed,  e!d'  a  pour  ombre  e'o'  ;  l'arc  de  cercle  inférieur  /g,  donne  l'arc  d'ellipse  c'y''  et  enfin 
le  diamètre  ef  du  cercle  inférieur  a  comme  ombre  e'o'. 

Aux  points  0'  et  o'  la  tangente  est  parallèle  k  R' ;  au  point  y'  elle  est  -/'y',  et  enfin  au  point  V  elle  est 
parallèle  k  xg. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  de 
bout   k'f   était  un  cercle  donné  égal  au  cercle  ac,  a'c'. 

En  effet,  prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  du  sommet  b,  b'  du  paraboloïde,  pour  axe  des  ;/  la  droite  de 
bout  de  ce  point  et  pour  axe  des  .%■  l'horizontale  de  front  passant  par  ce  sommet.  L'équation  du  parabolo'ide 
est  alors 

a;-  H-  i/-  -  '2pz  =  0. 
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Si  o  est  l'angle  que  fait   R,'  avec  l'axe  des  x,  l'équation  du  cylindre  qui  a  pour  directrice  le  cercle   ac,  a'c' 
dont  la  distance  à    b,  b'   est  d  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  k  R,'  sera  : 

[a;  — (3  — d)cota:çP  +  !/^  — 2pd  =  0. 
Si  de  cette  équation  nous  retranchons  la  première,  il  vient 

a-2  +■  (;  —  df  C0tg2  o  —  2x{z  —  d)  colg  es  +  i/^  —  %pd  —  x'-  —  y^  -\-2pz  =  0 
ou  2p{:  —  d)  +  (z  —  df  C0tg2  o  _  2a;(2  —  d)  cotg  tf  =  0 

qui  se  décompose  en  deux  |  ^^  _^  ^^  ^^  ^^,^,  ^^  _^^  ^^j„  ^  _  q 

Pour  avoir  la  projection  horizontale  de  la  section  du  paraboloide  et  de  ce  second  plaa  nous  éliminons  2. 

_  _  2x  cotg  o  -h  d  cotg-  9  —  2p 
"  ~  cota- 9 


On  a 


d'oii 


ou 


,     2x  cotg  o  H-  rf  cotg-  o~2p        „ 
'^  cotg-  9 

,: %-y+U'  —  2pd  =  0, 

cotg  9  / 


cercle  de  rayon  'J2pd',  or  le  cercle  horizontal   ac,  a'c'  situé  dans  le  plan 
\  x"- +  tp  -  2pd  =  Q 


:  =  d    a  pour  équations 


son  rayon  est    ^2pd 


Ces  deux  cercles  sont  donc  égaux. 
On  aurait  pu  voir  autrement  cette  propriété,  les  plans  des  deux  sec- 
tions du  paraboloide  (fig  i)  sont  les  plans  de  bout  a'c  et  j'k'n'  et  les 
droites  a'f  et  n'c',  parallèles  à  R,'  sont  parallèles  à  la  tangente  en  h'  à  la 
parabole,  en  sorte  que  h'k',  perpendiculaire  à  a'c',  passe  par  les  milieux 
a'  et  P'  de  o.'j'  et  de  c'n'.  La  section  par  le  plan  j'n  est  un  cercle  de 
diamètre  J'N'.  Or  J'N'=  ft'.l' -f-ft'N'  et  comme  k'i' =  k'a  et  âN'  =  à'c', 
il  vient    J'N'  =  A'a'  -t-  k'c'  =  a'c'.     Les  diamètres  dos  deux  cercles  sont  égaux;  ces  deux  cercles  sont  égaux. 

N.  C. 


Fig.   1. 


CONCOURS   GÉNÉRAL   DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  (1903). 


Mathématiques. 

Solution  [ar  M.  Jean  Level  (prix  d'Iionneur). 

1221.—  On  donne  une  sphère  S  décentre  P   et  un  paraboloide  hyperbolique  n  dont  l'équation,  m 

coordonnres  rectangulaires,  est 

y^  -J 

2(a;  -  /i)  =  0 

p  q 


avec 


h  = 


p  —  q 


Par  le  point  P  on  mène  un  plan  Q  perpendiculaire  à  une  génératrice  recliligne  G  du  paraboloide  n 
et  rencontrant  cette  droite  au  point  g. 

Soit  r  le  cercle  situé  dans  le  plan  Q   ayant  pour   centre  le  point    g    et  coupant  à  angle   droit  la 
sphère  2. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S    engendrée  par  le  cercle  r  quand  la  droite  G  décrit  le  parabo- 
loide n. 

2»  L'équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

{x-  -+■  y-  -+-  z-)x  +  A,r-  -+-  k'y-  +  A":^  -H  2C.r  -(-  2C'i/  -+-  2C":  +  D  ::=  0, 
les  coefficients  A,  A',  \"  étant  liés  par  une  relatian . 
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3°    Trouver  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  placées  sur  la  surface  S. 
.    4°  Montrer  que  la  surface  S  admet  dix  familles  de  sections  circulaires;  tes  plans  des  cercles  d'une  même 
famille  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

1.  L'équaliondu  paraboloïde  peut  s'écrire 

p 

Dès  lors,  on  peut  remplacer  cette  équation  par 
(1) 


y' 
p 

uati( 

m  par 

=  2(0;- 

-/'); 

y 

>'•/ 

=  2)., 

y 

'  ^-1 

=  (£. 

-h) 
X 

En  donnant  à  /  une  valeur  lixe  on  obtient  ainsi  les  équations  d'une  génératrice  d'un  système  du 
paraboloïde.  On  aurait  celles  de  l'autre  système  en  changeant  '^q  en     —  >/q- 

Le  centre  de  la  sphère  i  ayant  pour  coordonnées  x^,  y,,,  :,,,  son  équation  sera 

a-i  4-  ;/■  H-  :-  —  ^xx^  —'^yjo—  ^^^o+d  =  0. 

Menons  par  ce  centre  le  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  (1)  ;  pour  cela  cherchons  les  para- 
mètres directeurs  de  cette  génératrice  ou  plutôt  de  la  parallèle  à  l'origine.  Nous  avons  à  résoudre  les 
deux  équations 

V'/7  \/q 

y  z         X 

\/p        \/q        )■ 
Un  point  de  cette  droite  est,  par  exemple,  le  point  de  coordonnées 

X  =  2X,  y  =  \fp,  z  =  >/q\ 

alors  le  plan  Q  a  pour  équation 

2X(a;  —  .r„)  -i- >/p{y  —  y,)  -f-  \/q(z  —  ï„)  -  0. 

On  pourra  toujours  mener  une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  de  la  génératrice  G   et  passant 

par  le  cercle  cherché.  La  sphère  ï   ayant  son  centre  dans  le  plan   Q,   sera  alors  orthogonale  à  cette 

nouvelle  sphère.  Prenons   sur  la  généralrice  (1)   le  point     x  —h,     y  =■  Xy//),      j  —  —\\lq\     alors 

l'équation  de  la  nouvelle  sphère  est  de  la  forme 

X-  -I-  j/'-+-  -J  —  '2./IX  —  2l\/py  -h  i^qz  -H  S  =  0. 

Écrivons  qu'elle  est  orthogonale  à  S  ;  nous  aurons  la  relation 

'i[hx„+X^p.yi,  — ^^fpo) — d  —  0  =  0;  d'où  5, 

8  =  2(/ia-u  -+-  ^Vjoj/o  —  ^'^qzo)  —  d. 

Les  équations  du  cercle  r  sont  alors 

x^  +  if  +  -J-  mx  -  .t„)  —  2Xv/p(j/—  y,)  +  2Xv/7(;  —  s„)  -  rf  =  0, 

2X(a;  —  Xo)  H-  \/p{y  —  y„)  -H  \fq(z  —  z„)  =  0. 

Pour  avoir  la  surface,  il  suffît  d'éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  Il  vient  alors 

2[x2-h  y'  +  z^-  'ih'yx  —  x^)  -  d'ix  —  x,)  4-2[v/p(j/  —  y,)  -  slq[z  —  z,)]['Jp{y  —  y,)  +  \/q{z  —  3„)]  =  0, 

ou  (2)  [x'  -+-  j/2  -I-  z'  —  2/i(ar  -  x,)  —  d]{x  ~  x,)  +  p{y  —  y^)'  —  q{z  —  ZoY  =  0. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(   ( j?-^  -t-  )/^  -I-  z'-)x  —  x'iU  +  x,)-  y'{ r„  —  p)  —  :-(Xo  +  ?)  +  ^'M^o  —d)  —  2/Ji/oî/  ^-  292,3 

^^^    I  -{^hx,-d)x,+pyl-qzi  =  0. 

Si  on  veut  considérer  les  génératrices  du  deuxième  système,  le  résultat  s'obtiendra  en  changeant 

dans  le  précédent  v^  en     —  </q  ; 
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On  trouve  donc  la  même  surface. 

Ces  deux  générations  de  la  surface  mettent  en  évidence  deux  séries  de  cercles  de  la  surface.  Consi- 
dérons le  plan  de  l'un  des  cercles  d'une  série, 

9Xx  —  .Xo)  -4-  >/p{y  -  ,Vo)  +  N^?(:  -  =0)  =  O1 
ce  plan  passe  continuellement  par  la  droite 

■T  =  3-„,  ^p(i/  —  Vf,)  +  v^(2  —  -0'  =  0  ; 

cette  droite  se  trouve  donc  elle-même  sur  la  surface,  comme  le  montre  au  surplus  l'équation  (2). 
On  a  donc  ainsi  deux  droites  de  la  surface. 
2.  On  voit  immédiatement  que  l'équation  (2')  est  de  la  forme  demandée  :  on  a 

K  =-(2h  +  x„),  \'  =—{.v,—p),  \"  =z-(x,-hq), 

et,  par  suite  2A  -  A'  —  A"  =  —  4/(  —  p  -t-  9  =  0. 

Cherchons  alors  de  combien  de  façons  on  peut  mettre  l'équation 

(a,-2  -|_  y2  4-  -J)x  -I-  Âa;2  -+-  A'j/'  +  A":'  ■+-  2Ca;  -+-  2C'y  -4-  2G"3  +  D  =  0 
sous  la  forme  (2').  Ces  deux  formes  dépendent  en  effet  de  7  paramètres  toutes  deux.  Pour  cela,  identi- 
fions, nous  aurons 

A  =  —  2/i  —  x„,  C  =  2/iJ"„  -  -  > 

\'  =  —Xg-^p,  C'  =  — pi/o, 

A"  =— a;»  — î.  G"  =  qz„, 

D  =  —  (^hx„  —  d)v„  -+-  pyl  —  qzl. 
Des  premières  équations,  on  tire 

)0  =  A'H-a-„,  q  =  -  (A"- 

.  4/ii-o  =  —  2C  —  2a:(,(A  -t-  a-„), 

-_  ^ 

^•'~~   p    ~        A'-hx,' 

La  dernière  devient  alors 

D  =  [x„(AM-a-o)  -2C— 2x'o(A-t-a;o)].r„   ,  ,        „ 

A  -H  X„  A     ,    ..  „ 

ou  (3)  xl{\  -h X,)  -+-  2Cr„  +  D  -  -jr-^  -  ^„  ^  ^^   =  0- 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  a  une  équation  du  o'  degré,  qui  donne  cinq  valeurs  pour  X;,  ; 
à  chacune  de  ces  valeurs  correspond  un  système  de  valeurs  pour  /(,  p,  q,  d,  j/o,  ^o- 

Donc  il  y  a  .5  manières  d'engendrer  la  surface  de  la  façon  précédente.  Cherchons  à  quelles  condi- 
tions, pour  une  valeur  de  .i(,,  on  obtient  une  sphère  s  de  rayon  nul. 

Le  rayon  de  cette  sphère  est  donné  par    R^  =  xg-t-  yl  -h  zl  —  d. 

Donc,  quand  ce  rayon  sera  nul,  on  a 

(4)  .,.  +  2.„(AH-,.„)-^2C-.^^,|l^-^^^^=0. 

Alors  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  s'annule  aussi;  il  en  résulte  que  l'équation  du 
5"  degré  en  x„  admet  cette  valeur  de  .!■„  pour  racine  double. 

On  a  ainsi  mis  on  évidence  10  droites  de  la  surface  et  10  familles  de  cercles  (]ui  sont  les  droites  et 
les  cercles  trouvés,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  paragraphe  (1),  pour  les  diverses  valeurs  de 
a;„,  etc. 


A+.r„ 

2 

'          ) 

d=  — 

2Ch-4 

C 

C" 

C" 

? 

A"  +  x„ 

(T- 

C"'- 

-+-  — 

--I T. 
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3.  Cherchons  les  droites  do  la  surface.  On  peut  les  diviser  en  deux  catégories,  les  droites  parallèles 
au  plan    x  —  0,     et  les  droites  parallMes  aux  génératrices  du  cône  isotrope. 

Pour  avoir  les  droites  parnllèles  au  plan     x  =  0,      coupons  par  le  pian      a-  =  x^.      On  trouve  une 


conique 


y'ia-o 


■A') 


z\x„  -+-  A")  +  2C'!/  +  2C":  -h  xl  +  Axî  +  2Cx„  -i-  U  =  0. 


Cherchons  pour  quelles  valeurs  de  x„   elle  devient  un  couple  de  droites.  Nous  avons 

T.  -+-  .V 


0 

C 


0 

.-r„  +  A" 
C" 


C 

C" 
ar3  +  A.r5-t-2CXo 


IJ 


0 


ou  (x„  +  K')[x,  -h  A")(x3  +  A rj -(-  2Ca-„  +  D)  -  C'\x,  +  A')  -  CKt„  -+■  A")  =  0, 

équation  identique  à  l'équation  (3). 

On  a  donc  10  droites  parallèles  au  plan     a-  =  0. 

La  droite  à  l'infini  de  ce  plan  en  forme  une  11". 

La  surface  étant  du  3-  degré,  il  doit  en  rester  16  qui  seront  alors  des  droites  isotropes.  On  pourrait 
montrer  directement  ces  droites. 

Revenons  à  la  génération  de  la  surface  et  cherchons  quand  le  cercle  générateur  devient  un  couple 
de  droites  isotropes. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suflit  que  son  centre  soit  sur  la  sphère  ï,  c'est-à-dire  que  la  génératrice  G 
soit  tangente  à  la  sphère  -. 

Or  il  y  a  4  génératrices  de  chaque  système  du  paraboloïde  tangentes  à  la  sphère.  On  trouve  donc, 
en  employant  les  génératrices  du  premier  système,  4  couples  de  droites  isotropes,  autant  avec  les  géné- 
ratrices du  deuxième  système  ;  en  tout  Iti  droites.  Démontrons  alors  qu'il  y  a  4  génératrices  de  chaque 
système  du  paraboloïde  tangentes  à  la  sphère  ;  pour  cela  cherchons  la  distance  du  centre  de  cette 
sphère  à  la  génératrice.  Considérons  une  des  génératrices 


-4--4-  =  2X, 


J_ 
Nous  avons  vu  qu'elle  passe  par  le  point 

X  =   h,  »/  =  Xy/^, 

et  a  pour  paramètres  directeurs  'âX,  /p, 

à  cette  droite  est 

[2X(a-„- 


Vq 


donc,  la  distance  du  point  .r,,  )/„,  i,. 


îo- 


i^gy. 


z  =—yq 

h)  -+-  >/p{ijo  -  l\/p) -t-  v^9(=o-+-Xv^)]' 


4X2+/3-+-9 

En  égalant  à  une  quantité  connue  R-,  on  a  une  équation  qui  sera  en  général  du  quatrième  degré 
en  X. 

4.  Comme  il  y  a  10  droites  parallèles  au  plan  x  =  0,  un  plan  passant  par  une  de  ces  droites 
coupera  la  surface  encore  suivant  un  cercle.  On  a  donc  bien  10  familles  de  cercles  dont  les  plans 
passent  par  une  même  droite. 

Considérons  maintenant   deux   cercles   de  deux  familles   correspondant   au  même  paraboloïde. 
Démontrons  que  ces  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points. 

Considérons  les  plans  de  ces  deux  cercles.  Ils  contiennent  les  droites    D   et  D' 
qui  se  coupent  au  centre  P  de  la  sphère  ï. 

Donc  leur  intersection  passe  par  le  point  P.  Soit  \.  Alors  A  rencontre  la  sur- 
face en  trois  points  P,  A,  A',  si  elle  rencontre  chacun  des  cercles  en  deux  points,  ces 
cercles  ne  passent  pas  par  le  point  P,  centre  de  la  sphère  z,  donc  ils  passent  par  A 
et  A'.  Donc  ils  ont  deux  points  communs  et  sont  situés  sur  une  même  sphère.  On 
met  ainsi  en  évidence  cinq  familles  de  sphères,  les  sphères  de  chaque  famille 
dépendant  de  deux  paramètres,  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  cercles. 
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Le  reste  de  l'intersection  est  formé  par  le  cercle  imaginaire  à  Tinfini.  Considérons  le  centre  d'une 
de  ces  sphères. 

Son  centre  se  trouve  sur  la  perpendiculaire,  au  centre  du  premier  cercle,  c'est-à-dire  sur  une  géné- 
ratrice du  paraboloïde.  11  se  trouve  donc  sur  le  paiaboloide. 

Il  est  facile  de  voir  qu'un  point  quelconque  du  paraboloïde  est  centre  d'une  de  ces  sphères.  (11 
suffit  de  prendre  les  cercles  corresponitant  aux  doux  génératrices  passant  par  ce  point). 

Donc,  toutes  les  sphères  d'une  même  famille  ont  leurs  centres  sur  un  paraboloïde.  On  peut  ache- 
ver de  les  définir  en  remarquant  qu'elles  sont  toutes  orthogonales  à  une  même  sphère. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  sphère  i  a  un  rayon  nul.  Alors  tous  les  cercles  passent  par 
son  centre  P.  Prenons  la  figure  inverse  par  rapport  à  ce  point. 

Les  cercles  deviennent  des  droites.  On  a  donc  une  surface  biréglée,  c'est-à-dire  une  quadrique  qui 
passe  d'ailleurs  par  le  point  P. 

Dans  ce  cas  la  surface  considérée  est  la  surface  inverse  d'une  quadrique  par  rapport  à  un  point  P 
de  cette  quadrique. 

Aux  génératrices  de  la  quadrique  correspondent  les  cercles  correspondant  à  la  racine  double  en  Xo; 
aux  génératrices  passant  par  P,  les  deux  droites  de  la  surface  passant  par  P. 

Aux  trois  couples  de  plans  cycliques  de  la  quadrique  correspondent  les  trois  autres  couples  de 
familles  de  cercles  de  la  surface  :  aux  six  cercles  passant  par  le  point  P,  les  six  autres  droites  parallèles 
au  plan    x  =  0. 

.M.  J.  Haag  a  envoyé  une  solution  complète  de  la  question  et  M.  li.  Houvaist  des  remarques  géométriques. 
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1290.  —  l'nc  circonférence  coupe  une  hypocycloïde  à  trois  rehrousscments  en  six  points.  Si  les  tangentes 
en  trois  de  ces  points  concourent  en  un  point  M,  démontrer  que  les  tangentes  aux  trois  autres  points  concou- 
rent en  un  autre  point  M'  et  trouver  laielation  qui  existe  entre  les  points  M  et  M'. 

L.    BlOK.\RT. 

1291.  —  Par  les  trois  points  de  retroussement  d'une  h.pocycloïde  triangulaire  et  par  son  centre  ou  fait 
passer  une  conique  quelconque  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  antres  points  M'  et  M".  Démontrer  que  la 
droite  M'M"  est  tangente  à  Ihypocycloïdc. 

L.    BiCKART. 

1292.  —L'objectif  d'un  microscope  a  7™™  de  diamètre  et  environ  t™  de  longueur.  L'oculaire  est  un  oculaire 
d'Huyghens  de  3="  de  distance  focale,  4""  de  longueur  et  2"="  de  diamètre  au  verre  de  champ.  La  longueur 
totale  de  l'instrument  est  de  22'^"'  environ. 

Ayant  mis  ce  microscope  au  point  sur  un  micromètre  objectif  au  centième  de  millimètre,  on  trouve,  avec 
la  chambre  claire,  que  20  divisions  de  l'image  occupent  une  longueur  de  50"'"'  à  une  distance  de  32'^'".  Calculer, 
autant  que  le  permettent  les  données: 

1°  La  puissance  de  l'instrument  ; 

2°  Son  grossissement  ; 

3»  La  distance  focale  de  l'objectif; 

4°  Le  champ  linéaire  ; 

5°  La  clarté,  en  attribuant  à  la  pupille  de  l'observateur  un  diamètre  de  4"™  ; 

6°  La  latitude  d'accommodation,  en  supposant  le  punctum  proximum  à  tS""  ; 

7»  Le  tirage  maximum  à  donner  à  l'instrument,  après  qu'il  a  servi  à  une  observation  directe,  pour  mettre 
l'image  au  point  sur  une  plaque  photographique  placée  à  15™  de  l'oculaire. 
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1219.  —  On  coDitidi'-re  nn  crrclc  fî.vi',  et  sur  ce  cercle  drii.v  points  \  et  B  en  lesquels  les  tangentes  a  et 
b  sont  rectangulaires. 

1°  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  osculatrices  au  cercle  donné  en  A  et  tangentes  en  outre  à  la 
droite  h.  Choisir  le  paramètre  variable  de  façon  que  l'équation  soit  rationnelle  par  rapport  à  ce  paramétre 
et  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques. 

2°  Chacune  de  ces  coniques  coupe  le  cercle  en  un  nnuoeau  point  M  et  touche  la  tangente  b  en  un  point 
N.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  à  la  conique  en  N  avec  la  tangente  au  cercle  en  M.  Séparer 
sur  ce  lieu  les  arcs  qui  correspondent  à  des  ellipses  de  ceux  qui  correspondent  n  des  hgperboles. 

3"  Lieu  des  foyers  de  ces  coniques.  Construire  ce  lieu. 

Prenons  le  point  A  pour  origine,  la  tanfj;ente  en  A  ponraxedes  x  et  le  diamètre  perpendiculaire 

pour  axe  des  y.  L'équation  du  cercle  sera 

x--hy*  —  'iRy  =  0, 
et  celle  de  la  droile  /^  .r  —  H  ==  0. 

1.  Cela  posé,  chacune  des  coniques  de  l'énoncé  coupe  le  cercle  en  trois  points  confondus  avec  le 
point  A  et  en  un  autre  point  M;  par  conséquent,  les  trois  systèmes  de  sécantes  communes  se  rédui- 
sent à  un  seul  formé  par  la  tangente  en  A  et  par  une  droile  variable  passant  par  ce  point.  L'équation 
générale  de  ces  coniques  est  donc 

*-  +  .'/'  —  -R-y  ■+■  2t/(Xa;  -H  |ii/)  =  0  ; 
il  faut  écrire  maintenant  que  cette  conique  coupe  la  droite     .r  =  R    en  deux  points  confondus,  c'est-à- 
dire  que  l'équation 

( i  -+-  2(x).v2  +  2R(X  —  1  )j/  -(-  R2  =  0 
a  une  racine  double.  Ceci  donne  la  condition 

R2(X_  I  )^  _  R»(l  +  2iJi)  =0; 
d'où  1 -+-2(1  =  (X  — 1)-. 

Par  suite,  l'équation  générale  des  coniques  du  système  indiqué  est 
(1)  x^-h()>  —  l)V  +  2Xar»/  — 2R?/  =0; 

elle  est  rationnelle  par  rapport  à  X,  elle  répond  donc  bien  aux  conditions  imposées. 

Nous  aurons  le  lieu  des  centres  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  que  l'on  obtient  en  annu- 
lant les  dérivés  partielles  par  rapport  à  x  elk  y,  c'est-à-dire  entre 

X  -+-  Xi/  =  0 
et  (X— l)2v-f->.x— R  =  0. 

La  première  donne    X  =  —  —    et  la  seconde  devient,  après  suppression  de  la  solution     ;/  =  0, 

{x-hyY'—x^-nij  =0. 

La  solution  y  =  0  correspond  à  la  conique  particulière  du  faisceau,  y-  =  0,  que  l'on  obtient 
en  faisant  X  =  oc  ;  c'est  un  lieu  exceptionnel.  Le  véritable  lieu  des  centres  est  donc  représenté  par 
l'équation  (2)  ;  cette  équation  se  décompose  en  deux  .■    y  =  0,     dont  l'origine  a  déjà  été  expliquée,  et 

(3)  j/  +  2a;  — R=0, 

qui  représente  le  véritable  lieu  ;  ce  lieu  est  une  droite  qui  passe  au  centre  du  cercle  donné  et  au  symé- 
trique de  B  par  rapport  à  0.t. 


434 


GÈOMfiTRïE  ANALYTIQUE 


0; 


2.  L'autre  point  de  rencontre  du  cercle  avec  la  conique  (1)  est  situé  sur  la  droite    X.r-h  f^î/ 

■^2 2X 

comme     ij^  =  '    cette  droite  a  pour  équation 

2a;  -t-  (X  —  2)t/  =  0. 
Or,  comme  il  est  facile  de  s'en  rendre  compte,  l'équation  du  cercle  peut  s'écrire 
[2.T  -h  (X  —  2)î/]-  -  j/[(X2  —  4X)i/  -h  4(X  —  2)a;  -h  8R]  =  0  ; 
donc  la  tangente  au  cercle  en  M  a  pour  équation 

(4)  4(X-2)ar  +  (>.^  — 4X)j/-i-8R  =  0. 

D'autre  part,  si  l'on  prend  dans  la  conique  (I)  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  0?/,  on  obtient 
une  droite  qui  rencontre  la  droite    x—  H  =  0    au  point  N  ;  cette  droite  a  pour  équation    /"„  =  0    ou 

{l  —  iy-y-^lx  —  K  =0. 
Si  l'on  y  fait    a- =  R,     et  que  l'on  supprime  le  facteur    X— 1,     on  obtient 

(5)  "  (X-1)J/  +  R=:0, 

qui  donne  l'ordonnée  du  point   N   et  aussi  la  normale  à  la  conique  en  ce  point.  Nous  aurons  le  lieu 
demandé  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  (4)  et  (5).  Or  l'équation  (5)  donne    X— 1  = 
p^is      X '9  =  —  -^  "^ —  •     en  portant  celte  valeur  dans  l'équation  (4)  nous  aurons 

"  y 

(6)  (J/-+-R  -2T)2-4(x^-t-î/^-2Rj/)  =  0. 

Cette  équation  nous  montre  que  le  lieu  est  une  conique  doublement  tangente  au  cercle  aux  deux 
points  de  rencontre  avec  la  droite 


y  ■ 


y 


R  —  2x  =  0  ; 
R 


celte  droite  passe  au  point  B  et  au  point    a:  =  — .     y  =  0  ;     elle  est  donc  très  facile  à  construire.  En 

outre  la  conique  (6)  est  une  hj'perbole  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  directions 
y  =  0  et  ix  ~h3y  =  0,  et  dont  le  centre  a 
pour  coordonnées  x  =  4R,  y  =  —  R.  Il 
est  facile  dès  lors  de  construire  cette  courbe 
et  de  la  placer  par  rapport  aux  données. 

Pour  distinguer  maintenant  les  points  four- 
nis par  des  ellipses  de  ceux  qui  proviennent 
d'byperboles,  il  faut  d'abord  trouver  la  condition 
pour  que  la  conique  (1)  soit  une  ellipse,  puis 


y    remplacer    X    par 


valeur  tirée  de 


l'équation  (S).  Or  pour  que  la  conique  (1)  soit 
une  ellipse,  il  faut  et  il  suffit  que 

(X-l)^_X-^>0, 
ou  1— 2X>0; 

y  -R 


en  y  remplaçant  X  par 


y 


celte  condition 


devient  i/(2R  — t/)>0. 

Les  points  qui  correspondent  à  des  ellipses  sont  donc  ceux  qui  sont  compris  entre  les  droites    »/  =  0 
et    y  =  2R,    ce  sont  les  points  de  l'arc  CD  ;  les  autres  correspondent  à  des  hyperboles. 

3.  Pour  obtenir  le  lieu  des  foyers,  nous  formerons  l'équation  quadratique  du  faisceau  des  tangentes 
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issues  d'un  point  et  nous  écrirons  que  ce  faisceau  se  compose  de  deux  droites  isotropes,  c'est-à-dire 
que  les  directions  de  ces  droites  sont  fournies  par  une  équation  de  la  forme  x^  -h  \f  —  0.  Le  faisceau 
des  tangentes  issues  du  point  (a,  ^)  à  la  conique      f{x,  y)  =  0    a  pour  équation 

A»,  P)A^,!/)-P^  =  0, 
P  étant  le  premier  membre  de  la  demi-forme  polaire;  donc,  dans  le  cas  actuel,  les  directions  des  deux 
tangentes  sont  fournies  par 

[a2  -t-  (X  —  1  yp  -H  !2Xap -  2R?][i»  4-  (X  -  \)hf  ■+■  2Xxj/]  -  [x{<x  -+-  X?)  -+-  y((X  —  l)^?  +  Xx  —  R)]^  ^-  o. 
En  écrivant  que  les  coefficients  carrés  sont  égaux  et  que  le  terme  en  n/  a  un  coefficient  nul,  nous 
avons  les  deux  relations  suivantes 

(2X— lXa2_p-')__2XRa  — 2R^-hR-  =  0. 
(2X  — I)a3-RXPH-Ra  =  0, 
entre  lesquelles  il  nous  reste  à  éliminer  X  pour  avoir  le  lieu  du  foyer  (a,  S).  Il  revient  au  même  d'élimi- 
ner   2X  —  I     et  nous  avons  ainsi 

(a-  -  ^^  -  Ra)(?  -  2a)  _  ^2a3  -  R^)(a  +  2?  -  R)  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu  des  foyers.  Cette  équation  ?e  simplifie  et  s'écrit 


(7) 


(2a-hS)(i»-|-8-'j  — 2R(a»  +  p--f-a^)-f-R2?  =  0. 


Elle  représente  une  cubique  circulaire,  passant  à  l'origine,  y  admettant  comme  tangente  l'axe  des 
,r,  et  ayant  pour  direction  asymptolique  réelle  la  direction 

2x  -t- 1/  =  0, 
c'est-à-dire  la  direction  de  la  droite  lieu  dos  centres;  ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  a  priori,  car  le 

centre  de  la  parabole  du  faisceau  est  aussi  un  foyer. 
L'équation  de  cette  cubique  peut  encore  s'écrire 

oc»(2a -H  p  -  2R) -^  2ap(?  -  R) -t- p(^  _  R)^  =  0, 
ou  P(a-l-?-R)-+2a\a  — R)  =  0; 

ces  deux  formes  montrent  que  le  point  a  =  0,  ;3  =  R  est  un 
point  double.  Ce  résultat  était  encore  évident  a  priori,  car  le  centre 
du  cercle  tient  lieu  de  quatre  foyers  confondus  pour  le  cercle  lui- 
môme,  qui  est  une  des  coniques  du  faisceau. 

Remarquons  enfin  que  la  cubique  passe  aussi  au  point    a  =  R, 
p  =  0    et  que  son  asymptote  a  pour  équation 

a 

Toutes    ces    remarques  suffisent   amplement  pour  placer  la 
cubique. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Kodvaist,  E.  Sizaire. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Dxallor  LECBA^f  :  .1.  Haag,  à  Nancy;  Blanchot,  lycée  d'Aurillac. 

Solution  géométrique.  —  Les  conique.sdu  faisceau  forment  évidemment  un  faisceau  linéaire  tangentiel 
ayant  pour  conique  de  base  le  cercle  donné  et  le  couple  des  points  A  et  H  (intersection  de  a  et  de  b). 

Le  lieu  des  rentres  s'en  suit  immédiatement  ainsi  que  le  lieu  des  foyers  :  ce  dernier  s'établira  en  étudiant 
la  correspondance  qui  existe  entre  les  tangentes  IF  et  JF  issues  des  points  cycliques  (cette  correspondance 
est  (2,  2),  mais  la  droite  de  Linfini  se  correspond  à  elle-même). 

(Juant  au  second  lieu,  on  l'obtient  en  étudiant  la  correspondance  qui  existe  entre  les  tangentes  au  cercle 
et  les  normales  à  la  conique  en  N;  cette  correspondance  est  (1,  1);  mais  le  faisceau  des  tangentes  est  du 
second  ordre  et  l'axe  des  a;  se  correspond  à  lui-même. 

Autre  solution  de  M.  E.  Sizaire. 
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ECOLE  CENTRALE  (1903). 


Arithmétique  (M.  Combette). 

2422.  —  A  étant  le  plus  grami  commun  diviseur  entre  deux  nombres  A  et  B,  quel  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  A'  et  B'. 

2423.  —  Former  les  diviseurs  des  nombres    N  =  2\:'-.'i'  ;  N  =  3',5"."'.  —  Nombre  de  ces  diviseurs 

0,0n  0,0415 


2424.  —  Calculer  à  i/100  près  les  quotients 


2425 


—  Calculer  à  1/100  près     \/0.\ ,     W  — 


0,0051  S         0,00023 


,045         0,53         0,0014 
242U.  —  Calculer  à  1/10  près  les  produits     y/S  X  \/2  ;    icc; 

à  1/100  près     -^<  it/5,  icy/^,  ^-  y  ^; 

v/3  — s/3,       \/it  +  v'2  ; 

à  1/1000  près       -^t-,    -',    it^2; 

0,0215 

à  1/10  000  près       , ■ 

v'0,23 

2427.  —Calculer  à  i/lûO  près    V^=^^\    à  1/1000  près  Vx,  y^. 

Algèbre  (M.  Combette). 

2428.  —  Résoudre  au  moyen  des  déterminants  les  équations 

3a;  — 2»/ +  43  =  5, 
2a;  +  5(/  +  83  =  3, 
4,r  —  3)/  —  3:  =  1  ; 
montrer  que  les  valeurs  trouvées  vérifient  le  système  proposé. 

2429.  —Étudier   le   système     ax  +  by+cz  =  (i,    a'.r+b'y  +  c'z—b,    o".r  +  b")/ -•- c":  =  0 .     Montrer  que  lorsque 
A  =  0,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  et  donner  la  forme  de  ces  solutions. 

2430.  —  Condition  pour  que  le  polynôme    A:r=  -i-  iWxy  -(-Cî/^  +  2Dj;  +  2E«/-f-  F    se  décompose  en  un  produit  de  deux 
polynômes  du  premier  degré.  —  Conditions  pour  qu'il  se  réduise  à  un  carré  parfait. 

2431.  —  Combien  peut-on  former  avec  p  lettres  a,  '/,  c,  ...,  (,  de  groupes  de  la  forme  a^bc"'! 

2432.  — Appliquer  la  formule  du  binôme  au  développement  de    (a-+b  +  c  +  d)^. 

2433.  —  Terme  en    a'bH-'    dans   {a  +  b  +  c  +  dy-,   terme  en    a'ftc'd'    dans    (a  +  i  +  c -!-(()"  ;  terme  en    a'bV   dans 
[a  +  b  +  c]". 

2434 .  —  Étudier  les  séries 

cos  nx                                                    1                                                              ( —  1)"-' 
«n  = —'  u„  =  — -,  «„  =  ^ — . 

3n— 5  (-1)"-'  (—1)"-' 

U„  = -.  Un-  - 


41' +  1  v/n  v^rt 

2435.  —  On  place  10000  francs  à  intérêts  composés,  à  4  "/o  par  an,  pendant  3  ans  4  mois  10  jours.  Calculer  la  somme 
obtenue  au  bout  de  ce  temps. 

2436    —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

i'x,  sin''  4.r=,  sin'  2a:\  4  tg=  3j:\ 

arc  cos  5a;',  arccos8.T',  arctg8,r',  arc  cos  (27.1;'  —  1)\ 

L  sin' Sx",  L  cos  8a;',  Lcos'Sr',  L  arc  tg  3a'', 


(arc  sin  8.T')',  (arc  sin  8x')',  (arc  tg  Si')»,  5n2-«+i, 

y  sin  33;',  J'sin'  4a;',  VëôilF',  Î'cÔsMF', 
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^7cos=fia-', 

ys  COS'  Zjfi, 

ytg'  ^x?. 

Varc  tg  6xs 

2.1'  COS'  iix-, 

\^xi  ~  X)*^" S?, 

sin'8.r'.Lcos  4j', 

7*-"  tg'  W; 

S'-^'.tgSa;', 

ysj'  - 1 .  tg  5x^ 

7iJ-'.L(8.r=— 1), 

33-w+i.arctg4i-', 

T'^'.arctgSa;^ 

arc  sin'  j?  -\-  L  cos 

8a;% 

arc  tg  8x'  +  5'^% 

47^'. arc  sin  (Lx'), 

5'''.L(arc  sin 

■ix'), 

sin'  •ix'' 
cos'  5j - 

sin'  kx'- 

(a*-3) 

V*'-i' 

Vi'  - 1 

sin  3j' 

3»^» 

sin'  .-ij.' 

cosx^ 

V'4x— 1 

v/sF 

cos'  4  a;' 

v'tga:» 

2437.  - 

-  Dérivées 

successives  du    »  =  — 

— -•    .'/  = 

Aj;  +  I! 

x  — 2      ■■        (a;  — «Kl  — {!) 
24;J8.  -  l»érivécs  de      {2j)'^*',  (4.i'  — oK  (x»— 2)",  x'-^-,  (a;»  +  ||T!_ 

(:u-=4-IK',  (4.r-l)'^S  |.r=-3K«-',  4J-i■■=^  (.5x=4-2,co>,«,    '        (sinj;)'g.. 

243t).  —  Dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fonction  \f  définie  par  l'éi|iiatioii 

cos'  !/  =  sin',1-. 
2440.—   On  donno  les  deux   éqnations    /(x,  (/,:)=  a,    q\x,\j,z\  =  b.    Calculer   les  dérivées  j/;,  ;;  des   fonctions 
)/  et  3  ainsi  détinies.  lias  où  les  dérivées  seraient  indéterminées. 

2441.  —  Variations  des  fonctions 
X'  — 1 


2/  = 

y  — 


j;-+-2 

a;'  1  1 
a;'-!' 

x'  +  l 

2a;' 

a-«  +  l 

!/  = 


2.r' 

—  1 

a;' 

—  1 

1  -f-  3  sin  X' 

1- 

-cos  a: 

! 

—  X 

a;=(2  +  j| 


2/ 
î/  = 


^   (t  -f-  x%x  —  2) 
a;(x— I) 
sin»  a;  —  1 


sin  3x  —  1 

a;' 


3a;'  —  2.1'  +  1 


2442.  —  Minimum  de    kx  ^-  .'Ij/    sachant  que    x'i/'  =  4. 

X'"  —  o" 

2443.  —  Limites  de  —ir.. — rr         P"'"" 


.r''  —  w 
a'  —  (;'■ 


pour 


CI  —  d' 
(1  +  tgx)''""e'-  pou 

2444.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes 


(/'  =  S'^ 
!/'  =  tg  a;, 
y'  =  tg»  X, 
y'  =  cos'  X, 
i 


=  5  tg  Ix, 
=  tg'  X, 
=  sin'x, 

1 


X  = 

=  0 

X 

= 

2 

y' 

= 

5"^, 

y' 

= 

tg'  X, 

y' 

= 

sin' a; 

y 

= 

sin' j 

cos' 

a;, 

y  —■ 


sm'x 


y'  =:  cos4x.sin( 


;/'  :=  sin  (4a; ^-j  x  sin  (2j7  + -^  j, 


)/'  =  sin  3i'.cos  5a;. cos  ix, 
2^45.  —  Calculer  ij  sachant  que    (/"  =  3i/. 
2446.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes 


y'  =  sin  (3a- |^lxsin(x+  —  J, 


y  = 

,'/'  = 

y'  = 

y'  = 

y'  = 

y'  = 


1 


a;'  — 4' 

x- 

(x  +  1)'  ■ 
2x  +  3 
(x-2)'' 
1 

(a;-l)'(.T;- 
1 

-2) 

x'  -t-  a;  -h  1 
4x-4-  1 

x'  H-  X  +  1 


y  = 
y'  = 
y'  — 
y'  = 
y'  = 
y'  — 


1  —  3x' 


3a; -X»  ' 

4x 

(X  — 2)»' 

2X' 

(x-1)'' 

X'—  1 

|x  +  2)'(x- 
\ 

■3) 

X'  —  X  -t-  1 

3X'H-1 

x'  -+-  X  +  1 


(/'  =  cos  2,z;  cos8x.cos7x. 

y'  — 
y'  — 
y'  = 
y'  — 
y'  = 
y'  = 


X 

{x-^ 

—  1HX  + 

i) 

2x 

+  1 

(X- 

-2)' 

) 

(x-D* 

.e  +  1 
[(X— l)(x  — 2)]'' 

X—  1 

x'  +  X  -I-  1  ' 

oX —  4 
X'  -H  X  +  2   ' 
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y  = 

a:*  — 2a;-t-6 

y'  = 

3a; 

i  +a;'  ■ 

y'  = 

.r  — 3 

s/a;-  —  1 

;/'  = 

1  —5a; 
v/4— j2 

.'/'  ~ 

2x  —  \ 

\/x-  —  X  +  5 

y'  = 

3x 

>/o  +  2x' 

v'  = 

3a; 

_ , 

3a;  ,  a;  + 1 

V  = »  y  = 

1 

y  =   ,^ —  ,  •  y  = 

V/5  —  X- 

2a;  —  3 
/a;=  +  5 

3a;  -I-  5 

y/l  —  4a;= 

ix' 

y 


'i/x^  +  5 
Sa; 


x-{\  +  x-\ 

s 

^■ix'-~i 

X-  1 

v'I  —  ix' 
3 

\Jx-  -4-  X  +  1 

5a; 

v/3a;*  -  2 

Sa; 

2/  = 


</ix'  +  1  v/3a-'  —  1 

7a; 


\/4  —  a;'  "         v'S  — a;' 

2447 .— Développer    a;' +  3a;- —  a;    suivant  les  puissances  décroissantes  de    a  — 2. 

2448.  —  On  donne  un  polynôme  f(x)  sous  la  forme 

f{x)  =  9i(a;-')  +  a;<f2(a;'). 
Ueste  de  la  division  par    x'  —  o- . 

2449.  —  Démontrer  que  si  l'on  a    aV^ -i- b'^î'  +  e  =  0,    les  coefficients  a,  b,  c  étant  des  nombres  commensurables, 
ces  coefficients  sont  nuls. 

2450.  —  Racine  carrée  de  i. 

2451.  —  Racines  de  l'équation    x^  —  2  =0. 

2452.  —  Montrer  que  a;(a;-l- r)(a;  +  2r)(a;H- 3r)  -f-  »■'    est  un  carré  parfait.  —  En  déduire  la  résolution  de  l'équation 

a-(x-i-l)(a--l-2Ka;  +  3)  =  32. 

2453.  —  Kquation  admettant  pour  racines  les  cubes  des  racines  d'une  équation    /"(.r)  =  0. 

111 

2454.  —  Démontrer  que  l'équation h —h 1  =  0    admet  toujours  trois  racines  réelles. 

X — a        X  —  b        X  —  c 

2255.—    f{x)  =  0    ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation    f(x)-¥-'>.f'{x)  =  0. 

2456.  —  Condition  pour  que    a;'  +  pa;'  +  g  =  0    ait  trois  racines  réelles. 

2457 .  —  Appliquer  le  théorème  de  Descartes  à  l'équation    a;'  —  2a;'  —  5  =  0.  Limite  supérieure  des  racines.  —  Etude 
graphique  de  l'équation. 

2458.  -  Etudier  l'équation    a;'  —  .r'-i-  1  =  0.    —  Voir  si  la  somme  des  cubes  des  racines  est  réelle.  —  Calculer  cette 
somme  et  en  déduire  la  somme  des  quatrièmes  puissances. 

2459.  -  Racines  réelles  de    :ix'  —  2x--+-i=0.    —  Equation  aux  inverses. 

2460.  —  Calculer  par  la  méthode  de  Newton  la  racine  comprise  entre  1  et  2  de  l'équation    a;^  —  3a-  —  1  =  0. 

2461 .  —  On  donne  l'équation    ,r=  —  a;'  -i-  3  =  0.    —  Construire  la  courbe    y  =  .('  —  x*    et  en  déduire  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation.  —  Cas  de  l'équation    x'—  a;'  +  X  =  0. 

2462.  —  Etudier  les  équations  suivantes. 

x'-hx+l  —  0,  a;'  —  4x  —  3  =  0, 

x'— 6x  +  2  =  0,  2a;' —  Sx  +  4  =  0. 

a;*  -I-  2a;  —  5  =  0,  x'  —  x^  —  l  =  0, 

x'  — 2a;  — 3=0,  X' —  X'' +  2  —  0, 

Trigonométrie  (M.  Combette). 

2463.  —Calculer  sin  —  connaissant  cosa;  sin—  connaissant  sin2a  ;  tg3o  connaissant  tg2a;  tg  —  connaissant  tg». 

2464 .  —  Transformer  en  produit  les  expressions  suivantes 

sin  a -f- sin  6  H-sin  c  —sin  {a-\-b  -i-c), 
DOS  « -I- cos  6 -t- cos  c  —  cos(a-+-6  +  c), 
1— cos-a— cos't— cos-c- 2cosacos{<cosc. 


I 


X*  +  2x3  -  1  =  0, 

x=_-2x=  — 1  =  0, 

x'  +  x'  -f-  X  —  1  =0, 

X«  — 6x—  1  =Û. 

x>  —  X  -1-  1  =  0, 

x»  —  x'  —  1  =  û, 
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2465.  —  Résoudre  les  inégeilités 

4  sin  ;ï;  H-  1  „  ^      ^  -, 

siii=  X  < ; .  U  <  j;  <  27t, 

sinx 


1  —  2  sin  X        1 — 3cosa; 
v/4  sin  J.-  +  3  >  2  sin  j,'  —  1 ,  0  <  x  <  2-:r, 


\/3  sin  .1-  —  2  <  2  sin  r  —  1 ,  ^  <  j;  <  -t-  —  • 

v/2côs*~x^^  <  3  sin  a-  —  2. 

2Ï66.  —  Oominent  développer   sinx   en   série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de    ./■.    —   Vérifier  que 
X  —  sin  .r  >  0     pour    x  =  30». 

24G7 .  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  hauteurs. 

{A  suiore.) 

♦ 


QUESTIONS     PROPOSEES 


1293.  —  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  qui  passent  par  un  point  donné 
est  une  cissoïde  droite. 

1294.  —On  donne  la  courbe  y-  — ;  par  l'origine  des  coordonnées  on  mène  deux  rayons  rectan- 
gulaires  OM  et  ON,  et  Ton  demande  de  trouver  : 

1°  L'enveloppe  de  la  corde   MN  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  M.\  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette  droite; 

.■}»  Le  lieu  du  milieu  de  MN. 

V.   AUR.^MECU. 

1295.  —  Dans  un  baromètre  exactement  cylindrique,  le  mercure  se  tient  à  l  =  lOL-m  do  l'extrémité 
supérieure.  On  y  fait  passer  une  goutte  d'eau  et  une  bulle  d'air,  la  température  étant  t—  8°.  Le  mercure 
descend  de  A  =  Scm.  On  élève  la  température  à  {'  =  28°.  De  combien,  à  1  millimètre  près,  se  déplace  encore 
le  mercure?  La  goutte  d'eau  n'est  pas  entièrement  vaporisée,  m  dis  on  néglige  son  volume,  ainsi  que  tous  les 
effets  dus  il  la  dilatation  du  mercure  ou  du  verre- 

t'orces  élastiques  maxima  de  la  vapeur  d'eau  :  à  8°,     q  =  8"ii»  ;    k  28°,    q'  —  28"ii". 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air  :   a  =  -x^r-r- 
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que  j'aie  lu  depuis  longtemps,  ne  ressemble  guère  aux  traités  habituels  de  Mécanique,  où  leurs  auteurs  exposent 
hâtivement,  sous  une  forme  plus  ou  moins  claire  et  dans  un  ordre  plus  ou  moins  logique,  les  principes  essentiels 
su  rlesquels  cette  science  repose,  pressés  qu'ils  sont  de  parvenir  au  développement  formel  de  la  science  et  à 
l'exposé  de  procédés  de  calcul  utilisés  dans  les  applications. 

Je  suis  convaincu  pourtant  que  tous  ceux  qui,  comme  moi,  n'ont  pas  eu  le  temps  ou  le  courage  et  la 
volonté  nécessaires  pour  aborder  résolument  l'examen  des  notions  fondamentales,  tant  au  point  de  vue  histo- 
rique qu'au  point  de  vue  toujours  actuel  de  la  connexité  qui  existe  entre  les  phénomènes  éternels  de  la  nature, 
ont  le  plus  grand  intérêt  à  lire  et  à  méditer  cet  ouvrage  vraiment  exceptionnel.  Ils  y  compléteront  leurs 
connaissances,  projetteront  la  lumière  sur  bien  des  points  restés  obscurs  dans  l'en-seignement  artificiel  qu'ils 
ont  reçu  et  parviendront  ensuite  aisément  ii  grouper  les  faits  qu'ils  possèdent  en  un  tout  imposant  et  bien 
coordonné  qui  fatiguera  moins  leur  mémoire  et  plaira  davantage  à  leur  entendement.  Ils  seront  ainsi  conduits 
à  penser  par  eux-mêmes  aux  notions  fondamentales  de  la  Mécanique,  à  les  rapprocher  les  unes  des  autres  et  à 
saisir  les  relations  profondes  qui  existent  entre  elles. 

L'auteur  s'en  réfère  strictement  k  l'ordre  chronologique  et  expose  les  bases  fondamentales  de  la  Mécanique 
dans  l'ordre  même  de  leur  développement  historique.  11  nous  montre  d'aliord  comment  la  statique  prit  naissance 
dans  l'antiquité  f;recque  et  fut  dotée  par  Archimède  d'un  de  ses  principes  essentiels,  le  principe  du  levier.  11 
nous  montre  ensuite  Stevin  parvenant  au  principe  du  plan  incliné,  an  parallélogramme  des  forces  et  s'élevant 
déjà  jusqu'au  principe  des  déplacements  virtuels  qui  devait  plus  tard,  après  la  belle  démonstration  deLagrange. 
condenser  si  heureusement  toutes  les  lois  particulières  de  l'équilibre.  Il  expose  enfin  comment  les  lois  de 
l'hydrostatique  et  de  l'aérostatique  ont  découlé  graduellement  des  recherches  d'Archimède,  de  Pascal,  d'Otto 
de  Guérick,  etc.  Puis,  il  passe  à  la  dynamiqu  e  qui  tient  la  plus  grande  place  dans  son  ouvrage. 

Nous  y  voyons  d'abord  le.s  idées  intuitives  et  les  travaux  de  Galilée,  la  découverte  qu'il  fait  du  principe 
d'inertie,  de  l'accélération  et  du  rôle  que  la  force  joue  dans  le  mouvement,  puis  le  dernier  effort  qu'il  fait  dans 
cette  voie  pour  s'élever  au  principe  de  l'indépendance  des  mouvements  simultanés. 

Puis  viennent  les  travaux  d'Huyghens  sur  la  dynamique  des  systèmes  et  enfin  ceux  de  Newton,  qui  couronnent 
l'édifice  et  asseoient  la  Mécanique  sur  des  bases  solides  ei  suffisamment  larges. 

M.  Mach  nous  expose  avec  une  grande  simplicité  et  une  grande  sincérité  scientifique  les  efforts  et  les 
tâtonnements  de  tous  ces  illustres  penseurs  pour  arriver  à  l'explication  rationnelle  des  phénomènes  du  mouve- 
ment; il  nous  décrit  les  expériences  proprement  dites  ou  intuitives  qu'ils  ont  imaginées  pour  éclairer  leur 
esprit  et  justifier  ensuite  leurs  conceptions;  il  nous  montre  k  chaque  instant  le  pas  qui  vient  d'être  fait  et  la 
voie  nouvelle  où  la  science  s'engage  et  nous  fait  partager  sans  effoi-t  son  admiration  pour  tous  ces  grands 
précurseurs. 

Il  analyse  et  critique  leurs  méthodes,  leurs  idées  et  leurs  définitions,  rapproche  les  principes  les  uns  des 
autres  et  montre  les  profondes  analogies  qu'ils  présentent  et  parfois  leur  identité.  11  nous  apprend  à  ne  garder 
que  ce  que  les  faits  nous  doimenl  sans  rien  y  adjoindre  d'artificiel  et  d'inconnu. 

L'auteur  expose  ensuite  longuement,  sans  le  secoui-s  du  calcul  et  avec  une  profonde  habileté,  l'usage 
économique  que  les  successeurs  de  Newton  ont  fait  des  immortelles  découvertes  de  celui-ci  et  de  ses  prédéces- 
seurs en  établissant  ces  beaux  théorèmes  qui  facilitent  si  grandement  les  applications  et  reçoivent  à  leur  tour 
d'éclatantes  vérifications  expérimentales  :  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  le  théorème  de  la 
conservation  des  aires,  les  lois  du  choc,  le  théorème  de  D'Alembert,  le  théorème  des  forces  vives,  etc. 
Il  termine  par  un  important  chapitre  .siu'  les  r:ipports  de  la  Mécanique  avec  les  autres  sciences, 
.le  ne  puis  mieux  clore  ce  rapide  aperçu  qu'en  citant  textuellement  un  coui't  passage  de  l'introduction  que 
M.  Emile  Picard  a  mise  en  tête  de  ce  beau  volume  :  «  La  lecture  des  œuvres  des  fondateurs  de  la  Mécanique 
n'est  pas  facile,  et  ne  peut  être  abordée  avec  profit  par  tous.  Il  existe  fort  heureusement  un  livre  où  la  sûreté 
de  la  critique  s'unit  à  la  connaissance  approfondie  du  sujet,  je  veux  parler  du  Livre,  depuis  longtemps  classique 
en  Allemagne,  de  M  Mach,  sur  l'histoire  de  la  Mécanique.  M.Emile  iJertrand  a  bien  voulu  traduire  l'important 
ouvrage  du  savant  professeur  de  l'univorsilé  de  Vienne  ;  cette  traduction  sera  certainement  accueillie  en  France 


avec  reconnaissance.  » 


E.  H. 
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UN  PRINCIPE  DE  STATIQUE,  ÉTABLI    l'Ali  LA  MKTllUDE  DE  LAGRANGE 

par  M.  J.   Richard,  proresseur  au  lycée  Je  Dijon. 


La  fa(;on  dont  Lagrange  élablit,  dans  sa  Mihanique  analyliqm;,  les  |iiincipes  de  la  Stalique,  est  fort 
éloignée  de  celle  que  l'on  adopte  ordinairement.  Elle  est  certainement  inconnue  à  bien  des  lecteurs  de  la 
Revue.  Je  vais  l'exposer  aussi  brièvement  que  possible. 

Un  système  matériel  quelconque  assujetti  à  des  liaisons,  est  soumis  à  des  forces  données  ;  trouver  les 

conditions  d'équilibre  du  système. 

Commençons  par  considérer  un  système  très  particulier, 
les  moufles.  Une  moullc  se  compose  de  deux  châssis,  l'un 
fixe,  l'autre  mobile,  portant  des  poulies;  A,  B,  C,  I)  sont  les 
poulies  lixes,  E,  !•',  G  les  j)oulics  mobiles.  Au  châssis  inférieur 
est  attaché  un  fil  MR,  à  l'extrémité  duquel  on  peut  faire  agir 
une  force  quelconque  F,,  par  l'intermédiaire  d'une  poulie  de 
renvoi  H. 

Un  ûl  passe  successivement  sur  toutes  les  poulies  comme 
l'indique  la  figure  et  supporte  à  l'une  de  ses  extrémités  un 
poids  P. 

L'autre  extrémité  de  ce  fil  peut  èlre  attachée  à  un  point 
fixe,  ou  bien  ce  fil  peut  passer  sur  d'autres  moufles,  sur  les- 
quels agissent  d'autres  forces  F,,  F,,  ...,  F^,.  Après  qu'il  a 
passé  sur  les  poulies  de  la  dernière  moufle,  le  fil  est  attaché 
à  un  point  fixe. 

Considérons  d'abord  une  seule  rnoulle.  Nous  admettons 
que  les  fils  ont  pour  effet  de  transmettre  les  forces  sans  les 
altérer,  que  les  poulies  n'en  changent  que  la  direction.  Nous 
négligeons  le  poids  des  fils,  des  poulies  et  des  châssis.  Sup- 
posons que  la  moufle  ait  »,  poulies  mobiles  ;  n  — '.i  dans  la 
figure.  Le  châssis  inférieur  est  alors  supporté  par  2n,  cordons.  C'est  la  force  P  qui  agit  sur  ces  2n^ 
cordons.  Tout  se  passe  alors  comme  si  le  châssis  inférieur  était  tiré  vers  le  haut  par  la  force  2«,P  et 
vers  le  bas  par  la  force  F,. 

On  peut  donc  admettre  que  la  condition  d'équilibre  est     F,  =  2h,P. 

S'il  y  a  p  moufles  à  la  suite  les  unes  des  autres,  et  tirées  par  les  forces  F„  Fj,  ...,  F^,  ou  devra  avoir, 
en  écrivant  l'équation  d'équilibre  pour  chacun  d'eux,  et  remarquant  que  la  force    P  est  la  même  pour 

tous  : 

F,  =  2n,P,  F.2  =  2«,P, 

m,  (ij,  ...,  »j,  étant  les  nombres  de  poulies  mobiles  de  chaque  muulle. 


F,  =  2n,P. 
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La  force  F,  peut  être  supposée  appliquée  en  un  point  w,  de  sa  direction.  Supposons  que  w,  se 
déplace  inliniment  peu  et  vienne  en  t»;.  Soit  o,  l'angle  de  io,F,  avec  co.w',.  La  différence  Rtol  —  Rw,  est 
égale,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  t"  ordre,  à  io,(u;  cosç,.  Ce  déplacement  oblige  donc  le 
châssis  inférieur  de  la  moufle  à  baisser  de  cette  quantité  et  chacun  des  2»,  cordons  à  s'allonger  d'autant. 
Si  nous  supposons  des  déplacements  analogues  pour  les  autres  forces,  et  si  nous  appelons    S,,  83,  ...,  o„ 

ces  déplacements,  on  voit  que  le  poids    P    montera  de      2(»,o,  cos  o,  +  n^Oi  cos  (b. -t- 1- ";.5;- cos  tp,,), 

ou,  comme  nous  dirons  pour  abréger,  de  2i;?(o  costp. 

Considérons  maintenant  un  système  matériel  quelconque,  soumis  à  des  forces  F;,  F.i,  ...  F),,  appli- 
quées en  co,,  102,  ...,  10 j,;  supposons  qu'elles  soient  commensurables,  et  soit  P  leur  commune  mesure, 
de  façon  que  Fl  =  hiP,  FÔ  =  n^P,  etc.  ;  nous  pourrons  leur  faire  équilibre  par  les  forces 
F,,  F,  ...,  Fp  égales  et  directement  opposées.  Mais  à  l'aide  de  nos  moufles  nous  pouvons  faire  équilibre 
par  le  poids  P  aux  forces  F,,  Fj,  ...,  F^,  de  sorte  que,  au  point  de  vue  de  l'équilibre,  le  poids  P  produit 
le  même  effet  que  les  forces  F[,  F',,  ...,  F'^,.  Il  est  indifférent  de  considérer  le  système  matériel  donné, 
soumis  à  ces  forces,  ou  bien  le  système  matériel  donné  auquel  on  a  adjoint  les  moufles,  soumis  à  la 
seule  force  P. 

Or  considérons  ce  dernier  système.  Nous  admettons  qu'il  est  en  équilibre  quand  le  poids  P  ne 

peut  plus  descendre  et  seulement  dans  ce  cas.  Il  faut  donc  que  la  quantité  dont  monte  le  poids   P  ne 

puisse  être  négative.  C'est-à-dire  que  l'on  ait  pour  tous  les  systèmes  de  déplacement  2  compatibles 

avec  les  liaisons  du  système 

-«0  cos  o  >0. 

Supposons  que  le  système  de  liaisons  soit  tel  que  si  le  système  des  déplacements  S  est  possible,  le 
système  de  déplacements  de  sens  contraire     —  0    le  soit  aussi  :  on  devra  avoir     S( —  no  cos  ç)  ^  0. 
Cette  condition  ne  saurait  être  compatible  avec  la  précédente  que  si 

SnS  cos  o  —  0  ; 
comme    Fi  =  n,P,     F^  =  n^P,     etc.,  cette  condition  peut  s'écrire 

SnPo  coscf  =  0  ou  ÏF'o  cos  0  =  0. 

Or  — F,?,  costi,  est  le  travail  de  la  force  F'  dans  le  déplacement  o,.  La  condition  d'équilibre 
est  donc  que  la  somme  des  travaux  des  forces  données  soit  nulle  pour  tout  déplacement  compatible 
avec  les  liaisons. 

On  a  supposé  les  forces  commensurables.  Le  lecteur  établira  sans  peine  à  l'aide  d'un  raisonne- 
ment par  l'absurde  que  la  condition  d'équilibre  est  la  même  quand  les  forces  ne  sont  pas  toutes  com- 
mensurables. 

On  a  négligé  dans  les  déplacements  les  infiniment  petits  du  2"  ordre.  Or  supposons  que  le  système 
soit  défini  par  k  paramètres  indépendants  g„  q,,  . . .,  q,,,  ou,  suivant  une  expression  très  usitée  main- 
tenant, ait  k  degrés  de  liberté.  La  hauteur  du  poids  P  est  une  fonction  de  çi,  q^,  ...,  q^.  On  verra  sans 
peine  que  l'équation  SFl^i,;  cos  tp,  =0,  où  S,,;  désigne  ce  que  devient  le  déplacement  0,  quand  la 
variable  9,  varie  seule,  exprime  que  la  dérivée  de  la  hauteur  du  poids  P  par  rapport  à  q,  est  nulle. 
L'équation  dans  laquelle  ;  varie  de  0  à  /.■,  fournit  k  conditions  d'équilibre  et  ce  sont  justement  celles 
qu'on  obtiendrait  en  cherchant  les  positions  du  poids  P  les  plus  hautes  et  les  plus  basses. 

Je  vais  montrer  maintenant  comment  les  principes  de  la  statique  découlent  de  ce  principe. 

•1"  Parallélogramme  des  forces. 

Soient  deux  forces  F,*  appliquées  en  A.  Une  force  unique  II  pourra  les  remplacer  si  son  travail 
est,  pour  tout  déplacement  0  du  point  A,  égal  à  la  somme  des  travaux  des  forces  F,  <J>.  Cette  pro- 
priété exige  que  la  projection  de  R  sur  S  soit  égale  à  la  somme  des  projections  de  F  et  de  *.  Or  ceci 
n'a  lieu  que  si  R  est  la  somme  géométrique  de  F  et  de  <l'. 

2°  Equilibre  d'un  corps  solide  libre. 

Considérons  un  corps  solide  libre.  Comme  sa  position  dans  l'espace  est  déterminée  par  6  para- 
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mètres  (un  système  d'axes  mobiles  liés  au  corps  élanl  détermine  quand  on  donne  les  coordonnées  de 
l'orijiine  mobile  et  les  angles  '),  o,  ■!,  d'Euler),  il  y  aura  6  conditions  d'équilibre. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  ait  une  translation  ô  parallèle  àOX  ;  soient  (a:i,i/i,:i),  (a,-2,î/2,:2)5  ...,les 
coordonnées  des  points  d'application  des  forces,  (X,Y,Z,),  {X,\\Z^),  ...,  leurs  projections  sur  les  axes.  La 
somme  des  travaux  dus  à  la  translation  8  est  ÏX;î,  et  comme  elle  doit  être  nulle  on  doit  avoir 
IX,  —  0;     on  verra  de  même  qu'on  devra  avoir  pour  l'équilibre     SY,  =  0,     SZ,  =  0. 

Supposons  actuellement  qu'on  fasse  tourner  le  corps  d'un  petit  angle  a  autour  de  OX.  Si  les  coor- 
données d'un  point  sont  x,  y,  z,  en  posant  ;/  =  H  cosw,  :  =;  R  sinw,  on  voit  que  si  m  devient 
10  -h  a     on  a 

Sx  =  0,     ^'J  =  — Kï  sin  w,      o:  =:  Ra  cos  (u,  ou  ox  =  0,      oj/  =  — »;,     oz  =  xy. 

Le  travail  d'une  force  X,  Y,  Z  appliquée  au  point  {x,y,z)  est  alors  a(i/Z  — ;Y).  On  doit  donc 
avoir     Ï(i/,Z,  —  i,Y,j  =  0  ;     de  même  on  devra  avoir    i;(;,X,  —  x,Z,)  =  0,     S(x,Y,  —  i/,X,)  =  0. 

On  a  ainsi  les  six  conditions  d'équilibre  du  corps  libre.  On  obtient  facilement  d'une  façon  analogue 
les  conditions  d'équilibre  d'un  corps  gêné. 

En  terminant,  je  vais  déduire  de  là  la  composition  des  forces  parallèles.  Considérons  des  forces 
parallèles  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  fl,  f.  On  écrira 

Xi  =  F,  cos  a,  Yi  =  F,  ces  p,  Z,  =  F,  cos  •(•• 

Soit  R  leur  résultante,  A,  B,  C   ses  projections  sur  les  axes,  ?,  t,,  Ç  les  coordonnées  de  son  point 

d'application.  En  écrivant  que  la  force    —  Il    fait  équilibre  aux  forces  données  on  a  d'abord 

cosa.ïF.^A,  cos^i;F,  =  B,  cosy-SF,  =  C, 

ce  qui  montre  que  la  force  R  est  égale  à  ÏF„  et  fait  avec  les  axes  des  angles  a,  p,  y. 

Ensuite  on  a 

!()/,.  F,  cos  Y  —  3,Fj  cos  a)  —  rjR  cos  Y  -t-  ÇR  cos  a  =  0 

et  deux  autres  équations  analogues,  qui  se  réduisent  aux  suivantes  si  on  veut  qu'elles  subsistent  quelle 

que  soit  la  direction  des  forces,  c'est-à-dire  quels  que  soient  les  angles  «,  p,  f, 

v,r,F,  =  Ui,  -y.F.  =  r,R,  -z.V,  =  ÇR, 

équations  qui  fournissent  pour  t  ''„  ?  les  coordonnées  bien  connues  du  centre  des  forces  parallèles . 
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Eiudc  des  sections  planes  de  la  surface  S  passant  par  le  point  P. 

Soit  un  plan  R  passant  par  le  point  P.  Il  coupe  la  surface  S  suivant  une  courbe  C  qui,  d'après 
l'énoncé  même,  est  anallagmatique  par  rapport  au  grand  cercle  E  de  la  sphère  X  contenu  dans  le  plan 
R,  et  admet  la  définition  suivante  : 

La  courbe  G  est  le  lieu  des  cercles-points  des  faisceaux  de  cercles  dont  le  cercle  E  fait  partie  et  dont 
les  aaes  radicaux  sunt  les  projections  sur  le  plan  R  des  génératrices  G  du  paraboloïde  n. 

En  général,  ces  projections  enveloppent  une  parabole  H,  contour  apparent  du  paraboloïde  II  sur 
le  plan  R. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  le  contour  apparent  du  paraboloïde  II  se  décompose  en  deux  points, 
l'un  à  distance  finie,  l'autre  à  l'infini.  Ceci  se  produit  s'il  existe  une  génératrice  de  ce  paraboloïde  per- 
pendiculaire au  plan  R  c'est-à-dire  si  le  plan  II  contient  l'une  des  deux  normales  aux  plans  directeurs 
menées  par  P. 

On  retombe  ainsi  sur  la  génération  de  la  surface  S  indiquée  dans  l'énoncé  et  on  voit  de  plus,  par 
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un  raisonnement  immédiat,  que  les  doux  normales  aux  plans  directeurs  menées  par   P    sont  les  deux 
seules  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S  passant  par  P. 

Supposons  donc  que  le  contour  apparent  du  paraboloïde  n  sur  le  plan  R  est  une  vraie  parabole  H. 
Nous  allons  montrer  que  la  courbe  anallagmalique  C  est  une  cubique  et  trouver  en  même  temps 
ses  cas  de  décomposition. 

Cherchons  pour  cela  l'enveloppe  H,  des  axes  radicaux  des  faisceaux  de  cercles  déterminés  par  le 
cercle  E  et  par  les  cercles-points  M  de  la  droite  D,  prise  arbitrairement  dans  le  plan    R.    Le  point  de 

coatact  de  Ji  et  de  son  enveloppe  sera  la  limite  du  centre  radical 
du  cercle  E  et  des  cercles-points  M  el  M'  quand  le  point  M'  tend 
vers  M. 

Cette  position  limite  est  donc  le  point  I  tel  que  IM  soit  per- 
pendiculaire il  D. 

Le  point  1  est  tel  que  la  longueur  de  la  tangente  menée  de  1 
au  cercle  E  soit  IM.  Donc  son  lieu  est  la  parabole  Hi  bitangente 
au  cercle  E,  la  corde  des  contacts  étant  la  droite  D. 

La  parabole  H  el  la  parabole  H,  ont  trois  tangentes  commu- 
nes. Donc  la  courbe  C  est  du  troisième  degré. 
Cette  anallagmalique  ne  peut  donc  se  décomposer  qu'en  une  droite  et  un  cercle.  D'après  le  raison- 
nement précédent,  il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  qu'elle  contienne  tous  les  points  d'une  droite  D  que 
la  parabole  H  soit  bitangente  au  cercle  E. 

Ou  aura  donc  toutes  les  droites  de  la  surface  S  ne  passant  pas  par  le  point  P  en  résolvant  le  pro- 
blème suivant  : 

Etant  données  deux  quadriques  i]  et  VI,  trouver  tous  les  plans  R  sur  lesquels  les  contours  apparents 
des  d'.ux  quadriqucs  sont  hitangents. 

Ce  problème  se  transforme  en  le  suivant,  par  dualité  : 

Etant  données  deux  qnadriques  S'  el  FI',  trouver  combien  par  un  point  on  peut  viener  de  plans  les  cou- 
pant suivant  deux  coniques  bitangentcs. 

Les  8  plans  tangents  menés  par  le  point  aux  4  cônes  du  second  degré  contenant  l'intersection  des 
quadriques  S'  et  n'  répondent  à  la  question.  11  faut  montrer  que  ce  sont  les  seuls.  Considérons  en  effet  un 

plan  coupant  les  deux  quadriques  suivant  deux  coniques  bitan- 
gentes  en  U,  V,  le  pôle  commun  de  U,  V  étant  W.  Les  deux 
droites  conjuguées  de  U,  V  par  rapport  aux  deux  quadriques 
passent  toutes  duux  par  W.  Elles  forment  un  plan  qui  coupe  UV 
en  L'  dont  le  conjugué  harmonique  L  par  rapport  au  segment 
UV   a  même  plan  polaire  dans  les  deux  quadriques. 

Donc  le  plan  considéré  est  bien  tangent  à  l'un  des  cônes  du 

second  degré  passant  par  l'intersection  des  quadriques    S  et  n'. 

Nous  avons  donc  prouvé  que  les  seuls  plans  R  pour  lesquels 

le  cercle  E  et  la  parabole  H  sont  bitangents  sont  ceux  dont  les 

normales  contiennent  l'un  des  8  points  à  l'infini  des  4  coniques  doubles  de  la  développable  circonscrite 

à  la  sphère  S  et  au  paraboloïde  n. 

Ou  enfin  nous  avons  montré  que  la  surface  S  possède  10  droites  dont  deux  passent  par  P. 
La  recherche  des  sections  circulaires  do  la  surface  S  s'en  déduit. 
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1226.  —  Ot)  considère  tes  Jeux  surfaces  du  second  degré  (P),  (Q),  définies  en  coordonnées  rectangu- 
laires par  tes  équations 

(P)  ?/2  —  zx  —  a'-  =  0, 

(Q)  2//^  — .1--  — :t  — o.v  r=  0, 

où  a  désigne  vne  constante.  Soit  (C)  la  ccvr(/e  d'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

l"  Former  les  équations  des  projections  oi  thogonales  de  cette  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le 
plan  des  zx.  Construire  ces  courbes. 

2°  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (C)  sur  le  plan  des  zx,  on  déterminera  l'aire  com- 
prise entre  l'axe  des  x,  la  branche  supérieure  de  la  courbe  et  les  droites  qui,  dans  ce  plan,  ont  pour  équa- 
tions 

X  =  rt,  X  —  ov'3. 

3"  Soit  M  un  point  de  (C)  ;  parce  point  passent  deux  génératrices  reclilignes  de  la  surface  (P), 
qui  rencontrent  la  courbe  (C)  en  deux  points  Mi,  M',  autres  que  M.  Quel  est  le  lieu  (R)  de  la  droite 
MiM',  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C)  ?  De  quoi  se  composent  les  intersections  de  la  surface  (R)  avec 
chacune  des  surfaces   (P),  (Q)  ■"? 

4°  Par  le  point  M,,  précédemment  défini,  passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  M,M  ; 
Soit  Mo  le  point  d'intersection,  autre  que  M,,  de  cette  génératrice  et  de  la  courbe  (C);  par  le  point  M, 
passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  MoM,  ;  soit  M3  le  point  d'intersection,  autre  que  M,,  de 
celte  génératrice  et  de  la  courbe  (C);  on  continue  de  la  même  façon...  Démontrer  que  la  ligne  polygonale 
MMiMs...  se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  ligne  polygonale  obtenue  par  la  même  construction  en  rem- 
plaçant simplement  le  point  M,  par  le  point  M\. 

1.  La  projection  do  la  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xij  est  définie  par  réqualion 

X-  —  y-  +0)/  —  a-  =  0, 
qu'on  obtient  très  simplement  en  retranchant  les  équations  des  sui faces  (P)etQ);  cette  équation  repré- 
sente une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  le  point  io(o, 


ou 

ou  encore 

(1) 


et  pour  asymptotes  des  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  de  coor- 
données ;  elle  rencontre  O.r  aux  points  qui  ont  pour  abscisses    dza, 

.,11                 ,                           .     ,          "v'S 
et  la  demi-longueur  de  son  axe  est  égale  a   •    Ces  remarques 

sont  plus  que  suflisanles  pour  tracer  cette  hyperbole. 

Pour  avoir  la  projection  de  la  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xz,  il 
faut  éliminer  y  entre  les  équations  (P)  et  (Q).  La  première  donne 
y  =  ±\/zx-^a'-,  et  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on 
obtient 

:.r  —  j  -^  -I-  2a-  =  ±a\/zxT^-, 

(zx  —  a-2  -I-  2a-)^  —  a-{zx  +  a'-)  =  0, 


x^z  —  xf  -  a'xihx  —  3:)  h-  3rt*  =  0. 
Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  symélrique  par  rapport  à  l'origine;  elle 
admet  deux  points  doubles  à  l'infini  dans  les  directions    t  =  0,    :  —  x  =  0. 
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Pour  la  construire,  remarquons  que  le  premier  membre  est  du  deuxième  degré  par  rapport  k  .,  et 
en  l'ordonnant  par  rapport  à  celle  lettre  nous  avons 

^5^  -Jx'-  -  zxi^x'-  -  3n=)  -h  {X' -  a'W-  -  3a^)  =  0. 


l'ibaque  valeur  de  x  correspondent  ainsi  deux  valeurs  de  :  dont  nous  allons  étudier  la  réalité  et 

le  sisne  nuand  on  fait  varier  x.  . 

Puisque  la  courbe  est  svmélrique  par  rapport  à  Torigine,  il  suffira  de  donner  à  .  des  valeurs  pos.- 
tives  ■  on  construira  ainsi  la  moitié  de  la  courbe,  et  on  obtiendra  Vautre  mo.l.é  en  prenant  le  symétrique 
"       '  _  y  delapremièreparrapportaupomtO. 

Pour  que    :    soit  réel,   il  faut 
qu'on  ail     i.r-— 3n2>0     ou  puisque 

"v/3 
.T  est  suppose  positif,    a7>>  • 

av/3 


Nous 

ferons  varier  a;  de    ■ 

9. 

à      -1-00. 

Pour 

x 

av/3 

les 

deux   val 

3urs   de 

^ 

sont    égal 

es  à 

av/3 

Quand 

x 

varie  de 

av/3 
•* 

à  a,  les  signes  des  coefficients  sont 
respectivement  4-  -H  -H  ;  le 
théorème  de  Descartes  nous  fait 
voir  que  l'équation  admet  deux 
racines  négatives  ;  pour  a*  =  a, 
l'une  d'elles  prend  la  valeur  zéro, 
l'autre  la  valeur  — a.  Quand  a; 
croit  de  a  à  as/S,  nous  avons  les 
signes  -|-  h-  — ;  les  deux  raci- 
nes sont  de  si"-nes  contraires.  Pour  x  =  av'S,  la  positive  devient  égale  à  n>/3,  la  négative  s'annule, 
et  enûn  quand  x  croit  de  av'3  à  -h<xs,  les  deux  racines  sont  positives  et  augmentent  indéfini- 
ment. Ces  résultats  peuvent  être  représentés  par  le  tableau  suivant 


a^/3 
2~ 

a 

av/.j 

-H  00 

0^3 

2 

-       0 

-+- 

a/:\ 

-+- 

-+-  X 

av/:T 

-     —  a 

— 

0 

-+- 

-h  30 

Cette  discussion  nous  donne  la  branche  de  courbe  EDBACF,  qui  jointe  à  sa  symétrique  par  rapport 

/  av/3 

à  l'origine  constitue  toute  la  courbe  définie  par  1  équation  (1).    La  tangente  au  point  A     I  a- =  -^^  , 

z  = — —  ]     est  parallèle  à  0:,   car  pour   les  coordonnées  de  ce  point  f'.  est  nul  et  /^;   ne  l'est  pas. 

Cherchons  les  asymptotes.  Les  directions  asymptotiques  sont  définies  par  l'équation  x^(z  —  x)-=  0. 
Au  facteur  x  =  0  correspondent  des  branches  infinies  imaginaires,  puisque  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  zéro,  les  valeurs  de  :  sont  imaginaires. 
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Considérons  mainlenant  la  direclion  : — .t  =  0;  pour  délermincr  les  asymptotes  parallèles  à 
cette  direction,  nous  remplaçons  dans  l'équation  de  la  courbe,  écrite  sous  la  forme  (1),  :  par  a;-t-X  ; 
nous  obtenons 

.r'(X-  -  a')  -+-  :]a-lx  +  3rt'  =  0  ; 

nous  égalons  il  zéro  le  coefficient  de  x-,  nous  avons  l'équalion     À-  —  a- =  0,      dont  les  racines    ±n 
sont  les  ordonnées  à  l'origine  des  asymptotes.  Les  équations  de  ces  droites  sont  donc 

:  =  .(•  —  a, 

z  =  X  -h  a. 

La  première  rencontre  la  courbe  au  point  B(«,  0),  la  deuxième  au  point  B'( — n,  0).  Comme 
chaque  asymptote  ne  peut  rencontrer  la  courbe  qu'en  un  point  à  distance  finie,  il  n'y  a  pas  d'autre  point 
de  rencontre,  et  la  courbe  se  trouve  placée  par  rapport  à  ses  asymptotes. 

2.  Nous  avons  à  calculer  l'aire  du  triangle  mixiiligne  BCD;  elle  est  égale  à  l'intégrale  définie 

A  =   /'"^^rfx, 
«/  fi 

z  désignant  la  racine  positive  de  l'équation  Ci]  quand  a-  varie  de  n  à  a^3.  Celte  racine  est  égale  à 

2ar2  —  3a»  -i-  av/4p^=^3ï- 


2a; 
nous  avons  donc 


Ja  \  Sx 

L'intégrale  indéfinie  est  égale  à 


3a2        a/4.r2  — 3a'\  ,  . 


/„,,_^/:^^l/.ïï!^.,, 


ou 


(3)  -2" 2"  ^^"^2'' 

en  posant 

J  X 

Celle  intégrale  peut  s'écrire  successivement 

1=  f^^^^m,x=  r/f^^  ,-3a-r  r-^ 

,1    x^Ax-—'ia'  J   v/4a;-  — 3a-  J   x</ix''      3 


I  =  s/ix'  —  -àa'- 


av/3    /    _ 


■M' 
2x" 


I  =  v/4.e^  —  'Sa^  H-  as/3  arc  sin 

2.1. 

L'intégrale  indéfinie  (3)  prend  alors  la  forme 

F{x)  —  — — -  Lx'  -(-  —  v'4x»  —  3a-  -^ ^  arc  sin  -^ 

2  2  2  2  2x 

et  l'intégrale  définie  A  a  pour  valeur 

A  =  r(av/3)  —  F(a). 
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Or 


nous  en  déduisons 


F(n^3]  = 

3«;         3a'  ^  ,     .-.        3a' 

2           2    I>v/3)+    ^,    + 

2 

F(a)  = 

a'        3a-  ,           a-        a-J3 
2           ^    '^""^   2  ^     2 

A-a<2       ^L3       -■^'). 
\           4                12   / 

■  y 

3.  Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  la  surface  (P)  peuvent  être  représentés  par  les  équations 

1/  -t-  a  =  nz,  I    y  -j-a  =  vx. 


(I)  X  (II)  . 

Iy-a=-,  ly-a=-, 

deux  génératrices  de  systèmes  difTérents  se  coupent  en  un  point  qui  a  pour  coordonnées 

2fn<  _    a(uv  -h  l)  iav 


l  lir  —  1 

Pour  écrire  que  ce  point  est  sur  la  courbe  (C)  il  suflit  de  remplacer  x,  y,  z  par  ces  valeurs  dans 
l'équation  de  la  surface  (Q)  ;  nous  obtenons  ainsi,  après  un  calcul  facile, 

(4)  wV  — 4u^  +  3  =  0. 

A  tout  ensemble  de  valeurs  de  m  et  de  v  correspond  un  point  de  la  surface  (P)  ;  on  peut  consi- 
dérer Il  et  V  comme  les  coordonnées  curvilignes  de  ce  point.  L'équation  (4)  est  alors   l'équation  de  la 
courbe  (C)  en  coordonnées  curvilignes. 
Soient  uo,  v,,  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  M  de  la  courbe  (C).  Nous  avons 

(oj  t'î'-'i—  it'l  +  'i  =  0. 

La  génératrice  du  système  (I)  qui  passe  par  le  point  M  a  pour  équation  u  —  iia;  elle  rencontre 
la  courbe  (C)  en  deux  points  dont  les  v  sont  racines  de  l'équation  MjO'^  —  4m5 -(- 3  =  0.  Comme  l'une 
des  racines  est  «„,  l'autre  est    — v^,  le  point  M,  a  donc  pour  coordonnées     u  =  «„,     v  =  — v„. 

On  voit  d'une  manière  analogue  que  les  coordonnées  du  point  Ml  sont    m  =  —  «„,  v  =  t'o. 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  cartésiennes  de  ces  deux  points  sont 

2aM„  a(ii„v,  —  \  )  2nî)„ 


•*''=-    ,.  „     ,    ,  ^  î/i 


1  ■  w„y„  -f-  1  «„«„  +  1 

2aM„  ,         a(M„«„  —  1  )  ,  2r7i)„ 


y.  = 


on  en  déduit  aisément  les  équations  de  la  droite  M,M'i 


f/(M„Wo     -1) 


Vf^x  -\-  u„z  =  0. 


«o«'o  +  1 

Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  éliminer  u„  et  v^  entre  ces  équations  et   la  relation  (5)  pour  avoir  le  lieu 
engendré  par  la  droite  MjM;  ;  nous  obtenons  ainsi  l'équation 

(S)  z{y'  -  ay  +  a')  —  x{y'  -  a=)  =  0, 

qui  représente  un  conoïde  (S)  dont  le  plan  directeur  est  le  plan  des  xz  et  dont  l'axe  est  Oy. 

La  courbe  (C),  commune  aux  surfaces  (P)  et  (Q)  est  évidemment  située  sur  ce  cono'ide,  puisque  cette 
courbe  rencontre  en  deux  points  les  génératrices  M|M,'  du  conoïde. 

11  en  résulte  que  la  courbe  (C)  fait  partie  de  l'intersection  de  la  surface  (S)  avec  chacune  des  surfaces 
(P)  et  (Q)  ;  c'est  ce  que  nous  allons  d'ailleurs  vérifier  analytiquement. 

Eliminons  :  entre  les  équations  (P)  et  (S),  nous  obtenons 

(?/'  —  a')(?/-  -  ay  +  a'  -  x']  =  0, 
qui  représente  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  l'intersection  des  surfaces  (P)  et  (S). 

Au  facteur     y' ~  a;/ -^  a"- —  x-    correspond  la  courbe  (G)  et  au  facteur  y" —«'  correspondent  deux  1 
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droites    3  =  0,     y  —  a  —  0    et    i  =  0,     y-i-(i=0.     L'intersection  des  deux  surfaces  se  compose 
donc  de  la  courbe  (C)  et  de  ces  deux  droites. 

En  projetant  sur  le  même  plan  l'interseclion  des  surfaces  ((J)  et  (S)  nous  avons 

C^'f  -  'i-  -  «!/)(£/'  —a>J+  «')  —  ■i-'iy'  —a^)  =  0 
ou 

y(2y  -  a){y'  -  a>j  +  a^-  -  x"-)  =  0, 

ce  qui  montre  que  l'intersection  des  surfaces  (Q)  et  (S)  se  compose  de  la  courbe  (C)  et  des  deux  droites 
»/  =  0,     : -H  a-  =  0     et     :i/ —  a  =  0,     ;  +  x  =  0. 

4.  Nous  avons  vu  que  l'équation  de  la  courbe  (C) en  coordonnées  curvilignes  était  u^u' —  4m^-i-  3  =  0; 
on  en  conclut  que  toute  génératrice  de  la  surface  (P)  appartenant  au  système  (1)  rencontre  la  courbe  (C) 
en  deux  points  dont  les  u  sont  égaux  et  dont  les  u  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  De  même,  toute 
génératrice  du  système  (II)  rencontre  (C)  en  deux  points  dont  les  u  sont  égaux  et  de  signes  contraires 
et  dont  les  v  sont  égaux. 

Cela  posé,  soient  i(„,  «„  les  coordonnées  curvilignes  du  point  M;   celles  du  point  M,  sont      uo)  — «o» 
celles  du  point     Mo,  —  u„,  — «„;      celles  du  point     M,,  —  u„,  «o,     et  enfin,  celles  du  point  M»,  uo  et  î'„. 
Par  suite  le  point  M4  coïncide  avec  le  point  M  ;  ce  qui  montre  que  la  lif;ne  polygonale  MM,  M2...  se  ferme. 
Même  démonstration  pour  la  ligne  polygonale  obtenue  en  partant  du  point  M,'. 

J.  D.  DUFAUT,  à  Poitiers 
Bonnes  solutions  par  MM.  li.  Houtaist:  J.  Haag;  H.  I  tKEVBE;  C.  Gbolleau,  surveillant  général,  lycée  de  Marseille. 
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Physique. 

1232.  —  Un  pendule  compensé  oscille  devant  le  balancier  d'une  horloge  ballant  exactement  la  seconde. 
On  observe  vne  première  cdincidence  à  l''52°'37^  et  une  seconde  à  2''15"'6^,  les  deux  pendules  marchant 
dans  le  même  sens,  le  pendule  composé  ayant  pris  de  l'avance  sur  le  balancier.  La  longueur  du  pendule 
synchrone  du  pendule  composé  est  99  cenlim.  U  .  Le  terme  dû  à  l'amplitude  est  négligeable. 

Quelle  est  l'intensité  de  la  pesanteur  en  cet  endroit  ? 

Au  même  endroit,  la  hauteur  du  baromètre  est  exactement  733  millim.  33  à  un  certain  moment,  la  tem- 
pérature du  mercure  étant  18°  6.  Quelle  est  en  unités  C.  G.  H.  (baries),  la  pression  atmosphérique  à  ce 
moment  ? 

Densité  dumercure  à  0»  13,596.  Coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  0,00018. 

Les  deux  époques,  réduites  en  secondes,  sont  respectivement 

1x60x60^- 32X60 -h37  =  6757, 

2x60x60 -h  15x60 H-    6:^8106. 

Dans  l'intervalle  de  1349*2^  le  pendule  composé  a  fait  2  oscillations  de  plus,  soit  1351.  La  durée  de 

1349 
son  oscillation  est  donc  -7^—7-  et  la  formule  du  pendule, 
13ol 


nous  donne,  tous  calculs  faits. 


•T  TzH 

—  ou  q  =  ~~r: 


g  =  981,08. 
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Pour  calculer  la  pression  atmosphérique,  appliquons  la  formule  fondamentale  de  l'hydrostatique 

P  = 
en  ayant  soin  d'exprimer  h  en  centimètres 


v=''^'J  =  ^'TT^o 


13,596 


p  =  1001 322. 


X  981 ,08, 


Chimie. 


1233.  —  On  fait  passer  un  courant  de  chlore  sec  sur  du  bore  et  on  recueille  un  liquide  dont  la  densité 
de  vapeur  est  4,065. 

On  demande  la  formule  du  corps  ainsi  obtenu,  riant  donné  qu'en  en  dissolvant  1  gramme  dans  de  l'eau 
en  excès,  on  obtient  un  liquide  acide  qui  exige  pour  être  saturé  à  l'hélianthine  :2o'='=,3  d'une  dissolution  de 
soude  contenant  40  grammes  de  NaOH  au  litre. 

B=ll,  Cl  =33,5,  Na^-23. 

L'acide  borique  est  sans  action  sur  l'hélianthine  et  l'e.vpérience  fait  connaître  la  quantité  d'acide 
chlorhydrique  produit  dans  l'action  de  l'eau  sur  le  chlorure  de  bore.  La  dissolution  de  soude  renferme 
juste  une  molécule  par  litre,  une  milli-molécule  par  centimètre  cube  ;  23"', 3  saturent  donc  23,3  milli- 
molécules  d'acide  chlorhydrique  qui  contiennent  un  poids  de  chlore 

25,3x33,5  —  905,25  milligrammes. 
Or  le  poids  moléculaire  du  liquide  en  question  est  environ 

4,065x28,8  r=  117. 
Si   1000   milligrammes  de  ce  liquide  contiennent    23,3    atomes  de    chlore,    117   milligrammes    en 

117  X23,5        „  _„        .     ,  -  j-       o 
contiennent     ~    '         c  est-a-dire  3. 

D'autre  part,  les  1000  milligrammes  du  liquide  contiennent  un  poids  de  bore  égal  à  1000—905,25=94,73, 

117xyi,73  ,  ,.      . 

117  milligrammes  en  contiennent     -— — =  1!,08,     cest-a-dire  i  atome. 

Le  poids  moléculaire  du  liquide  est  donc  formé  de   trois  poids  atomiques  de  chlore  et  d'un  poids 

atomique  de  bore  et  sa  formule  est 

BCP. 
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1217.  -  On  considère  dans  un  plan  un  faisceau  de  coniques  homofocales  S  et  un  cercle  V  de  centre  C. 

1»  //  existe  quatre  coniques  "^  tangentes  au  cercle  r  ;  soient  A,,  A,,  A3,  A»  les  quatre  points  de  contact  et 
Ti,  Tj,  T3,  T»  les  tangentes  au  cercle  r  en  ces  points  ;  démontrer  que  le  quadrangle  de  ces  quatre  points  et  le 
quadrilatère  de  ces  quatre  tangentes  ont  même  triangle  diagonal  PQR. 
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2°  On  fait  va  ricr  le  rayon  du  cercle  1",  le  centre  C  restant  fixe,  déterminer  le  Heu  des  points  Ai,  A2,  A3,  A,, 
Penveloppe  des  tamjentes  T,,  T>,  T3,  T,,  le  Uni  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  deux  à  deux,  le  lieu 
des  sommets  du  triangle  PQR  et  Venveloppe  des  côtés  de  ce  triangle. 

3"  L'enveloppe  des  tangentes  T,,  To,  T;,,  T,  est  une  parabole  II  tangente  aux  axes  des  coniijnes  i;  en  des 
points  M  e/ N.  Comment  doit- on  faii-e  varier  le  point  C  pour  que  la  corde  MN  passe  constamment  par  ce 
point  C  ?  Dfterm  iner  dans  ce  cas  l'enveloppe  de  MN,  ainsi  que  le  lieu  du  foyer  el  l'enveloppe  de  l'axe  de  la 
parabole  II, 

1.  Prenons  pour  axes  les  axes  des  coniques  homofocales  ï,  désignons  par  II  le  rayon  du  cercle  r 
et  par  a-j,  j/„  les  coordonnées  de  son  centre  C,  Ecrivons  les  équations  tangentielles  du  cercle  C  el  d'une 
des  coniques  x 

(1)  f[v.,v,  M')  =  (wa-j  +  vy^  H-  lof  —  R!(u2  -H  «=)  =  0, 

(2)  ?(m  ,  f ,  iv)  =  a'^u-  -t-  b-v'  —  «'2  +  ),(m^  +  r-)  =  0  ; 

nous  allons  chercher  à  déleiminer  X  do  façon  que  la  conique  soit  tangente  au  cercle.  Il  suffit  pour  cela 
d'écrire  qu'une  tangente  au  cercle  a  même  pôle  par  rapport  aux  deux  coniques,  on  doildonc  avoir 


Jl 


/;: 


ou,  en  posant    wa„  -f-  vy„  +  w  ^  P, 


x„P  — 112« 


Î/„P  -  RH- 


ahi  +  Xu  b-v 

Eliminons  X  entre  ces  deux  équations,  nous  avons 

P[chiv 

Les  équations    P 


■  /.y 


«"!/»  • 


=  0, 


Fig.  1. 


0,    f{u,  0,  tv)  —  0    déterminent  les  droites  isotropes  qui  passent  par  le  point  C; 

on  peut  les  considérer  comme  des  tangentes 
communes  au  cercle  et  à  la  conique  du  fais- 
ceau (2)  qui  se  réduit  aux  points  cycliques. 
C'est  une  solution  singulière. 

Il  existe  donc  quatre  coniques  du  faisceau 
(2)  tangentes  au  cercle    r,   et  les  tangentes  Ti, 
T2,  T3,  T,  aux  points  de  contact  sont  définies  par 
les  équations 
f[u,  V,  IL')  =  0,      c-uv  —  wwi/„  -+-i'«.'j;„  =  0. 

D'une  manière  générale,  étant  donnés  qua- 
tre points  Al,  Ao,  A3,  At  sur  une  conique  quel- 
conque, et  les  tangentes  Ti,  T,,  T3,  T4  en  ces 
points,  les  points  diagonaux  du  quadrangle 
A1A2A3A1  sont  les  points  de  rencontre  des  dia- 
gonales du  quadrilatère  complet  formé  par  les 
diagonales  ;  celte  propriété  est  une  consé- 
quence du  théorème  de  Brianchon  appliqué  au 
quadrilatère  ou  encore  de  ce  fait  que  lorsque 
deux  coniques  sont  bitangentes  à  une  troisième, 
les  cordes    de  contact  se  coupent  en   un  des 


centres  d'un  couple  de  sécantes  communes  aux  deux  premières  coniques  {fig.  1). 
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2.  Gomme  l'équation 

(3)  c-uv  —  uivij„-\~vwx„  =  0 

est  indépendante  de  R,  elle  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  taagentes  T,,  T^,  T,,  T,,.  Elle 
représente  une  parabole  (n)  tangente  aux  axes  de  coordonnées,  nous  l'étudierons  dans  la  troisième 
partie. 

On  peut  déterminer  analytiquement  les  points    Ai,  A,,  A3,  Aj  par  le  même  calcul  que  plus  haut  en 
partant  des  équations  ponctuelles  du  cercle  et  d'une  des  coniques  ï: 

(4)  F(x,  y)  =  {x-  x,y  +  (y  -)/„)--  R^  =  0, 

(5)  ...(.,,)  ^-^-+_^- 1=0. 

Pour  écrire  que  ces  deux  coniques  sont  tangentes,  nous  exprimerons  qu'un  point  {x,  y)  du  cercle 
a  môme  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques,  ce  qui  donne 

x  —  x,     ^    y —  y,     _    —  x,{x  —  .r„)  —  y„(y  —  y,)  —  R^ 
X  ?/         ~  ~  ^ 


a:'  -H  À  i-  -H  À 

et  en  éliminant  X,  on  obtient 

((>)  cHx  —  x„){  y  —  ?/„)  +  (xy,  —  yx,)[x,{x  —  a;„)  -1-  yo(y  —  ]/„)  +  R']  =  0. 

Les  points  A,,  A.,  A3,  Aj   sont  déterminés  par  les  équations  (4)  et  (6),  et  en  éliminant  R'^  entre  ces 
équations,  nous  obtenons  le  lieu  de  ces  points. 

Nous  avons  ainsi 

c\x  - xa){y  -  !/o)  +  {xy,  -  yx,)[x,(x  -  x„)  +  y^{y  - 1/„)  -\-{x-  x,y  -h  (y  —  yo)']  ■-=  0, 
ou,  en  transportant  l'origine  au  point  C{x„,  j/„), 

(x'  +  y')( ''y^  -  yx,)  -+-  (xy„  -  yx,)[xx„  ■+-  </y„)  +  c'^xy  =  0. 

On  reconnaît  l'équation  d'une  strophoïde  ayant  pour  point  double  le  point   G,    et  pour  asymptote 
une  parallèle  à  OC. 

Gherchons  maintenant  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes   T,,  Ta,  T3,  T4  deux  à  deux. 
Soit  M(a,  p)  un  point  du  lieu,  nous  allons  écrire  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  au  cercle  et  à  la 
parabole  (3)  ont  mêmes  coelTicients  angulaires.  Les  équations  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes 
issues  du  point  [a,  ^)    à  ces  courbes  s'obtiennent  en  écrivant  que  la  droite     y  —  p  =  ni{x — a)      est 
tangente,  ce  qui  donne 

(inx„  —  i/„  -H  (3  —  lin)'-  —  l\-(m-  +  1  )  =  0,  —  c~m  -!-(?—  ma)(—  my„  —  x-,,)  =  0 

m%X,  -  a)^  _  R2]  _2mK  -a)(;/„  -  p)  +  {y„  -  p)^  -  R'^  =  0, 
m-a)/„  H- m(ax„  -  |3,/„_  c'')—  ^x„  =  0. 
Pour  que  ces  deux  équations  aient  mêmes  racines,  il  faut  qu'on  ait 

(a;„-«)'-R^    ^    -2K-a)(y,-fi)    ^    (t/„-P)^-R^ 
"Ui,  «-r^-Pv^-c^  —  fl.r„ 

Eliminons  R^  entre  ces  équalions,  remplaçons   a  et   p   par  x  et   y,  nous  obtenons  l'équation  du 
lieu 

(x-x„y--{y—y,)-    _    -  2(x-i-„)(j/-y„) 


a-'î/o  +  2/^o  xx^  —  yy,—  c'- 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs,  cl  en  transporlant  l'origine  au  point  [x^,  y^), 
(.r'--h  y')(xx,  -t-  i/)/o)  +  (■«'  -  y-Xx'i  -  yl  -  c')  -t-  ixyx.y,  =  0. 
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Celte  équation  représente  encore  un  strophoïde  ayant  pour  point  double  le  point  C,  mais  dont 
l'asymptote  est  perpendiculaire  à  OC. 

Les  points  P,  Q,  R  sont  les  pùles  doubles  du  faisceau  ponctuel  défini  par  les  coniques  (4)  et  (6). 
Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  C,  l'équation  du  faisceau  est 

).(.r»  +  y-  -  R-)  -+-  e-xxj  -H  (xi/o  -  yx^Mxx^  -h  ;/;/o  h-  R')  =  0, 
et  les  pùles  doubles  sont  délinis  par  les  équations 

2>x  4-  c^v  +  aro(a;j/„  —  i/a;„)  +  î/„(ix„  -1-  lyj/o  -4-  R^)  =  0, 
2X1/  -H  c^x  H-  i/o(a;î/o  -  i/a;„)  —  x^{xx^  h-  j/y,  +  R-   =  0, 
-  2X -t- a;j/„  —  )/.r„  =  0. 
MuUiplions ces  équations  respectivemenl  par  a-n,  »/„  et    -rx„  +  yijn,    nousoblenons 

c^(j/a-„  -+- xy„)  -+-  {xl  -h yi)(xy,,  - yx„)  -h  (rr,,  4-  yy„)(x^j„ -  yx„)  =  0. 
C'est  l'équation  du  lieu.  Elle  représente  une  hyperbole  équilalère  dont  les  directions  asymptotiques 
sont  OC  et  la  direction  perpendiculaire  à  OC. 

Enfin,  les  côtés  du  triangle  PQR  sont  les  côtés  du  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  (1)  et 
(3).  Considérons  le  faisceau  tangentiei  défini  parées  coniques 

X(c'wt)—  mryo-hvu'Xg)  -h{ux„-i-vy^-\-wy'  —  R*(t('-  +  f^)  =  0, 

et  égalons  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  par  rapport  à   u,  i\  u\    nous  aurons  des 

équations  admettant  comme  solutions  les  coordonnées  tangentiellcs  des  côtés  du  triangle  PQR.  Nous 

avons  ainsi 

X(c'-«  —  wy^)  -+-  2a-„P  -  2R=w  =  0, 

X(e»M  +  !rxo)  -+-  2)/„P  —  2R-'y  =  0,  (P  =  iix„  +  vy„  -h  w). 

\(-uy„-hvx„)-h'iP-0. 

Eliminons    X  et    R"  entre  ces  trois  équations;  pour  cela  multiplions  la  première  par     —v,     la 

2P 

seconde  par   «,    et  ajoutons  ces  deux  équations:  puis  remplaçons  X  par ,     nous  obtenons 

iiy„  —  vx, 

après  suppression  du  facteur  P 

c-{u^  —  r^)  -f-  ir{ux^  -t-  vy„)  -+-  (  uy„  —  vx„)-  =  0. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  cherchée  ;  elle  représente  une  parabole  dont  l'axe  est 
parallèle  à  OC. 

3.   L'enveloppe  des  tangentes  T,,  T,,  T3,  Tt  est  la  parabole  n  définie  par  l'équation  tangentielle 

(3)  3(1/,  f,  M')  ^  c-uv  —  mcyo  +  vir.r^  =  0. 

Elle  louche  les  axes  de  coordonnées  en  des  points  dont  les  équations  tangenlielles  sont 

OÙ  =  c-v  —  wy„  =  0,  g;.  =  chi  -4-  tex,,  =  0  ; 

le  point  M  où  elle  touche  Ox  a  pour  abscisse    — >    et  le  point  N  où  elle  touche  Oy  a  pour  ordonnée 

X(, 

;    par  suite  l'équation  de  la  droite  MN  est 

2/0 

a^^o  -  yyo  —  c'  =  0. 

Pour  qu'elle  passe  par  le  point  C,  il  faut  qu'on  ait  xl—  yl  —  c'  =  0.  Dans  ce  cas  le  point  C 
décrit  l'hyperbole  équilalère    x-  —  y-  —  c=  =  0. 

Comme  la  tangente  au  point  (xq,  ?/„)  à  celle  hyperbole  est  précisément  la  droite  MN,  on  voit  que 
l'enveloppe  de  MN  n'est  autre  que  l'hyperbole,  lieu  du  point  G. 

Le  foyer  de  la  parabole  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  droite    MN. 
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Nous  aurons  le  lieu  du  foyer  en  éliminant  x„,  ;/„   entre  les  équations 

Xù  J/o 

Des  deux  premières  on  tire     x^  =     f  ^   ., .    i/o  =  "i ^'    et  en  portant  ces  valeurs  dans  la 

'  X-  -h  y-  V  -+-  y 

troisième  on  a 

(x'  +  ?/'-)-  -  c%x^  -  y')  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  lemniscate,  qui  est  la  podaire  de  l'hyperbole  x''  —  y-  —  c-  =  0  par  rapport 
à  l'origine. 

L'axe  de  la  parabole  (3)  est  la  droite  dont  le  pôle  est  à  l'infmi  dans  la  direction  perpendiculaire  à 
cette  droite,  par  suite  les  coordonnées  de  cet  axe  sont  déterminées  par  les  équations 

^  =  ^,       7,;=o 

U  V 

ou 

■ ^  =  ,  —  uj/o  +  vx„  =  0. 

u  V 

Éliminons  a-j,  î/„  entre  ces  équations  et  la  relation  r,^  — y^  —  c-  =  0,  nous  obtenons  l'équation 
tangentielle  de  l'enveloppe  de  l'axe 

(7)  c%u'  —  v'f  —  w'iu''  -+-  u'-)-  =  0. 

Elle  représente  une  courbe  de  sixième  classe  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

Pour  construire  cette  courbe  nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  des  axes 
primitifs.  L'équation  tangentielle  de  la  courbe  par  rapport  aux  nouveaux  axes  s'obtient  en  remplaçant 
dans  l'équation  (7)    u  +  v     par  liji  et    u — v     par    — l'y^â,     ce  qui  donne 

Sc-uhj''  -h  w-(î<-  +  1'=)'  =  0. 

Ceci  montre  que  u   et   o  doivent  être  de  signes  contraires.  Posons     u  =  —  t-v,     nous  obtenons, 

après  avoir  divise  par  v,     v-  =  — — p;^ >     ou 

.=    ^"<''\'\  (.=±1) 

et 

«  = — — 1 

2c«v/2 
par  suite  l'équation  de  l'axe  peut  s'écrire 

—  z{l'-  +  i)f'x  -4-  e(<'  4-  1  )?/  -+-  2c«Vâ  =  0. 
Aux  deux  valeurs    de    =.,    dzl,    correspondent  deux  droites  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 
D'ailleurs  changer  le  signe  de  e  revient  à  changer  le  signe  de  t,  il  suffira  donc  de  considérer  la  droite 

—  <2«4  4-1  )x +  ((*  +  !  )y+2c<  Va  =  0, 
et  de  chercher  son  enveloppe  quand  l  varie  de    — oo     à    -l-oo. 

Prenons  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  /,  nous  avons 

-  .i-(3/'  4-  1)  -H  2/2iy  -1-  3/Cv/-2  =  0, 

et  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  a;  et   ;/,  nous  obtenons  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'enveloppe  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  /. 

ra     '('''-3)  ,7i     <'(3<*  — 1) 

a;  =  —  Cl/2.  -^ -,  11=  — cv/2.  ^^ -• 

(/^  +  1)'-  ■'  (''-H  1)2 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  est  du  huitième  degré.  En  changeant     t  en  —  t,     x  el  y  changent  de 
signe,  donc  elle  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  et  il  suffira  de  donner  à  /  des  valeurs  positives. 
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De  plus  si  l'on  change  «en  —,  x  se  change  en  —y  et  y  en  —  x,  par  suite  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à  la  deuxième  bissectrice  des  axes. 

En  résumé,  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  bissectrices  des  axes,  et  on  obtiendra 
le  quart  de  cette  courbe  en  faisant  varier  <  de  0  à  1. 

Les  dérivées  de  x  et  de  ;/  par  rapport  à  l  sont 


dx 


cv^S. 


3/*  — 26<'-i-3                  dxi           ,-     m<8_26/'+3) 
— —  =^  cJ2.  — — 

dt        ^  [t'  +  iy 


[l'+iy 

On  voit  aisément  que  le  trinôme    3:^  —26:  -(-3     a  une  racine  :,  comprise  entre  0  et  1,    et  cette 


racine  est  plus  petite  que  — -î  par  suite  les  valeurs  remarquables  de  t  sont 
avons  le  tableau  de  variations  suivant  : 


0,  y.-,  {/j 


et  1,  et  nous 


/ 

0 

i/r, 

v/| 

i 

dx 
dt 

-+- 

— 

— 

dy 
dt 

-t- 

— 

— 

X 

0 

croît 

max 

décroît 

9c  72 
873 

décroît 

Csf-2 
2 

y 

0 

croit 

mnx 

décroît 

0 

décroit 

cV2 

2 

/-.     Le  point  correspondant 


ce  qui  donne  la  branche  de  courbe  ci-contre  (fig.  2). 

Le    coefficient    angulaire    de    la 

tangente  en  chaque  point  est  égal  à 

dy^ 

dx 

à    t  =  v'î,    est  un  point  de  rebrous- 

sement. 

Achevons  par  symétrie  par  rap- 
port aux  bissectrices  des  axes  Ox' 

et  Oy',  et  en  rétablissant  les  axes 

primitifs  Oa;  et  Oy  nous  obtenons 
la  figure  3.  On  peut  remarquer  que  la  courbe  est  tangente  à 
l'hyperbole     x^  —  y- — c-  =  0     en  ses  sommets. 

J.  LOUIN,  lycée  de  Toulouse. 

Bonnes  solutions  par  M.  Parbod,  a  Vcsoul,  et  par  M.  J.  Haag,  qui  a  envoyé  eti  outre  une  excellente  solution  géométrique 
que  le  manque  de  place  nous  empêche  d'insérer. 


\ 

y 

1 

,.  \ 

1  ^ 

'\\ 

/  ^  ^' 

^\ 

/l^ 

\\ 

A 

r'/ 

\          F                X 

r/ 

\\ 

// 

\  \\ 

■^  / 

/ 

\\  \ 

■^    / 

w  ^ 

-^     / 

\\        \ 

'  / 

\       ^ 

Fig.  3. 


1218.  —  Etant  donnée  vue  ellipse  rapportée  à  ses  axes, \-  -j^  —  1=0,     on  mène  la  tangente 

et  la  normale  en  un  point  M  de  celte  courbe.  Ces  droites  rencontrent  Qx  respectivement  en  A  et  A',  et  Oy 
en  B  et  B'.  Les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  AA'  et  BB'  se  coupent  au  point  M  et  en  un  autre  point  P. 
Démontrer  que     OMxOP  =  a^  — é^     et  trouver  le  lieu  du  point  P  quand  le  point  M  décrit  Vellipse. 
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Los  droites  OA  et  B'M  sont  deux  hauteurs  du  triangle  ABB',  par  suite  la  droite  BA'  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  AB'  au  point  P  où  ces  deux  droites  se  rencontrent.  Par  suite  ce  point  est  le  second 
point  de  rencontre  des  cercles  décrits  respectivement  sur  AA'  et  sur  BB'  comme  diamètres. 

Pour  trouver  les  coordonnées  de  ce  point,  nous  cherche- 
rons les  équations  des  droites  AB'  et  BA'  et  nous  calculerons 
les  coordonnées  de  leur  point  de  rencontre. 

Soient    -^-  -i-  4; —  1=0    l'équation  de  l'ellipse,  a  cos  o 

a-         b'  ' 

et  b  sin  tp  les  coordonnées  du  point  M.  La  tangente  et  la  nor- 
male en  ce  point  ont  respectivement  pour  équations 
X  cos  ç        î/  sin  ç       I  _  n  "^^  ^'1 


cos  o 


Les  points  A  et  A'  ont  pour  abscisses 


et 


c'-  =  0. 


c-  cos  cp 


cos  o 


les  points  B  et  B'  ont  pour  ordonnées  — r- 


et 


smç  b 

Par  suite  les  droites  AB'  et  A'B  ontrespectivement  pour  équations 


X 


y 


a 

COStp 


c-  sm  o 


1  =0, 


-I- 


C-  cos  o 


1  =0 


sm  ti 


ou 


c-x  sin  o  cos  9  —  aby  —  ac^  sin  tp  =  0, 

En  résolvant  ces  deux  équations,  on  a 

ac^  cos  o(c^  sin^  tp  +  b^) 
V  —  : — — ^ 


a6x4- c-i/ sin  tp  costp  -  ic^  cos  tp  =  0. 
bc-  sin  tp(r-  cos^  tp  —  a-) 


y  = 


et 
ou 


f*  sm-tp  cos'  tp 
Uemnrquons  ([ue  l'on  a 

c-  cos'  tp  —  a-  =  —  (c^  sin^  f-\-b' 


c*  sm-  to  cos-  tp 


■  aH'' 


c  sin-tp  cos'  tp  -f-  a-b-  =  (c'  sin'^  tp  h-()^)(c^cos'  tp  -+-  b-) 
r'  sin-tp  ros=tp  -H  a-b-  =  (c-  sin^  tp-t-ft-Xa^  cos^  tp  ■+■  b^  sin-  tp). 


On  en  déduit 

(I) 


ac-  cos  o 


bc^  sin  t» 


rt-cos-  tp  -h  b^  sin^tp 
Telles  sont  les  coordonnées  du  point  P. 


a^  cos-  ?  -t-  fc2  sin^  o 


Nous  avons  alors 


OP 


y- 


c''(^^cos^  tp  +  h-  sin-  2)  c* 

{a'  cos-  tp  -f-  6-  sin'^  tp)-  a-  cos^  <f  -t-  6-  sin"'^  tp 


OM- 


par  suite 


OP.OM  =  cK 
Nous  aurons  le  lieu  du  point  P  en  éliminant  tp   entre  les  équations  (1). 

Nous  en  tirons  d'ahui-d    \.g,  o  = 


"'/        .                                          —  ay 
—'-,    et  par  suite    sm  o  =  -— = 

br  •  ^,y2. 


bx 


cos  o 


.r-  +  (/-i/2 


^b\x 


■  aY 


et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (l)  nous  obtenons 

n^b^x^  -+-  y^Y  —  cHb-  x'  -4-  aY)  =  0. 
Cette  équation  représente  une  quartiquo  facile  à  construire  en  passant  en  coordonnées  polaires. 
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Solution  géométrique.  —  Joignons  OM  et  DP;  les  quadrilatères  OA'BM  et  OA'PR' étant  inscriptibles, 
on  a  MOA'  =  MUA',  PUA'  =  A'B'P,  ci  comme  les  deux  angles  MBA'  et  A'B'l'  sont  égaux,  on  en  conclut 
ftlÔV  =  PÔy-  De  plus  nMV  =  UBY.  OAP  =  0\VJ,  donc  WAA'  =  OÂP.  On  voit  ainsi  que  les  triangles  OMA' 
et  OAP  sont  semblables,  par  suite,  on  a 

OM.OP  =  OA.OA'. 

Or    les    droites    MA    et    MA'   sont    les    bissectrices    des    rayons    vecteurs    MF    et    MF';    on   a  donc 

OA.OA'  =  ÔF^  =:  c^    et    OM.OP  =  cK 

D'autre  part,  comme  0*  est  bissectrice  de  l'angle  MOP,  la  droite  OP  rencontre  l'ellipse  au  point  M'  symé- 
trique de  M  par  rapport  à  Ox.  On  a  OM'.OP  =  c-,  ce  qui  montre  <iue  le  lieu  du  point  P  est  la  courbe  inverse 
de  l'ellipse  par  rapport  au  centre  0,  la  puissance  d'inversion  étant  égale  à  c'-. 

Inéquation  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires  étant 

a^  cos- <u +  6- sin- u) 
celle  de  la  courbe  lieiulu  point  P  sera 

c*(«-cos*io  -|-62sin-u) 

P'  = Z^fc2 

'  a-b^ 

T.  LEMOY.NE,  à  Troyes. 
Bonnes  solutions  par  MM.  E.-\.  BAnisiEN;  U.  Bocvaist  ;  Blanchot,  à  Aurillac  ;  J.  Haap,  ;  Marcel  Boi.land  ;  Emile  Sizaibe. 
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1296.  —  On  considère  les  coniques  C  ayant  un  foyer  donné  !•'  et  telles  qu'une  droite  donnée  D  .soit 
la  directrice  relative  à  l'autre  foyer. 

1°  Gnveloppe  des  cercles  principaux  des  coniques   C. 

2"  En  déduire  l'enveloppe  des  coniques  elles-mêmes. 

3»  Construire  les  deux  coniques  G  tangentes  à  une  droite  S.  Disculer  leur  réalité  et  leur  genre  quand  la 
droite   A    varie. 

4»  Construire  les  deux  coniques  C  dont  le  cercle  orthoptiqne  est  orthogonal  à  un  cercle  donné  A.  Cas  où 
le  cercle    A   est  de  rayon  nul.  Enveloppe  des  cercles  orthopliques  des  coniques   C. 

1297.  —  Un  point  M  décrit  la  parabole  y- —  2px  —  0  sons  l'action  d'une  force  constamment  parallèle 
à  la  droite    y  =  mx.     La  vitesse  initiale  du  mobile  est  égale  à   »o   et  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  courbe. 

1°  Calculer  en  fonction  de  y  les  projections  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  du  mobile.  Examiner  le  cas 
particulier  où    m  =  0. 

2°  Construire  la  courbe  décrite  par  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  mené  à  chaque  instant  par  la  position  du 
mobile. 

3°  Même  problème  pour  le  vecteur  accélération. 

4o  Equations  du  mouvement  du  point  M. 

J.  Demeuxy.vck. 

1298.  —  Un  cylindre  circulaire  droit,  creux  et  très  mince,  est  placé  sur  un  plan  incliné,  d'inclinaison  », 
l'axe  étant  horizontal.  Il  descend  en  roulant  sur  le  plan  incliné.  Calculer  son  accélération. 
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1220.  —  Si  07Î  considère  deux  ellipses  coaxiales,  E  et  E',  et  une  tangente  T  quelconque  ù  la  déve- 
loppée de  E'  et  que  l'on  désigne  par  P  et  P'  les  pôles  de  T  par  rapport  aux  ellipses  E  et  E',  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  P  sur  T  et  la  droite  PP'  enveloppent  chacune  une  ellipse. 

Soient  ^  -t-  ^  —  1  =^ 

a^        rr 

les  équations  des  ellipses  E  et  E'.  Une  tangente  quelconque  à  la  développée  de  E'  est  une  normale  à 
E'  en  un  certain  p(3int  de  paramètre  angulaire  rp;  elle  a  donc  pour  équation 

X  —  a' cos  t»        y  —  è'sinf 
cos  cp  sino 


a'  h' 

ou  a'x  sin  t?  —  b'y  cos  o  —  c'^  sin  '-?  cos  <?  =  0. 

Soit  (a,  p)  son  pôle  par  rapport  à  l'ellipse  E  ;  son  équation  peut  alors  s'écrire 

^  +  ^-1=0, 
a-  0- 

et,  en  identifiant  les  deux  formes,  on  a  de  suite  a  et  p, 

a  — P  1 


a-o' sin  o         6-6' cos  <p         c'^sinocoso 

'  d'à!  „  li^b' 

d'où  ='=-75 '  H  — ^T-- 

c^  coso  c  -  sin  ç 

On  aurait  de  même  les  coordonnées  du  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à  l'ellipse  E', 

,-  _         «"  uj  _  b- 

..  ^  — 


c-'cosç  c-smtp 

La  perpendiculaire  abaissée  du  premier  point,  P(o(,  fl),  sur  la  droite  envisagée  a  pour  équation 

6  coso.   X -t-a'smo   VH-    ,,    . =0, 

'\  c^cos»/  \  c^sm<p/ 

ou  6'x  cos  o -+- a'v  sin  »  —  a'é' -— =  0  ; 

nous  aurons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  adjoignant  à  réquation  précédente  sa  dérivée  par  rapport 
k  o  et  en  éliminant  <f  entre  les  deux  équations  ainsi  obtenues;  or  la  dérivée  est 

—  b'x  sin  a  -+-  a'y  cos  o  =  0, 
et  il  suffit  d'écrire  les  deux  équations  ainsi: 

h'x  cos  o  -+-  a'y  sin  o  =  a'h'  —7^1 

l)'x  sin  !f  —  a'y  cos  9  =  0, 
de  les  élever  au  carré  et  de  les  ajouter  ensuite  pour  que  l'élimination  soit  faite.  Le  résultat  est 

(1)  6V  -+-  a'Y'  =  a"*"  -Vi"  ' 
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cette  équation  représente  visiblement  une  ellipse  ayant  les  mêmes  axes  que  les  deux  ellipses  E  et  &. 
La  droite  qui  joint  les  deux  points  P(a,?)  et  P'(«',P')  a  pour  équation 


a^a 


C'  COS(p 


a" 


C  ^  COS  cp 


cette  équation  se  simplifie  et  s'écrit 

X  cos  o 


a-a 
a'» 


y 

c"-  sin  ç 

—  6'^ 
c'^  sin  <? 

—  y  sin  o 
b'b' 
6" 


=  0; 


1 

c'- 
c"- 


0, 


ou  enOn,  développée, 


//(é^!  _  //î).r  cos  o  -+-  a'(rt-  —  a")v  sin  9  -h  — j^-  (a^i"^  —  a'^A^^  =  0. 

Le  procédé  que  nous  avons  déjà  employé  nous  donne  immédiatement  l'enveloppe  de  cette  droite.  C'est 
l'ellipse 

(2) 
coaxiale  aux  deux  ellipses  E  et  E'. 


6'2(ô3 ._  6'2)s^2  ^  fl'2(a2  _  a-»)Y  =  ^-^  (a'-b'^  —  a"b^f. 


E.  SIZAIRE. 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.-G.  Nicolksco,  :i  lîucarest  ;  M.  TnEii.i.ou  ;  Hlanciiot,  lycée  d'Aurillac. 
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1215.  —  On  considère  une  parabole  y-  —Ipx  =  0  rapportée  n  deux  axes  rectangulaires  et  la  nor- 
male nu  point  M(ot,  p)  de  cette  courbe. 

Cette  normale  rencontre  l'axe  Ox  en  A  et  la  parabole  en  un  point  15  autre  que  M. 

Le  point  M  se  meut  de  façon  que  sa  projection  sur  Oij  soit  animée  d'un  mouvement  uniforme 
y  =  at  -\-  b. 

'\°  Déterminer  par  ses  projections  la  dérivée  géométrique  du  vecteur  MA. 

2°  Même,  question  pour  la  dérivée  géométrique  du  vecteur  MB. 

3"  On  mène  par  l'origine  les  vecteurs  OP  et  OQ  équipollents  â  MB  et  à  sa  dérivée  géométrique.  Lieux 
décrits  par  les  points  P  et  Q. 

Puisque    fl  =  at  +  b,     et  que     ^-  =  2pa,    on  a  aussi 

_    {at-i-bf 
2p        ' 
par  conséquent  les  équations  du  mouvement  du  point  M  sont 

{at  -+-  by 
Ip 
^  =z  at-hb. 

Rien  ne  serait  plus  facile  que  d'avoir  la  vitesse,  puis  l'accélération  de  ce  point. 
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1.  Cela  posé,  Téquation  de  la  normale  au  point  M  esl 

X  —  1         y  —  [i 

si  on  y  fait    y  =  0,     elle  donne 

x—«=p,  ?/  —  ».  =  —  (i  ; 

donc,  en  appelant  X  et  Y  les  composantes  du  vecteur  MA,  nous  avons 

(1)  X  =  ;;,  Y  =  -  p, 

et,  par  suite, 

''''  (H  '  dl  dt 

Telles  sont  les  projections  de  la  dérivée  géométrique  du  vecteur  MA  sur  les  axes. 

Si  on  mène  par  l'origine  le  vecteur  équipollent,  le  lieu  de  son  extrémité  est  une  parallèle  à  Oy. 

2.  Appelons  p  la  valeur  algébrique  des  deux  rapports  qui  constituent  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion de  la  normale  à  la  parabole  au  point  M,  nous  aurons  a-  =  a — pp,  ?/=p(l-l-p),  pour  expression 
des  coordonnées  du  point  courant  de  cette  normale  ;  en  écrivant  que  ce  point  esl  sur  la  parabole  et 

supprimant  la  solution    p  =  0,     nous  obtenons  le  p  du  point  B,     p  =  —  2 ;    les  composantes 

du  vecteur  MB  sont  donc 

X  =  2j0  '^       '^ 


(3)  (  '' 


Par  conséquent  les  composantes  de  sa  dérivée  géométrique  sont    -j-   et  -j-  ;     or     -7-  =  a, 

ai  ixt  cil 

donc 

dX.  4ap^ 

W  {     . 

dY  _   2a(p^  —  £2) 

dl   ~  f^ 

3.  En  menant  par  l'origine  les  vecteurs  OP  et  OQ  équipollents  respectivement  à  MB  et  à  sa  dérivée 
géométrique,  les  coordonnées  des  points  P  et  Q  ont  pour  expressions  respectives  les  valeurs  (3)  et  (4). 
Les  lieux  des  points  P  et  Q  sont  donc  les  deux  cubiques  ayant  pour  équations  paramétriques 

X  =  2?j       „„      1  i   X  = 

(P)      i  02     ,     .2  (Q) 


I       y=  .f\±P^.  '^'      }       .._0.f-^' 


—  '2  '     ;  f   j/  =  2f;  ' 


Leurs  équations  cartésiennes  sont  respectivement 

a:j/2  =  2p(a;2  +  ?/2)^ 
et  2(v  -h  2a)=  =  ax^-  ; 

pour  les  construire  nous  nous  servirons  des  équations  (P)  et  (Q). 

Consintriion  dr  lacrjiirbe{P).—  SiVoj\  change  ^  en   —  p,    x  ne  change  pas,  y  ne  fait  que  changer  de 

signe;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Or,  ce  qui  était  évident  apriori,et,  en  tenantcomptede 

cette  symétrie,  il  suffit  de  faire  varier  p  de  0  à   -t- ce  .    Pour   (3  =  0   ([i  =  +E),   x^-^x    et    y  =  —  x; 

y 
d'ailleurs  -^  =  0,     on  a  donc  une  branche  parabolique  dans  la  direction    Ox,   située  au-dessous  de 

O.r.  Quand  p  augmente,  x  diminue,  son  minimum  est  2p  et  n'est  atteint  que  pour  p  infini;  dans  les 
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*P 


mêmes  conditions  (voir     -^  =  2^— ),     y  augmente  d'abord, 


dy 

puis  diminue  :  il  atteint  son  maximum  pour  ^  =  p,  et,  pour  p 
infini,  il  redevient  égal  à  — oo .  Pour  ^—p  on  a  x  =  ip, 
1/ =  — 4^3.  Kien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  construire  la 
courbe  complète. 

Construction  de  la  courbe  (Q).  —  Nous  supposerons  a  >  0  ; 
l'autre  hypothèse,  a<0,  nous  donnerait  des  courbes  symétriques 
des  précéiientes  par  rapport  au  point  0.  Si  nous  changeons  ^  en 
—  a,  at  ne  fait  que  changer  de  signe  et  y  ne  change  pas  ;  la  courbe 
totale  est  symétrique  par  rap- 
port à  Oî/  et,  en  tenant 
I  compte  de  celte  symétrie,  il 

suffit  encore  de  faire  varier   ^ 
de  0  à  -t- =c .  Pour     [J=0,     (p  =  -i-£),    x  =  —cc,    y  =  -i-oc, 

y 

—  =  0  ;     la    courbe  a  donc   une    branche   infinie   parabolique 
dans  la  direction   Ox  et  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Quand  p  aug- 
mente, X  augmente  et  ;/  diminue  ;  pour    ^  =  -+-oo  ,     ar  est  nul  et    y 
s'annule  pour     ^  =  p,     et  alors    x  =  — 4a.     La  courbe  est  alors  aisée  à  tracer 
Bouou  solutioa  :  M.  J.  H.\au,  à  Naucy. 


Enfin  y 


1216.  —  Un  mobile  décrit  une  parabole  :     y-  — ipx  =z  0.     Supposant  que  la  vitesse  se  réduit  àO  au 
passage  à  l'origine. 

1°  On  demande  de  déterminer  la  vitesse  et  l'accélération  du  mobile  en  chaque  point  de  sa  trajectoire 
sachant  que  l'accélération  y  a  pour  projection  sur  Ox  :    Yx  =  kx,     k  étant  une  constante  donnée. 
2°  .Même  question  sachant  que     yr  =  kv^. 
3"  -  _  t,  =  ky. 

4°  —  —  Yï  =  kx. 

Hodographe  du  mouvement  dans  chaque  cas. 


d'x 


i.  On  u  par  hypothèse     -^^  —  kx.     Si  k  est  positif  et  que  l'on  pose    k  —  w^,    l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  différentielle  est 

X  =  ote^'  +  ^e-"'; 
on  a  alors 

dx 

=  t)j  =  oiixe""  —  ^e~"'). 


dx 
It 


Pour    /  =  0,      a;  et   y^  ne  peuvent  être  nulles  en  même  temps,  car  a  et  p  seraient  nulles  et  il  n'y 

aurait  pas  de  mouvement;  il  est  donc  impossible  de  prendre  pour  origine  des  temps  l'époque  où  le 

mobile  passe  au  sommet  de  la  parabole  ;  cela  n'arrive  donc  que  pour    t  —  ±  se,    si  toutefois  il  y  a  un 

mouvement  compatible  avec  les  données,  à  un  point  de  vue  purement  théorique.  Choisissons    <  =  -t-  oo  , 

dx 
alors  X  et  -7—  seront  nulles  en  supposant    x  =  0.     Donc  finalement 


jc  —  ae" 


aixte 
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(2)  y  =  'J'2ap  e   "-  ,  i\j  = ^  e 


De  l'équation  de  la  parabole,  nous  déduisons 

(2)  ;/  =  v/2^ 

L'accélération  a  pour  composantes 

"''   ,^ —  -— 

(3)  y,  =  aio'-e-"',  Y„  =  -— y/ga/j  e    K 

Les  équations  de  l'hodographe  sont 

î/  =  — yvSape    -; 
nous  en  déduisons  aisément 

L'hodographe  est  donc  une  parabole  ayant  Ox  pour  axe  et  Oy  pour  tangente  au  sommet. 

Si  nous  supposons  maintenant     ^  <;  0    et  que  nous  posions    k  =  —  oj%     nous  avons  à  intégrer 
l'équation  différentielle 


son  intégrale  générale  est 

a;  =  a  sin  co<  -t-  p  cos  wi, 
et  nous  avons 

V^  =  a)(a  COS  uit  —  |3  sin  u>t). 

Pour  aucune  valeur  de  /,    x  et  v^  ne  sont  nulles  en  même  temps,  car  cela  conduit  à    a  =  0,     p  =  0 
et  alors  il  n'y  a  plus  de  mouvement.  Il  n'y  a  donc  aucun  mouvement  compatible  avec  les  données. 

2.  Si    Yx  =  /.■«!,     c'est-à-dire 

(Px  dx 

dt-   ~  ^  dt' 

on  a  de  suite 

dx        , 

—r-  =  kx  -+-  A, 
dt 

dx 
et,  comme  x  et  — -  sont  nulles  en  même  temps,  on  en  déduit    X  =  0  ;    par  suite, 

dx 

—  =  kdt, 

X 

puis  L—   =  Kt, 

a 

X  =  ae'''. 

On  retombe  sur  un  mouvement  analogue  au  précédent. 

3.  Supposons    '!„  =  ky,     c'est-à-dire 

d'y       , 

Nous  verrons,  comme  dans  le  premier  cas,  que  /,-  doit  être  positif  et  que  si  l'on  désigne  k  par  w^,  on 
doit  prendre    y—  ae""".     Un  a  alors  successivement 

y  =  ae- 


X  =   e~2""  )/   —   nr /»-•"< 


2/) 


Fuis  v,r  = e-='". 


P 

2a3to2      .,  , 
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L'hodographe  a  pour  équations 

et,  par  suite,  pour  équation  cartésienne, 

y'  =  — po>x. 

Cette  courbe  est  une  parabole  analogue  aux  précédentes. 
A.  Supposons  enliii    Yv  =  ^^^    c'est-à-dire 

'/' 
l'équation  de  la  parabole  donne    x  =  ~—  ;    par  conséquent  nous  avons 

d'à  _    k      , 

du 
puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  2  -j-> 

2 £y_ ^  -Lw^ EL. 
dt^    dl        p  •'    dt  ' 

Les  deux  membres  s'intègrent  à  vue  et  nous  avons  ainsi 


3p  -^ 


(1) 


dl/ 
Gomme  y  et  -7-  doivent  être  nulles  en  même  temps,  '•  doit  être  nul  et  l'on  a 


,dt  J         'dp  ■^  dt         ^    dp  •' 


On  tire  de  là 


puis,  _2y"^  =  y^i-(<_g, 

ap 
tf,  étant  une  constante  arbitraire  ;  finalement 

12ju 


y  = 


k{t  —  to)- 


Nous  voyons  ainsi  que  y  et  -7—  ne  sont  nuls  encore  que  pour    <  =  00  ;     par  conséquent  ce  dernier 

mouvement  n'est  pas  plus  possible  d'une  façon  complète  que  les  autres  :  le  mobile  n'arrive  jamais  au 
sommet  de  la  parabole. 

L'équation  de  la  parabole,  jointe  à  la  précédente,  nous  donne 

^-  k\t-uy' 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

72p  _       12p 


^  =  ijT, — T^'       y  = 


kXt  —  kf  -'         k{t  —  hf  ' 

les  composantes  de  la  vitesse, 

288/j  24p 


k-{l  —  Uf  "  k(l  —  t„ 
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et  celles  de  l'accélération, 

_      lUOp  _   _        T2p 


Les  équations  de  l'hodographe  sont 

_  288p  _      —  24p 

"•"  "  ~  k-\t  -  kf  '  ^-  kit-l,y' 

par  suite  l'équalion  cartésienne  est 


y 


r-^L  .3 


Cette  courbe  se  construit  à  vue. 
Bonne  solution  :  M.  J.  Roua,  à  Toulouse. 


QUESTIONS   POSÉES    AUX    EXAMENS    ORAUX 


ECOLE  CENTRALE  (1903,  suile  et  fin). 


Géométrie  analytique  (M.  Gouilly). 

Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

2468.  —  Déterminer  X  de  façon  que  l'équation 

représente  un  système  de  deux  droites. 

2469.  —  Conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  représente  un  système  de  deux  droites  parallèles. 

2470.  —  Equation  quadratique  des  bissectrices  de  l'angle  des  deux  droites 

ax-  -+-  2bxy  -i-cij-  =  0 . 

2471 .  —  Faire  tourner  de  90»  autour  de  l'origine  le  faisceau  de  droites 

ax^  +  ibxy  -h  cy-  =  0. 

2472.  —  Lieu  géoméliique  des  points  d'où  l'on  \oit  deux  cercles  sous  le  même  angle. 

2473 .  —  Cercle  passant  par  deux  points  et  tangent  à  un  cercle  donné. 

2474.  —  Centre  radical  des  trois  cercles 

2x^  +  2y^  +  X  —  y  +  l  =0, 

■iy-  -i-  3x'  +  Hx  —  5y  -h  2  =  0, 

x"  +  y  -h  2x  +  iy  -\-  Z  —  Q. 

y'  —  x\ 

{x'-+y'7  =  y, 


2475. 

—  Construire  les  courbes 

y  =  x\ 

y  =  xex. 

k 

—  x\                      2/3  —  a;^ 

X                                                 LX 

~   sin  a;  '                  •'  ~  x  —  1  ' 

y  =x±<Jx'-  +  2a;, 

y  =  x±\/(x^  —  \f—i, 

y  =  x±z  siix  —  x'^, 
y  —  2i»rhv/l.r  — 2)'— i, 
4  /     -r' 

y  =  x±slx-  -2x  —  2, 
—  Construire  les  courbes 

2476. 

^-y    x  +  k' 

a  cos  u 

+  b 

sin  u             '^ 

1 

y  z=x±\jx, 

»/  =  a;  + 1  ±  \l[x  —  ïY  —  \, 


=  \/t 


X'-  —  \ 


p  =  tgu. 

2477.  —  Tangente  en  coordonnées  polaires.  —  Appliquera    p 

Mi 

2478.  —  l)tnioiititi  la  foiniule    tg  V  =  -V-     —  Trou\er  les  courbes  pour  )f&quelles    V  =  C^«. 
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2479.  —  Asymptotes  de  l;i  courlio    —  =^  /(m). 

P 


2480.  —  Soient    /'(u,  p)  =  0    ri'quation    d'une   courbe  cti  coordonnées  polaires,  a  une  direction  asymptotique  ;  dis- 
t,nnce  de  l'asymptote  au  pôle. 

2481.  ^Construire  les  couilics 

X'  -+  ïiy  +  if-  +  x  +  y  —  «, 
x'  ■+■  -.'xy  -t-y'  —  X  —  y  —  0, 
!/'  -t-  3X1/  -t-  s-  +  X  -I-  s/  =0. 

2482.  —  Faire  disparaître  le  terme  rectangle  de  l'équation 

X- -+- 2x1/  -^y'  —  x  +  y  =  i). 

2483.  —  Asymptotes  d'une  conique  représentée  par  l'équation  tîénérale  du  second  degré. 

2484.  —  Discuter  les  coniques  représentées  par  l'équation 

x'  ^-  y'-  -¥-  xy  -+-  My'  -  y  —  \)  —0. 

2485.  —  On  considire  une  conique;  un  point  I'  décrit  une  droite.   Montrer  i|iic  sa  polaire  pivote  autour  d'un  point 
fixe  qui  est  le  pôle  de  cette  droite. 

2486.  —  Normales  d'un  point  (i,  p)  à  la  parabole    y-  —  2px  =  0. 

2487.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  h  llnperbole    xy       /.-. 

2488.  —Variation  de  l'angle  de  deuK  diamètres  conjugués  dans  l'hyperbole. 

2489.—  Equation   trinôme  commune  aux  trois  coniques  :    y-  =i  ipj- -t-qx-.    Qu'appelle-t-on  paramètre  dans  cette 
équation?  Quelle  est  sa  signification  géométrique'? 

2490.  —  l'ar  cinq  points  dont  quatre  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  une  conique  et  une  seule. 

2491.  —  Kquation  générale  des  coniciue-;  passant  par  (|uatre  points.  —  Peut  on  avoir  ile<  paraboles? 

2'492.  —  Que  représente   l'équation     l'Q +- 'aU  =  0  ?    —   Propriétés  des  coniques  qui  ont  une  sécante  commune   à 
l'infini.  —  Que  représente    PQ  +  )»  =  0  ? 

2493.  —  Propriétés  des  cordes  de  l'hyperbole.  —  Kn  déduire  la  construction  d'une  hyperbole  connaissant  trois  pomts 
et  les  directions  asymptoti(|iies. 

2494.  —  Construire  une  ellipse  connaissanl  un  foyer,  un  sommet  du  petit  a\e  et  une  tangente. 
2i9ô.  —  Construire  une  parabole  connaissant  une  tangente,  un  [loint  et  la  directrice. 

2496    —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  h  trois  droites.—  Construire  une  parabole  connaissant  (juatre  tangentes. 

2497.  —  Intersection  de  deux  coniques.  —  Appliquer  il 

•r'  +  y-  -H  2.r  =  0,  y  =  x'. 

Construire  les  deux  courbes. 

Géomélrie  analytique  à  trois  dimensiom. 

2498.  —  Mener  par  un  point  une  droite  parallèle  à  l'intersection  de  deux  plans. 
2't99.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  parallèle  à  l'intersection  de  deux  plans. 

2500.  —  Dislance  d'un  point  à  une  droite  donnée  par  l'intersection  de  deux  plans. 

2501.  —  .\ngle  de  deux  droites 

\    aj  +  by=:c,  l    a'x  +  b'y  =  c', 

I    dx  +  ey  —  (;  \    d'x  -+-  e'y  =  f . 

2502.  —  Que  représentent  les  équations 

X'-  +  y^  +  z-  —  X  —  )j  —  z  =  ù,  x'-  —  z'=  xy,  {x  +  z){y  +  3)  =  yz. 

X'—  y-  +{z—x){z  +  y)  =  0,  {x'-—y^]+  {z  —  x)[z—y)  =  0,  x-  —  y:  +  \z  —  x){z  —  y)  =  0, 

(.r— fl)'  +  (,T  -n){y  —  b)  —  {z  —  c)-  =  0,  [x— a)' -h2(y —  b){x  —  a)  —  3{z  —  mi —  h)  =  0? 

2503.  —   On  donne  la  directrice  d'un  cône    s  =  0,    b'-x'- -+- a-y- —  aV  =  0    et  son  sommet  (0,  0,  h).  —  Equation  de 
ce  cône. 

2504.  —  Surface  engendrée  par  la  droite     •''  "  ■''"   -   "  -  ?'»   =  l^j"-    en  tournant  autour  de   Oy. 

•^  p  q  f^ 

2505.  —  Surface  engendrée  par  une  parabole  en  tournant  autour  de  la  tangente  au  sommet. 

2506.  -  Surface  de  révolution  engendrée  par    ;  =  0,    b'{x  —  p)' -\- a-y- —  «'■>>'■  -  0    en  tournant  autour  de  Oy. 

2507.  —  Montrer  que  l'équation    yz-hzx  +  xy+[  =0    représente  une  surface  de  révolution. 

2508.  —  Que  représentent  les  équations 

x'-{y'  +  z']=0,  {]■"-+ y- f  =  :.,  {x'+yY-  =  ^', 

y'  —x^  —  z'  =  0,  i{x-  +  y']  =  z,  s  =  sin  (x» -h  r) , 

,T=  +  ;;-  ±1=0,  (X  —  o)-  +  (2/  —  6)'  =  3  —  c  ? 
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2509.  —  Que  représentent  les  équations 

xy=^z,  x'  + xy  —  y' +  z  =  0,  x'  —  j/' =  :, 

x^  +  xy  +  2y- -t- z  +  X  +  y  :=  0,  x-  —  y-  +  txy -+- 2yz  —  x-hy^=0, 

x-  +  .Tii  -j-  yz  +  z  +  y  ^=  0,  x'  —  z'  -h  xy  +  yz  —  x  +  y  =  0, 

xy+y-  —  z--hx  —  y  =:  0    (cône  asymptote),  x"- +  xy  +  yz-h  y -^  z  =  0    (cône  asymptote)  ? 

2510.  —  Rapporter  un  cône  du  second  degré  à  ses  plans  de  symétrie. 

2511 .  —  Démontrer  que  les  sections  de  la  surface    xy  =^z    par  des  plans  parallèles  sont  homothétiques.  —  Com- 
ment voit-on  qu'une  section  plane  est  de  même  nature  que  sa  pro,jection? 

2512.  —  Qu'est-ce  qui  caractérise  l'équation  d'un  cylindre  parabolique? 

2513    —  Différents  cas  de  l'intersection  des  surfaces  du  second  ordre  par  le  plan  tangent. 

Mécanique  (M.  Gouillv). 

2514.  —  Homogénéité  dans  la  formule    x  =  —  gt-. 

2515.  —  Etudier  les  mouvements  rectilignes 

X  =  i^-u-h  fi, 

x  —  1—ZI  +  i-, 
X  —  sin  (3(  +  4), 
x=  U. 
Courbes  des  espaces,  des  vitesses,  des  accélérations. 

2516.  —  Vitesse  dans  un  mouvement  varié  rectiligne.  —  Comment  mesure-t-on  la  vitesse  dans  la  machine  d'Atwood  ? 

2517.  —  On  lance  verticalement  un  corps  pesant  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  de  20™.  Au  bout  de  combien  de 
temps  arrivera-t-il  à  la  hauteur  h  ? 

2518.  —   Mouvement  vibratoire,   amplitude,   période,   phase.  —  Montrer  que  le   mouvement     a;  =  a  cos  ut    est  la 
projection  d'un  mouvement  circulaire  uniforme. 

2519.  —  Hodographe;  son  utilité. 

2520.  —  Projection  de  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur  sur  un  a.\e  ;  —  sur  le  vecteur  lui-même. 

2521.  —  In    mobile  se  déplace  de  telle  sorte  que  la  somme  de   ses  distances  à  deu.f  points  tixes  reste  constante. 
Trajectoire;  tangente  en  un  point. 

2522.  —  Etudier  le  mouvement    x  ^=  r  cosw(,    y  =  r  sin  w/.    Trajectoire,  vitesse,  accélération. 

2523.  — Dimensions  d'une  vitesse  angulaire. 

2524.  —  Vitesse  d'un  mobile  qui  parcourt  un  cercle  de  4"  de  rayon  en  10  secondes.  —  Vitesse  angulaire. 

2525.  —  Un  volant  fait  150  tours  par  minute;  son  diamètre  est  de  4".   Vitesse  d'un  point  delà  circonférence. 
252<?.  —  Accélération  normale  dans  un  mouvement  circulaire. 

2527.  —  Trajectoire  du  mouvement  dont  les  projections  sont 

x  =  a  -t-  2  cos  at,  y  ^  b  -h  ^  sin  o>t. 

2528.  —  Vitesse  au  temps  (;  accélération. 

2529.  —  Trajectoire  du  point  SI  de  coordonnées 

X  —  a  cos  (w<  +  i),  )/  =  b  sin  (mJ  +  ?). 

2530.  —  Mouvement  le  plus  général  dont  l'accélération  est  constante  en  grandeur  et  en  direction.  —  Equations  du 
mouvement  en  supposant  l'accélération  parallèle  à  0;. 

2531.  —  Le  mouvement  qui  a  pour  projections  sur  trois  axes  trois  mouvements  harmoniques  est  plan. 

2532.  —  Construire  la  droite    pcos  m  =  p.     —  Le  rayon  vecteur  tournant  d'un  mouvement  uniforme,  on  demande  la 
vitesse  du  point  M  sur  le  rayon  vecteur. 

2533.  —  On  considère  la  courbe    y  =  x\     In  point  M  parcourt  cette  courbe  de  façon  que     r  =  2<  +  1.    —  Vitesse 
et  accélération  en  un  point.  —  Même  question  pour  la  courbe    j/'  =^  «r',    x  :=  2(  -t-  1  ;     ou  encore    J/'  =  x-,    x  =  21'  +  i. 

2534  .  —  fjue  signifie  cette  expression  :  invariabilité  de  la  masse  ? 

2535.  —   l'nités  fondamentales  du   système   C.  G.  S.  —  DilTérence  entre  le   gramme-masse  et  le  gramme-poids.  — 
Inité  de  force.  —Comment  voit-on  que  gramme-poids  =  911  dynes  à  Paris? 

2530.  —  Vitesse  et  accélération  à  l'origine  du  mouvement 

y=  2-(-2<-h4<». 

Quelle  est  la  force  imprimant  ce  mouvement  à  un  corps  de  masse  10? 

2537.  —  Quelle  force  faut  il  appliquer  à  un  point  de  masse  M  pour  lui  communiquer  le  mouvement  rectiligne 

X  ■=  at-  +  bl  -t-  c! 
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2538.  —  Kquiitions  ilii  mouvement  d'un  point  matériel  de  10  kilo^s,  soumis  h   une  force  constante  de  50  kilogs  ;  on 
suppose  en  outre  que  ce  point  matériel  a  une  vitesse  initiale  i\,  définie  en  direction  par  ses  cosinus  directeurs  a,  p,  y. 

2539.  —  Mouvement  d'un  point  sur  un  plan  incliné  rugueux. 

2540.  —  Soit  un  point  matériel  pesant    placé   sur  un  plan  incliné  faisant  l'angle  3t  avec   le    plan  horizontal;   on  lui 
appli<(ue  une  force  F  dirigée  vers  le  haut  et  parallèle  au  plan  supposé  rugueux.  Valeur  de  F  pour  la(|uelle  il  y  a  équilibre. 

2541 .  —  Les  petites  oscillations  du  pendule  simple  sont  Lsochroncs. 

2542.  —  Variation  de  la  force  centript'te  dans  le  mouvement  d'iui  point  matériel  de  masse  m,  le  point  décrivant  un 
cercle  suivant  la  loi    0  =  (»  —  l . 

2543.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  placé  sur  une  courbe  mat 'rielle. 

2544.  — Qui'  considère-ton  dans  une  force.'  —  l  tilité  delà  théorie  des  vecteurs. 

2545.  —  Que  se  propose-ton  dans  la  composition  des  Tecteurs.'  Qu'entend-on  par  systèmes  de  vecteurs  équivalents  ? 
254G .  —  Réduction  d'un  système  de  vecteurs  à  un  vecteur  unique  et  A  un  couple  minimum. 

2547.  —  Un  système  matériel  soumis  à  l'action  de  trois  forces  est  en  é(|uilibre.  Quelles  conditions  doivent  remplir  les 
trois  forces  ? 

2548.  —  A  quelles  é(iuations  satisfait  un  système   de   forces   appliqué  à  un  solide  matériel  libre.'  —  h  un  système 
matériel  libre  ? 

254S).  —  Qu'critend-on  par  poids  d'un  corps'?  Quel  est  son  point  d'application  ? 

2550.  —  Équations  du  centre  de  gravité. 

2551 .  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle  ;  d'un  secteur  circulaire  ;  d'une  pyramide. 

2552.  —  l5(|uilibre  du  levier.  —  Détermination  géométrique  de  la  réaction. 

2553.  —  l'n  cylindre  vertical  de  poids  1'  repose  sur  un  plan  horizontal.  Sur  sa  base  supérieure  agit  une  force  F;  on 
demande  la  réaction  du  plan. 

2554.  —  lu  point  matériel  décrit  une  trajectoire  matérielle  avec  une  vitesse  v  à  l'instant  t.  Déterminer  la  réaction. 

2555.  —   Une  poutre    chargée  d'un  poids   P  repose  sur  deux  appuis  A  et  B.   Déterminer  la  réaction  de  ces  deux 
appuis.  —  Cas  de  trois  appuis  en  supposant  plusieurs  poids  P,  Q,  R. 

Géométrie  i'.\I.  I.k.vi). 

2556.  —  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  d'où  l'on  voie  les  trois  côtés  sous  le  même  angle. 

2557.  —  Mener  entre  deux  circonléieiices,  une  droite  de  longueur  donnée,  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

2558.  —  Trois  droites  concourantes  0.r,  Oy,  0:  sont  les  médianes  d'un  triangle  dont  on  connaît  le  sommet  A  ;    cons- 
truire le  triangle.  —  Même  problème  en  supposant  que  Ox,  Oy,  Oz  sont  bissectrices. 

2559.  —  On  donne  trois  points  a,  p.y.  —  Ce  sont  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle -VBO.— Construire  le   triangle. 

2560.  —  Sur  le  diamètre  d'un  cercle  on  prend  de  part  et  d'autre  du  centre    Oa  =  0?;     M  étant  un  point  de  la  circon- 
férence, montrer  que     Ma^-t-Mp'  =  C'«. 

2561.  —  Lieu  des  sommets  des  triangles  ayant  même  base  AB  et  dont  la  bissectrice  de  l'angle   C  rencontre  AB  en  un 
point  fixe. 

2562.  —  Lieu  des  points  d'un  plan  d'où  l'on  voit  deux  cercles  sous  le  même  angle. 

2563.  —  Lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  fixes  est  constante.  —  Même  problème 
dans  l'espace,  en  prenant  deux  plans  fixes. 

2564.  —  On  considère  un  trièdre  SiBC  ;  on  le  coupe  par  un  plan  P  i[ui  détermine  le  triangle    .\liC  ;   lieu  du  point  de 
rencontre  des  médianes  de  ce  triangle  quand  le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

2565.  —  D.ins  un  tétraèdre,  les  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  sont  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

2566.  —  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces  suivant  un  parallèlograniiiie. 

2567.  —  Lieu  du  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux  droites  rectangulaires 
de  l'espace. 

2568.  —  On  donne  trois  droites   A,  B,  C  non  situées  deux  à   deux  dans  un   même    plan.   Combien   de   droites    a^y 
s'appuient  sur  ces  trois  droites.  Construire  ajîy  de  façon  que    ap  =  Jiy  ;  — -  =  k. 

2569.  —  Lieu  du  milieu  d'une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  s'appiiyant  sur  deux  droites  fixes. 

2570.  —  On  a  trois  droites  parallèles  à  un  même  plan;   montrer  que  toutes  les  droites  s'appuyant  sur  ces  trois  droites 
sont  elles-mêmes  parallèlesà  un  même  plan. 

2571.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B  et  un  plan  P;  mener  une  droite  de  longueur  donnée  s'appuyant  sur   A    et  B 
et  parallèle  au  plan  P. 

-572   —  Construire  une  droite  rencontrant  deux  droites  données  et  faisant  avec  chacune  d'elles  un  angle  donné . 
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2573.  —  Mener  par   un  point  une  droite  faisant  un  anple    «  avec  un  jilan    P    et  passant  à  une  distance  donnée  d'une 
droite  donnée. 

2574.  —  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  droites  données. 

2575.—   On   donne  deux  droites   A    et   B  ;    mener  parallèlement  h  une  direction  i,  une  droite  à  des  distances  (7  et  (i 
de  A  et  B. 

2576.  —  Centre  et  rayon  d'une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

2577.  —  Centre  et  rayon  d'une  sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  à  deux  plans  donnés. 

2578.  —  On  considère  deux  cercles  extéiieurs.  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  h  ces  deux  cercles 

2579.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  et  une  ellipse  de  grandeur  constante  tangente  à  ces  deux  droites.  Lieu 
du  centie  de  cette  ellipse. 

2580.  —  Si  on  considère  deux  tangentes  fixes  à  une  ellipse,  et  une  tangente  mobile,  que  sait-on  sur  cette  tangente? 

2581 .  —  Lieu  du  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur  deux  droites  rectangulaires. 

2582.  —  On  a  un  cercle  de  diamètre  AB,  une  tangente  fixe  Bl)  et  une  tangente  variable  DR  ;  on  joint  DA.  —  Lieu  du 
point  de  rencontre  M  de  n.\  avec  l'ordonnée  du  point  R. 

2583.  —  On  considère  une  ellipse  de  grand  axe  AA'  et  un  point  M  sur  l'ellipse.  On  joint  MA, 
MA'  et  on  mène  une  perpendiculaire  au  grand  axe  <(ui  rencontre  l'ellipse  aux  points  B  et  U'  et  les 
droites  MA,  MA'  aux  points  S  et  S'.  Montrer  que  B,  li',  S,  S'  forment  une  division  harmonique. 

2584.  —  Construire  une  ellipse  dont  on  connaît  le  grand  axe,  un  point  et  la  tangente  en  ce 
point. 

2585.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact 
de  l'une  d'elles. 

2586.—  Construire  une  ellipse  connaissant:  un  foyer,  l'extrémité  du  petit  axe  et  une  tan- 
gente ;  —  un  foyer,  un  sommet  de  l'axe  focal  et  une  tangente;  —  un  foyer,  deux  tangentes  et  un  point;  —  un  foyer,  une 
tangente  et  deux  points;  —  un  foyer  et  trois  points. 

2587.  On  considère  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  A  A'  ;  soit  BI'.'  une  corde  menée  parle  foyer  F:  on  joint  AB,  AB', 

qui  coupent  la  directrice  relative  au  foyer  F  en  N  et  IS';  montrer  que  l'angle  NFN'  est  droit. 

2588.  —  Lieu  des  foyers  des  ellipses  qui  passent  par  un  point  et  ont  pour  directrices  deux  droites  données. 

2580.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  les   deux  directrices  et  deux  points;  —  les  deux  directrices  et  deux  tan- 
gentes ;  —  les  deux  directrices,  un  point  et  la  tangente  en  ce  point  ;  —  trois  points  et  une  directrice. 

2500.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  les  directions  asymptotiques  et  les  foyei-s  ;  —  une  asymptote,  un  foyer 
et  une  tangente. 

2501.  —  Intersection  d'ime  droite  aveo  une  hyperbole  donnée  par  ses  asymptotes  et  ses  foyers. 

2592.  —  Lieu  des  points  d'un  plan  équidistants  d'un  cercle  et  d'une  droite. 

2593.  —  Construire  une  parabole  connaissant  deux  points  et  la  directrice. 

2594.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  de  directrice  donnée  et  tangente  à  une  droite  donnée.  —  Construire  une  para- 
bole connaissant  la  directrice  et  deux  tangentes. 

2595.  —  Construire  une  parabole  connaissant  deux  tangentes  et  les  points   de  contact;  —  deux  points,   une    tangente 
et  son  point  de  contact  ;  —  la  tangente  au  sommet  et  deux  autres  tangentes. 

2596.  —  Parabole  tangente  à  quatre  droites;  —  Lieu  du  foyer  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites. 

2597.  —  Tangentes  communes  à  deux  paraboles  d'axes  parallèles. 

Géométrie  descriptive  (iM.  Lf.vO. 

2598.  —  Distance  de  deux  droites  (géométrie  cotée). 

2599.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  on  donne  la  base  dans  le  plan  horizontal. 

2600.  —    Etant  données  de)ix  droites  A  et  B  invariablement  liées,  peut- on  les  faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical 
jusqvi'à  ce  que  leurs  projections  horizontales  soient  parallèles  ? 

2601 .  —  Amener  deux  droites  invariablement  liées  à  être  simultanément  de  front. 

2602.  —  On  donne  deux  plans  par  leurs  traces  ;  les  amener  par  des  rotations  :\  être  tous  les  deux  verticaux. 

2603.  —  Angle  d'un  plan  donné  par  ses  traces  avec  la  ligne  de   terre. 

2604.  —  On  a  deux  plans  dont  l'un  est  de  profil.  —  l^Uncrpar  un  point  de  la  ligne  de   terre  un  plan  faisant  avec  les 
deux  autres  des  angles  donnés. 

2605.  —  Projections    d'une    droite  de  profil   passant  par  un  point    donné   et   faisant  un  angle    de   SO"  avec  le  pl.ni 
horizontal. 

2606.  —  On  considère  un  plan   donné   par  ses  traces.  —    Mener  par  le  point   de  rencontre    des  traces  du  plan  une 
droite  l.iisant  un  angle  donné  avec  ce  plan. 

2607.  —  Mener  par  un  point  une  droite  qui   fasse  des  angles  donnés  avec  deux  droites  données.  —  ^■éme  problème  en 
géométrie  cotée. 
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2G08.  —  Droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

StiUO.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  dans  ce  plan  un  point  (0,  o').  —  Projections  du  cercle  ayant  (o,  o')  pour 
centre  et  qui  est  tangent  a  la  trace  horizontale  du  plan. 

2G10.  —  Mener  par  une  droite  AA'  un  plan  tel  que  ses  ti'aces  forment  un  angle  droit. 

2611.  —  Sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre. 

2612.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B.  Trouver  sur  .\  un  point  à  une  distance  d  de  la  droite  B. 

2613.  —  On  considère  un  cyuudre  de  révolution  à  axe  de  front.  Etant  donnée  la  projection  verticale  d'un  point, 
trouver  sa  projection  horizontale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

2614.  —  Un  tétraèdre  S.ABO  a  sa  base  AliC  dans  le  plan  horizontal:  1°  Contour  apparent  du  cùae  qui  a  pour  sommet 
le  point  S  et  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AliC  ;  —  2»  contour  apparent  du  cine  qui  a  pour  sommet  A  et  pour 
base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  SlsC. 

2615.  —  Contour  apparent  d'un  cène  de  révolution  dont  l'axe  et  le  demi-angle  au  sommet  sont  donnés.  —  Mener  a  ce 
cOne  une  normale  par  un  ponit  extérieur. 

2616.  —  On  a  une  sphère  donnée  par  ses  deux  projections  et  un  point  sur  la  ligne  de  terre.  —  C'est  le  sommet  d'un 
cône  circonscrit  à  la  sphère  ;  intersection  de  ce  cône  par  une  droite  Db'. 

2617.  —  l'ar  un  point  donné,  circonscrire  un  cône  à  une  sphère  donnée.  —  Axes  de  la  projection  de  la  ligne  de  con- 
tact (géométrie  cotée). 

2618.  —  Mener  à  deux  cùnes  de  révolution  des  plans  tangents  parallèles. 

2610.  —  Normale  commune  à  deux  cùnes  de  révolution  dontles  axes  sont  respectivement  une  verticale  et  une  droite 
de  bout,  les  angles  au  sommet  étant  les  mêmes. 

2620.  —  Etant  donnés  d.uis  un  plan  horizontal  trois  points  par  leurs  projections,  construire  une  sphère  passant  par 
ces  trois  points  et  tangente  a  un  plan  donné  de  bout. 

2621.  —  l'ar  deux  points  («,  a'),  [b,  0")  mener  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  un  plan  donné. 

2622.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  connaissant  un  point  el  deux  plans  tangents.  Faire  l'épure,  les  deux 
plans  étant  donnés  par  leurs  traces.' 

2623.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  détini  par  deux  génératrices  et  un  plan  tangent. 

2624.  —  On  a  deux  plans  verticaux  et  une  droite  dans  chacun  de  ces  plans.  —  l»eut-on  mener  une  sphère  tangente 
aux  deux  plans  en  des  points  déterminés  des  deux  droites  '.' 

2625.  —  Section  par  un  plan  quelconque  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front. 

2626.  —  Section  par  un  plan,  délini  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente,  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère. 

2627.  —  On  donne  une  droite  A\'  qui  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  r.  —  Section  par  un  plan  ; 
points  où  la  tangente  est  horizontale. 

2628.  —  Couper  un  cône  par  un  plan,  de  façon  que  la  section  :  1"  soit  une  hyperbole  équilatère  ;  —  2»  se  projette 
horizontalement  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

2629.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  S  ABC  dont  la  base  ABC  est  dans  le  plan  horizontal  ;  on  considère  le  cône 
qui  a  pour  soiumel  B  et  pour  base  le  cercle  circonscrit  à  la  face  ASC. —Section  de  ce  cône  par  le  bissecteur  du  dièdre  AC. 

263U.  —  On  a  un  tétraèdre  de  sommet  S  dont  la  base  ABC  est  dans  le  plan  horizontal.  —  SA  est  l'axe  d'un  cylindre 
de  révolution  de  rayon  II.  —  Intersection  de  ce  cylindre  avec  le  bissecteur  du  dièdre  BC. 

2631 .  —  On  considère  un  tétraèdre  réguher  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontiil  ;  un  cylindre  de  révolution  autour 

1 
de  SA  a  pour  rayon  —  SA.  —  Intersection  avec  chacune  des  faces  du  tétraèdre. 

2632.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  horizontal.  —  Contour  apparent  vertical  de  la  surface. 

2633.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  une  droite  de  front;  avec  une  droite 
quelconque. 

2634.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  quelconque. 

2635.  —  On  considère  un elUpsoide  de  révolulion  à  axe  vertical.  On  le  coupe  par  un  plan;  axes  de  la  projection 
horizontale  de  la  section. 

2636.  —  Plan  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  —  Trace 
horizontale  de  ce  cône. 

2637.  —  Mener  par  une  horizontale  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  révolution  a  axe  vertical. 

2638.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  horizontal.  —Plan  tangent  par  une  horizontale. 

2639.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  paiaboloide  de  révolution  à  axe  vertical. 

2640.  —  Contour  apparent  vertical  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  quelconque  en  tournant  autour  d'une 
droite  du  plan  horizontal. 

2641.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'une  droite  rencontrant  l'axe. 

2642.  —  On  donne  une  verticale  Z  et  une  droite  graduée  G.  Cette  droite,  en  tournant  autour  de  Z,  engendre  un 
hyperboloïde.  —  Asymptotes  de  la  section  par  un  plan  P  donné  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente. 
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2643.  —  Section  d'une  sarf;ice  do  révolution  à  axe  de  front  parle  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 
2614.  —  Section  par  un  plan  quelconque  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d'une 
droite  de  front. 

2645.  —  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  de  bout;  la  section  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direc- 
tion des  génératrices.  —  Intersection  des  deux  surfaces. 

2646.  —  On  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout  ;  la  section  est  la  directrice  d'un 
cône  dont  le  sommet  est  en  un  point  donné  S.  Intersection  des  deux  surfaces. 

2047.  —  On  donne  une  sphère  de  centre  0  et  deux  points  A  et  B  sur  la  ligne  de  terre,  symétriques  par  rapport  au 
plan  de  profil  du  centre  de  la  sphère.  Intersection  des  cônes  circonscrits  à  la  sphère  de  sommets  A  et  H. 

2648.  —  Intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires,  inscrits  dans  le  tétraèdre  SABC  et  ayant  pour  sommets  les 
points  B  et  C. 

2649.  —  On  considère  un  tétraèdre  régulier  S.iBC  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal.  —  Intersection  des  deux 
cylindres  dont  les  bases  sont  les  cercles  circonscrits  aux  faces  SAB,  S.\C,  les  génératrices  étant  respectivement  parallèles 
aux  arêtes  SC,  SB.  —  Même  problème  en  remplaçant  les  cylindres  par  des  cônes  de  sommets  B  et  C. 

2650.  —  On  donne  dans  le  plan  PaQ'  un  cercle  tangent  aux  deux  traces:  c'est  la  base  r.omninne  de  deux  cercles  dont 
les  sommets  sont  deux  points  s  et  a  sur  la  ligne  de  terre.  —  Intersection  des  deux  cônes. 

2651.  —Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  sommets  (s,  s'),  (t,  t'\  et  pour  base  commune  une  ellipse  dans  le 
second  plan  bissecteur. 

2652.  —  Dans  le  plan  horizontal,  on  a  une  hyperbole,  directrice  commune  de  deux  cylindres,  dont  on  donne  les 
directions  de  génératrices  D  et  A.  Intersection  des  deux  cylindres. 

2653  —  Dans  un  plan  horizontal,  on  donne  une  courbe,  un  point  de  cette  courbe  et  la  tangente  en  ce  point  :  par  le 
point  de  contact  0  on  mené  une  droite  graduée  0,  1,  2.  ...  6  ;  le  point  G  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  directrice  est  la 
courbe  donnée.  —  On  considère  une  seconde  courbe,  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  tan- 
gente au  point  0  delà  première  courbe.  —  Intersection  des  deux  surfaces. 

2654.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  à  axes  verticaux. 

2655.  —  Intersection  de  deux  hyperboloides  de  révolution  ayant  leurs  axes  parallèles  et  même  plan  de  cercle  de  gorge. 

Montrer  que  l'intersection  se  pro.iette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  de  symétrie  commun.  —  Application  à  l'intersection 

d'un  hyperboloide  de  révolution  et  d'une  droite. 

2656.  —  On  considère  un  tore  à  axe  vertical  et  sa  section  par  le  premier  bissecteur.  —  C'est  la  base  d'un  cône  qui  a 
son  sommet  sur  l'axe  du  tore.  —  Intersection  des  deux  surfaces. 

2657.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices 
quelconques.  —  On  donne  de  plus  un  point  de  la  surface  par  sa  projection  7n' .  —  Plan  tangent  en  ce  point. 

2658    —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  comme  plans  directeurs  le  plan  horizontal  et  un  plan  de  bout. 

—  On  donne  en  outre  une  génératrice  horizontale;  déterminer  deux  génératrices  du  paraboloïde.  —  Si  m'  est  la  projec- 
tion verticale  d'un  pointj  trouver  sa  projection  horizontale. 

2659.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  qui  a  comme  plans  directeurs  deux  plans  verticaux  ;  on  trace  deux 
génératrices  d'un  même  système  ;  m  étant  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface,  déterminer  la  projection 
verticale.  —  Plan  tangent  en  ce  point. 

2660.  —  Contour  apparent  d'un  paraboloïde  hyperboUque  admettant  le  plan  vertical  comme  plan  directeur  et  donné 
par  deux  génératrices  horizontales. 

2661.  —  Contour  apparent  d'un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices 
quelconques  de  l'autre  système.  —  Trouver  le  sommet  de  la  parabole  de  contour  apparent. 

2662.  —  Mener  à  un  paraboloïde  hyperbolique  un  plan  tangent  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

2663.  —  Plan  tangent  par  un  point  extérieur  h  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  un  plan  de  bout  comme  plan 
directeur  et  deux  génératrices  horizontales. 

2664.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  de  front,  défini  par  deux  génératrices  horizontales. 

—  Ombre  propre,  la  lumière  provenant  d'un  point  lumineux  0. 

2665.  —  Mener  à  un  paraboloïde  hyperbolique  de  plans  directeurs  R  et  IV  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  Cas  d'un  paraboloïde  admettant  les  deux  plans  de  projection  comme  plans  directeurs. 

2666.  —  Mener  h  un  paiaboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  plans  directeurs  de  bout  et  deux  génératrices  d'un 
même  système  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre.  —  Section  de  ce  paraboloïde  par  un  plan 
horizontal.  —  Sommet. 

2667.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  deux  génératrices  de  front  et  uu  plan  directeur  horizontal.  — 
Sommet. 

2668.  —  In  paraboloïde  hyperbohque  a  pour  plans  directeurs  le  plan  horizontal  et  un  plan  de  bout.  On  donne  deux 
génératrices  horizontales.  —  Déterminer  le  sommet. 

2669.  —  Section  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  par  un  plan  de  bout.  —  Section  par  le 
bissecteur  du  second  dièdre.  —  Tangente  en  un  point. 

26'70.  —  On  a  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  plans  directeurs  sont  de  bout  et  dont  on  donne  deux  généra- 
trices d'un  même  système   —  On  le  coupe  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre.  — -Nature  delà  section.  —Asymptotes. 
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207  l.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloïde  à  plan  directeur  horizontal  défini  par  deux  droites. 

2672.  —  Plan  tangent  par  une  droite  à  un  paraboloïde  hyperbolique.  —  Cas  où  la  droite  est  parallèle  à  une  généra- 
trice du  paraholoïde. 

2673.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  droites  de  front  et  le  plan  directeur  horizontal. 
—  Plan  tangent  par  une  verticale. 

2674.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperboU([ue  ayant  pour  plans  directeurs  un  plan  vertical  et  un  plan  debout;  on 
donne  deux  génératrices  du  système  de  bout.  —  Mener  par  une  verticale  donnée  un  plan  tangent  à  la  surface. 

2675.  —  On  a  un  paraholoïde  à  plan  directeur  horizontal  défini  par  une  droite  de  front  et  une  droite  quelconque.  — 
Cette  droite  en  touÊiiant  autour  d'une  verticale  menée  par  un  de  ses  points  engendre  un  ci^ne  ;  intersection  avec  le 
paraboloïde. 

2676.  —  On  a  un  paraholoïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  déûni  par  deux  génératrices  de  l'autre 
système.  -  On  considère  le  point  SS'.  —  ("est  le  soiuiuet  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  — 
Intersection  des  deux  surfaces. 
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1299.  —  Construire  les  deux  coui-bos  : 

(G)  j/  =  «  t^os  2*-, 

(C)  y  =  b  sin  a:, 

dans  l'intervalle     0  ^  a;  ^  u. 

Un  point  M  décrit  la  courbe  (G)  de  telle  fayoïi  que  sa  vitesse  soit  égale  pour  chaque  valeur  de  x  k 
l'ordonnée  de   (G'),   le  rnoiivenienl  ayant  lieu  dans  le  sens  des  x  croissants. 

Tracer  l'hodographe  du  mouvement  de    .M. 

On  déterminera  la  sous-normale  |)olaii-e  en  un  point  quelconque  de  cet  hodographe  en  fonction  de 
l'ab.scissc   oc  du  mobile  M. 

2°  Même  question,  la  courbe  (G')   étant  remplacée  par 


(C")  i/  =  +  èy/sin'--|.. 

3»  Même  question,  la  courbe  (C)  étant  remplacée  par 

(G'")  y  =  -^b^Jsm-  2x. 

.1.  Demeunynck. 

1300.  —  Un  point  M  parcourt  la  parabole     i/- —  2pa;  ==  0.     Un  autre  point  mobile    M'    décrit  la  parabole 
y-  — 29a-  =  0    de  telle  façon  que  sa  vitesse  soit  constamment  parallèle  à  celle  du  point   M. 

1"  Exprimer  les  coordonnées  du  point   M'   en  fonction  de  celles  de    M. 

2°  On  suppose  que  le  point   M   possède  à  chaque  instant  une  accélération  dont  la   projection  sur   Oy    est 

égale  k  celle  du  segment  MM'.   Former  les  équations  du  mouvement  de  M. 

A  l'époque  initiale  le  point  M  est  k  l'origine  des  coordonnées  et  possède  une  vitesse   «o. 

On  suppose  p   tl  q  positifs  p  étant  >  q. 

i.  Demeunv.vck. 

1301.  —  Pour  chaque  point  M  d'une  ellipse,  on  considère  trois  droites  :  1°  OM,  qui  joint  le  point  M  au 
centre  de  l'ellipse;  2°  la  normale  ;  3°  la  droite  menée  par  M  et  faisant  avec  les  axes  les  mêmes  angles  que  la 
normale. 

Il  existe  trois  droites  formant  avec  celles-ci  un  faisceau  harmonique.  Montrer  que  chacune  de  ces  droites 
est  normale  k  une  ellipse  fixe. 

E.   N.    B.iRISlEN. 
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Une  erreur  de  mise  en  pages  clans  la  note  de  M.  Cii.  Michel,  parue  dans  le  N°  de  mars  de  la  Reçue,  a  lait 
onicltre  un  passage  qui  doit  s'intercaler  à  la  page  418,  entre  les  lignes  15  et  16. 
Pour  rétablir  le  texte  complet,  il  faut  lire,  ii  partir  du  2'  alinéa  de  cette  page  : 

Considérons  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse; 
soient  tp,,  on,  o:,,  04  les  anomalies  des  quatre  points  de  rencontre  de  l'hyperbole  avec  l'ellipse.  Le  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  d'anomalies  oi,  (^2,  tfj,  rencontre  l'ellipse  en  un  quatrième  point,  d'ano- 
malie ^\.  D'après  ce  qui  précède,  on  a  simultanément 

°i  -+-  02  -t-  03  -f-  04  =  0, 

çi  -H  ^^2  +  'r'a  -H  tpi.  ^  •'t, 
à  2/i-7r  près.  Donc, 

à  '■21k  près.  Autrement  dit,  les  points  d'anomalies  o^  et  çl  sont  diamétralement  opposés  sur  l'ellipse. 

Donc,  si  l'on  coupe  une  ellipse  par  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes,  trois  des  points  de  rencontre  et  le  point  de  l'illipse  diamétralement  opposé  au  quatrième  sont  sur  une 
circonférence. 

Ce  résultat  s'applique  en  particulier  aux  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un  point  à  une 
ellipse  ;  on  obtient  alors  un  théorème  dû  k  Joachimstal. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  points  d'une 
ellipse,  d'anomalies  cp,,  oj,  o^,  oi,  soient  sur  une  conique  passant  par  le  centre  C  de  l'ellipse  et  le  point  à 
l'infini  surl'axe  focal.  Soient  A  et  B  les  sommetsdel'ellipse  situés  surcetaxe, le  premier  étant  d'anomalie 
0,  le  second  d'anomalie  n.  Si  \>.  est  le  point  du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  qui  est  situé  sur  la 
perpendiculaire  menée  à  l'axe  focal  par  le  point  M,  d'anomalie  »,  et  du  même  côté  que  M  par  rapport 
à  l'axe,  nous  avons  vu  que  l'angle  de  la  tangente  en    A   avec  la  droite  A|ji  est  égal,  à  ktz  près,  à 

-3--   Il  en  résulte  que,  si  0  est  le  sommet  du  petit  axe  de  l'ellipse,  d'anomalie  —    le  rapport  anharmo- 

nique  des  quatre  points  M,  0,  A,  B  est  égal  à  tg  —  • 

Le  point  10  est  à  l'infini  sur  l'axe  focal.  Le  rapport  anharmoniquc  r  relatif  au  point  d'intersection 
de  la  conique  et  de  l'axe  local  qui  coïncide  avec  w  a  pour  valeur  1 .  Le  rapport  anhaimonique  r  rela- 
tif au  point  C  est  égal  à    — 1.     Donc, 

Posons,  d'une  manière  générale,     Ig-^  =  '•     L'égalité  devient 

tUzt,  =  —  1, 


Supposons  en  même  temps. 


iMP.  COMTE- jAcgoET.  /-<-'  Hédacteur-Gérunl  :  H.   VUIBEUT. 
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SUR  CliRTAINKS  QUARTIQUES  UNICURSALES 

par  M.  Leconte,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nantes. 


i.  Une  quaiiique  uuicursale  a  en  général  trois  points  doubles  ;  mais  certaines  d'entre  elles  en  ont 
seulement  deux  ou  même  un  seul.  Nous  allons  nous  occuper  des  quarliques  unicursales  qui  possèdent 
un  seul  point  double.  Cherchons  d'abord  les  expressions  des  coordonnées  d'un  de  leurs  points  en  fonc- 
tion rationnelle  d'un  paramètre. 

Pour  simplilier  le  calcul,  nous  admettrons  qu'un  point  double  à  tangentes  distinctes  ou  qu'un 
rebroussement  ordinaire  ne  comptent  que  pour  un  point  double,  en  sorte  qu'une  quartique  unicursale 
ayant  l'une  ou  l'autre  de  ces  singularités  a  en  plus  deux  autres  points  doubles  toujours  distincts  du 
premier. 

Considérons  donc  un  point  double  à  tangentes  confondues  en  lequel  la  tangente  coupe  la  courbe 
en  quatre  points  confondus  ;  supposons  qu'il  soit  à  l'origine,  que  la  tangente  soit  l'axe  des  x,  qu'il  soit 
obtenu  par  les  valeurs  l  et  ,u  supposées  réelles  du  paramètre  0.  La  quartique  sera  représentée  par  les 

équations 

_   (0-X)(6-(.)g(0)                       (o_X)^(0_,x)2 
(')  X-- j— ,  y  = 


dans  lesquelles  ,9(8)  et  /.(O)    désignent  deux  polynômes  respectivement  du  deuxième  et  du  quatrième 

e  — X 
degré,  l'ar  la  transformation     (  = .     ces  équations  deviennent 


(2) 


1^ 

Ifi') 


U  = 


li{t)  '        h{t) 

en  posant 

/■(O  =  af-  -t-  ^<  +  Y,  /*(0  =  al'  +  bl^  -h  ce--^dt  +  f. 

Avec  cette  dernière  forme,  nous  obtioiidrons  aisément  les  valeurs  de  t  qui  donnent  les  poinls 
doubles  de  la  courbe  autres  que  l'origine.  Suivons  la  méthode  donnée  par  M.  Appell,  dans  la  Revue,  en 
septembre  1898. 

Cherchons  les  deux  conditions  pour  que  les  quatre  points  de  la  courbe  de  paramètres  /|,  l,,  t^,  /, 
soient  en  ligne  droite  ;  s'ils  sont  sur  la  droite    ux  +  vy-+-w  =  0,    les  nombres  /,,  /,,  I3,  ti  sont  racines 

de  l'équation 

utf(t)-tvP+wh{t]  =  0, 

et,  quels  que  soient   «,  v,  w,    il  y  a  entre  les  fonctions  symétriques  élémentaires    S,,  S»,  S3,  S*    de  ces 

paramètres  les  deux  relations 

aS;  — /■  =  0, 

a-{bi  —  0283  -t-  fcf  —  f'»  =  0. 

Il  est  nécessaire  et  sufïïsant  pour  que  <,  et  ^   soient  les  paramètres  relatifs  à  un  point  double  que 

les  deux  équations  précédentes  soient  indéterminées  en  t^  et  /.  ;    or,  développées,  elles  s'écrivent 

{t.,-{-li)[a-i  —  a^lid]  —  t,,Uax(lt  -i- /,) -|- Y[a(<, -+- ^ -h  i]  —  arf  =  0. 
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Elles  sont  indéterminées  si  l'on  a 


•1  ,    ,    ,        'lih—d^) 


tit-i  =  -,        ;,  +  / 


a 


2-    fa}  —  af 


Donc  la  quartique  considérée  a  en  général  un  point  double  en  dehors  de  l'origine  et  qui  peut  venir 
se  confondre  avec  l'origine  si     ^  ■+■  h    est  infini,  c'est-à-dire  si 
(2)'  A'  =aY  -. 

C'est  la  condition  pour  que  la  quartique  mise  sous  la  forme  (2)  ait  un  seul  point  double.  Sous  la 
forme  générale  (1)  on  remarquera  que 

a(Hi-X)*  =  A(n),  «([x-X)- =  £?(f^), 

f(l-^y=kQ.),  Y(ix-Xf  =  ,9(X), 

et  la  condition  trouvée  devient 

Nous  avons  supposé  dans  le  calcul  précédent  que  le  point  double  est  obtenu  pour  deux  valeurs 
différentes  X  et  t^^  du  paramètre.  Si  ces  valeurs  viennent  se  confondre  et  que  l'origine  ne  soit  pas  un 
rebroussement  ordinaire,  les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

et  en  posant     /=  - — -^    elles  deviennent 

fit)  1 

^  '  h{t)  ■'        h{t) 

en  gardant  les  mêmes  notations. 

Les  deux  conditions  pour  que  les  points  de  paramètres  ti,  to,  t^,  h  soient  en  ligne  droite  sont  ici 

aSi  -+-  é  =  0, 
afiSj  -+-  aaSj  -+-  rfa  —  clî  =0. 
Elles  sont  indéterminées  en  h  et  h  si  l'on  a 


t^  et  <2  sont  les  paramètres  du  point  double  différent  en  général  de  l'origine  et  qui  vient  se  confondre 
avec  elle  si  l'on  a,  puisque    a  :;zf:  0, 

(4)  2afl  — 6a  =  0. 

En  revenant  à  la  forme  générale  (3),  on  voit  que 

a  =  k{l),  a  =  gÇk), 

b  =  A-'(X),  ^  =  gX^), 

et  par  suite  la  condition  devient 

2.  Nous  allons  maintenant  donner,  pour  les  quartiques  que  nous  venons  d'obtenir,  une  définition 
géométrique. 

Rappelons  qu'une  quartique  unicursale  ayant  trois  points  doubles  A,  B,  C  est  la  transformée  d'une 
conique  ne  passant  par  aucun  des  points  A,  B,  G,  dans  une  quelconque  des  transformations  quadra- 
tiques birationnelles  ayant  les  points  A,  B,  C,  pour  points  fondamentaux.  En  particulier,  une  telle  quar- 
tique, si  l'on  prend  la  transformation  par  points  inverses  relative  au  triangle  ABC,  est  le  lieu  du  second 
foyer  d'une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC  et  dont  un  foyer  décrit  une  conique  ne  passant  ni  en 
A,  ni  en  B,  ni  en  C. 

La  définition  géométrique  que  nous  avons  en  vue  est  un  cas  limite  de  la  précédente.  Définissons 
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d'abord  une  transformation  quadratique  particulière,  celle  qui  fait  correspondre  l'un  à  l'autre  les  foyers 
F(x,  y),  ¥\x',  ;/')  d'une  conique  r  osculatrice  à  une  conique  donnée  G  en  un  point  donné  0.  Prenons 
la  tangente  en  0  à  la  conique  C  pour  axe  des  x,  la  normale  pour  axe  des  y  ;  l'équation  tangentielle 
des  coniques  r  est 

u-  ■+-  pvw  -+-  'Miiv  -+-  iiw-  =  0, 
p  désignant  une  constante,  X  et  n  des  paramètres  variables  ;  on  devra  avoir 

(5)  u2  -+-  pvw  -+-  luw  +  [iH'2  -h  v(u'  -+■  V-)  =  |ji(Ma:  +  vy  -\-  iv)(ux'  -h  vy'  -+-  w). 
D'oii  on  tire,  par  élimination  de   >-,  [i,  v, 

xy'  +  yx'  =  0, 

(6)  pxx'  -  y(py'  -)- 1)  —  y'  =  0, 

ou  enfin 

j'v'  —  v'^ 

(7)  ^=  ^i^<^',,u^,y      y  = 


Dans  le  premier  membre  de  l'identité  (5),  X,  jjt,  v  variant,  on  a  un  système  linéaire  tangentiel  de 
coniques  dépendant  de  trois  paramètres.  Ces  coniques  sont  donc  harmoniquement  inscrites  à  deux 
coniques  S  et  S'.  Les  points  F  et  F'  forment  une  conique  de  ce  syslènio;  par  suite  ces  points  sont 
conjugués  par  rapport  aux  coniques  S  et  S';  donc  le  point  F  est  le  point  commun  aux  polaires  du 
point  F'  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  ponctuel  (S,  S').  Les  équations  (6)  linéaires  en  x  et  i/ 
donnent  ces  polaires  et  nous  fournissent  aussi  les  équations  des  coniques  S  et  S' 
(S)  xy  =0, 

(SO  p{x'-y^)-iy  =  0. 

Le  faisceau  ponctuel  (S,  S')  est  donc  formé  d'hyperboles  équilatères  ayant  trois  points  communs 
confondus  en  0,  le  quatrième  étant  par  suite  sur  la  normale  commune  en   0. 

Remarquons  encore  que,  le  point  F  étant  donné,  on  peut  construire  simplement  le  point  F".  Il 
suffit  de  se  rappeler  que  si  C  est  le  centre  de  courbure  en  un  point  0  d'une  conique,  B  le  point  d'inter- 
section de  OC  avec  l'axe  focal,  B  est  la  projection  sur   OC  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle 

rectangle  ayant  OC  pour  hypoténuse  et  pour  direction  d'un  côté  de  l'angle 
droit  l'un  ou  l'autre  des  rayons  vecteurs  OF,  OF'  aboutissant  aux  foyers. 
D'où  la  construction  suivante  du  point  F'  :  soit  C  le  centre  de  courbure 
en  0  des  coniques  r.  Projetons  C  en  A  sur  OF,  puis  A  en  B  sur  Oi/. 
Le  point  F'  est  sur  FB  et  aussi  sur  la  symétrique  OF'  de  OF  par  rapport 
à  O.v- 

Si  le  point  F'   décrit  une  droite    A\  le  point    F    décrit,  quelle  que 
soit  A',  une  conique  osculatrice  en  0  au  cercle    p{x^-\-y^)  +  y  —  0. 

Si  le  point  F'  décrit  une  conique  tangente  en  0  à  Ox  mais  non  oscu- 
latrice au  cercle  précédent,  le  point  F  décrit  aussi  une  conique  tangente 
en  0  à  Ox. 

Si  le  point  F'  décrit  une  conique  passant  par  0  sans  être  tangente  à  Ox,  le  point  F  décrit  une 
cubique.  Admettons  ces  résultats. 

Si  le  point  F'  décrit  une  conique  ne  passant  pas  en  0,  le  point  F  décrit  une  quartique. 

Soient  x'  =  -^,         y'  -  -^ , 

.1(0)         ■'       m) 

les  coordonnées  du  point  F'  (/",  œ,  4-,    désignant  trois  polynômes  du  second  degré  en  9).  Le  point  F 
décrira  la  courbe  définie  par  les  équations 

/?  —  f^ 

^  ^  lAP  -+-  <?')  +  W        ^"^  p(/'--Hv')  +  ?4'' 
Cette  courbe  est  une  quartique  admettant  l'origine  pour  point  double  puisque  f  et  o  n'ont  pas  de 
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facteur  linéaire  commun  ;  sa  définition  géométrique  montre  qu'elle  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que 
l'origine. 

D'ailleurs,  il  est  immédiat  que  les  expressions  précédentes  de  a;  et  de  y  rentrent  dans  les  formules 
générales  (1)  avec  la  condition  (1/  si  cp  n'est  pas  carré  parfait,  dans  les  formules  générales  (3)  avec  la 
condition  (3)'  si  9  est  carré  parfait, 

Réciproquement,  toute  quartique  unicursale  ayant  un  seul  point  double  a  pour  transformée,  dans 
une  transformation  quadratique  définie  par  les  formules  (7),  une  conique  ne  passant  pas  en  0. 

Si  la  quartique  unicursale  est  donnée  par 

il  V  correspond  la  courbe 

tf{t)  -r- 

y- 


Cette  courbe  se  réduit  à  une  conique  pour  la  valeur  de  p  obtenue  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

pa^  -t-  a  =  0, 
pf  +  /■  =  0, 
qui  sont  compatibles  et  qui  sont  obtenues  en  annulant  le  terme  en  i'  et  le  terme  constant  du  dénomi- 
nateur. 

Si  la  quartique  est  donnée  par 

il  V  correspond  la  courbe 

f(t)  -l 


qui  se  réduit  à  une  conique  pour  la  valeur  de  p  obtenue  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

pa-  -ha  —  0, 
2/5»^  H- 6  =  0, 
qui  sont  encore  compatibles  et  qui  sont  obtenues  en  annulant  le  terme  en  f"  et  le  terme  en  P  du  déno- 
minateur. 

Cette  définition  géométrique  peut  être  utile;  par  exemple,  elle  permet  de  montrer  qu'il  y  a  toujours 
pour  une  des  quartiques  Q  que  nous  étudions,  dans  le  cas  où  elle  se  rapporte  à  l'équation  générale  (1) 
deux  faisceaux  ponctuels  de  coniques  surosculatrices  entre  elles  au  point  double  et  ne  coupant  plus  la 
quartique  0  qu'en  un  seul  point  d'intersection  variable  différent  du  point  double  ;  ces  deux  faisceaux  se 
réduisent  à  un  seul  si  la  quartique  (J  rentre  dans  l'équation  (3). 

En  effet,  dans  la  transformation  quadratique,  à  la  quartique  Q  correspond  une  conique  Q'  sur 
laquelle  il  y  a  deux  points  0',  0"  correspondant  aux  valeurs  du  paramètre  qui  donnent  l'origine  sur  la 
courbe  Q  ;  0'  et  0"  sont  distincts  pour  la  famille  (1),  confondus  pour  la  famille  (3). 

Toute  droite  a'  variable  passant  par  0'  ou  0"  ne  coupe  plus  la  conique  Q'  qu'en  un  seul  point 
variable  ;  la  droite  a'  se  transforme  en  une  conique  A  dépendant  linéairement  d'un  paramètre  et 
n'ayant  plus  en  commun  avec  la  quartique  qu'un  seul  point  variable. 

3.  Les  résultats  précédents  peuvent  être  retrouvés  et  complétés  grâce  à  la  théorie  des  courbes  algé- 
briques. On  sait  (voir  l'étude  d'Halphen  sur  les  points  singuliers,  Courbes  planes  de  Sahnon,  p.  646)  que 
la  classe   i^  d'une  courbe  de  degré  m  ([ui  a  un  seul  point  double  esi  donnée  par  la  formule 

fji  zzi  vi{m  —  1)  —  2p, 
p  désignant  le  nombre  de  points  d'intersection^  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  cycles,  confondus  au 
point  double,  des  deux  branches  ([ui  y  aboutissent. 

D'autre  part,  pour  qu'une  quartique  soit  unicursale,  il  est  nécessaire  que  sa  classe  ne  dépasse  pas  6  ; 
donc,  si        m  —  4,  on  a  2p>-6. 


I 
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Le  problôme  revient  donc  à  l'élude  du   point  double  à  tangentes  confondues  dans  les  quartiques, 
étude  qui  est  esquissée  dans  les  Courbes  planes  de  Salmon  et  que  nous  ferons  facilement  par  application 
de  la  théorie  des  cycles  telle  que  M.  Andoyer  l'a  exposée  aux  lecteurs  de  la  Revue  en  Juin  1893. 
Soit  la  quartique 

y- -h-  ax^-i-  ^xhj  -+- ixrj'^ -h  oy^  -h  ax'  +  bx^y  -\-  cx-y'  -h  dxy^  -+-ftj^  =  0; 
on  pose    y  =  a?y,  ;     on  a  alors  en  divisant  par  a;^  ^ 

y\-\-  XX  ■+-  pj-i/i  -+-  -(xy^  -h  èxy\  -h  ax^  -t-  bx*y,  -t-  cxhj;  h-  rfx-i/?  +  fx*y\  =  0. 
1»  Si    «7^0,     y,  est  de  la  forme  y/ —  aî;[l-f-Ei], 

ou  —  v/  —  ax[l  -f-  Es], 

Si  et  Es  désignant  deux  infiniment  petits;  donc  y  est  de  la  forme 

s_  

a;V=^[l-hE,], 
3     

OU  —  ar*/—  ot  [t  -)-  Es]  ; 

on  a  alors    2p  =  3  ;    le  point  est  un  rebroussement  ordinaire. 

2»  Si    a  =  0    et    ^-  ^  4a,     y  est  de  la  forme     (u,  h-  e,)x    ou     (u,  -+■  e^jx,     u,  et  H2   étant  racines 
de  u--h?'U-ha  =  0 

et  y  égal  à  (m,  -t-  e,]x»         ou         (mj  +  e2)x-. 

On  a  alors    2p  =  4  ;     l'origine  est  un  point  tacnodal  d'après  la  dénomination  de  Salmon. 

3°  Si     p-  =  An,     on  pose    ?/i  =  ( — ^  +!/2)a^    et  ou  a,  comme  relation  entre  x  et   i/j, 
î/5  ^- Yx(- -  H- i/,y -h  8x2(- |- -K  j/^y  +  6a:(— i  +  j/2) -^  cx=(— 1  +  yj^ 

-»-  rfx^(-  l  +  y^y  +  /"^'(-l  +  î/')'  =  0; 
d'où 

/   vfi2  AS  \  /  rSî  93s  \ 

1x2-+-    ■■  =0. 


»--(^-4)-<'-W'».+(1^-^'> 


Si     Py  —  2é  7^  0,    î/s  est  de  la  forme     v'A.x(l  -+-  ei)    ou     —  \/Ax{l  -+-  s.), 

en  posant  A  =  -^ — ^ 

z  4 


■^[-|+»/Ax(l-^E.)j         ou        x-=[^-|--v/Ax(l  +  E,)J 


et  1/  =  x' 

on  a    2p  =  S;     l'origine  est  un  rebroussement  nodal. 
4°  Si    Py  =  2ô,     l'équation  de  la  quartique  devient 

(8)  ^j/^  |x^j'+ Y^y(y  +  1^-^)  +  oy^+cxY--^dxf  -^fy-*  =  0 

et  la  relation  entre  x  et  y-,  est 

«/2  a  l'une  des  valeurs  x(uiH-ei)        ou        x(vs-i-e|.) 

et  1/,  a;M  — -^ -l-x(v, +  £,)  I         ou        x-    —  - -h  xiu,  +  e,)    , 

Vi  et  «2  étant  racines  do  l'équation 

ou  encore 

4  8 
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On  a,  dans  ce  cas,     2p  =  6  ;     l'origine  est  un  point  osenodal. 
5°  Le  cas  suivant  est  celui  où  l'on  a 

ou  encore 

L'équation  de  la  courbe  a  l'une  des  deux  formes 


[y+  2^'+  ^^7/)"-HSy^(î/4-|a-^)  ^dxf-^fy'  =  0, 


ou 


et  la  relation  entre  y,  et  x  devient 

(  ^-  ~  T  ^)  "^  ^^^'^  "^  T~*'''^'  ~  '^^''^'^'  — |-  x' . . .  =  0 . 

Nous  poserons    y,  =^  /  -1-^y.Ax  ;     d'où  il  résulte  que  y,  prend  l'une  des  valeurs 

v^(l-l-e,},  —  \/kx{i  ^E,), 

en  posant 

et  par  suite,  y  a  l'une  des  formes 


OU 


{-|  +  T''-^^^''('  +  -'] 


on  a  alors    2^  =  7  ;     l'origine  est  un  rebroussement  tacnodal. 

0°  Le  cas  suivant  est  le  dernier;  c'est  celui  où     /.■  —  0. 

En  se  reportant  à  l'équation  (9),  on  voit  que  la  quartique  serait  formée  de  deux  coniques  suroscu- 
latrices  à  l'origine  ;  on  aurait  alors  2p  =  8.  Ce  n'est  donc  que  dans  le  quatrième  et  le  cinquième  cas 
que  la  quartique  peut  être  unicursale.  Véritions  qu'elle  l'est.  Si  son  équation  est  de  la  forme   (8),  la 

conique    y -h —  x--^  hxy -i-dy-  =  0    ne  donne,  quand  0  varie,  qu'un  seul  point  d'intersection  variable, 

si  h  est  racine  de  l'équation 


h-  —  h'i^c  —  —  =  0. 


D'où  deux  manières  de  mettre  a;  et  ?/  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  du  paramètre  6.  Lais- 
sons à  faire  le  calcul  simple  ijui  montre  que  les  expressions  trouvées  rentrent  bien  dans  la  forme  géné- 
rale (1). 

Si  la  quartique  a  une  équation  de  la  forme  (9),  il  suffit  de  prendre  le  faisceau  de  coniques 


P    .       T-t'V        /  2         \ 


et  il  est  encore  immédiat  que  les  expressions  de  a-  et  //  trouvées  répondent  cette  fois  aux  formules  (3). 

Nous  avons  ainsi  conlirmé  les  résultats  de  la  première  et  de  la  deuxième  partie;   nous  les  avons 

même  complétés  ;  par  exemple,  en  montrant  que  les  quartiques  (1)  ou  (2)  sont  toujours  de  sixième 
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classe,  que  les  quartiques  (3)  ou  (4)  sont  toujours  de  cinquième  classe,  et  aussi  en  prouvant  que  dans 
une  quartique,  si  deux  branches  ont,  en  un  point  double,  quatre  points  confondus,  la  quartique  se 
déconopose  en  deux  coniques  surosculatrices. 


BOURSES  DE  LICENCE  PRES  LES  FACULTÉS  DES  SCIENCES  (1903, /î«). 

Mathématiques. 

1231.  —  Dans  un  plan  rapporté  à  des  coordonnées  rectangulaires,  le  mouvement  d'un  point  matériel 
est  défini  par  les  équations 

X  =  3<»,  y  =  'M  —  t\ 

La  masse  du  point  matériel  esH  gr.;  l'unité  de  longueur  est  le  centimètre  ;  l'unité  de  temps  est  la 
seconde. 

l"  Former  Véquation  de  la  trajectoire.  Déterminer  l'époque  à  laquelle  le  mobile  passe  en  un  point  de 
la  trajectoire  dont  on  donne   les  coordonnés  x„,ij^;  le  problème  posé  n'admet-il  qu'une  solution? 

La  trajectoire  forme  une  boucle  ;  calculer  l'aire  de  cette  boucle. 

2"  Déterminer,  pour  l'époque  t,  la  vitesse,  l'accélération  totale,  l'accélération  tangentielle,  l'accélération 
normale,  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  où  se  trouve  le  mobile,  le  travail  accompli  depuis 
l'origine  du  temps. 

3"  Soit,  à  l'époque  t,  (D)  la  droite  qui  contient  l'accélération  totale  regardée  comme  un  vecteur  dont 
l'origine  est  le  point  M  oit  se  trouve  le  mobile  à  celte  époque.  Démontrer  que  la  droite  symétrique  de  la 
tangente  en  M  par  rapport  à  la  droite  (D)  est  parallèle  à  une  direction  fixe. 

4°  Montrer  que  la  droite  (D)  reste  noiinale  à  une  parabole  fixe  dont  l'axe  des  x  est  l'axe  de  symétrie. 

X 

1.  Si  nous  remplaçons  t-  par  —  dans  l'équation    y  =^  'St  —  <%    nous  aurons 


puis 


3i/  =  9t  —  tx, 
,_      3?/ 


9  — a; 

En   portant  cette  valeur  dans  l'équation      a;  =  3^-,      nous  avons   l'équation  cartésienne  de   la 

trajectoire 

(I)  x{9  —  xy-21y^  =  0. 

Cette  équation  représente  une  cubique  symétrique  par  rapport  à  Ox,  ayant  pour  point  double  le 

point  A  de  Ox  dont  l'abscisse  est  9,  et  admettant  deux  branches  paraboliques  dans  la  direction  Oî/  ; 

elle  montre  que  x  doit  être  positif  pour    que  la  courbe  existe.  Quand   x   varie  de  0  à  3,   y-   croit  de 

0  à  4;  quand  x  croit  de  3  à  9,  y-  décroît  depuis  4  jusqu'à  0,  et  enûn  quand  x  croît  de   9  à    -hoo 

r/  croit  de  0  à    +oo  .     La  tangente  à  l'origine  est  Oj/  ;  les  tangentes  au  point  double  ont  pour  coefficients 

\ 

angulaires    ±  -pi    elles  font  avec  Ox  des  angles  égaux  à  30°.  Dès  lors,  il  est  aisé  de  tracer  la  trajec- 
v3 

toire  du  point  mobile. 

Pour     t  =  — co  ,    X  et  y  sont  égaux  à    -+-00,    le  mobile  est  à  l'infini  sur  la  branche  parabolique 

AB  ;  pour    t—  — /â,    x-  =  9,     y  =  0,    le  mobile  arrive  en  A;  puis 

il  décrit  l'arc   ACO    et  vient  en  0  pour    t  =  0.     Enfin  quand  t  croît 

de  0  à    -t-  00     le  mobile  décrit  l'arc  ODAL  et  passe  de  nouveau  en  A 

pour    t  —  v/3.     La  trajectoire  est  décrite  d'une  façon  continue  dans  le 

sens  des  llèches. 

Nous  voyons  qu'à  deux  époques  différentes  le  mobile  est  dans  des 

positions  différentes  :  il  n'y  a  que  le  point  A  qui  fasse  exception.  Donc 
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le  mobile  passe  une  fois  et  une  seule  en  chaque   point  de  sa   trajectoire,    sauf  au  point  double  A  où  il 
passe  deux  fois  (aux  époques     t  =  ~  sj'i     et     /  =  -^  fi)-     D'après   le  calcul  que  nous  avons  fait  au 

début,  il  passe  au  point  {x^,  ?/„)  de  sa  trajectoire  à  l'époque  <„  donnée  par  régalité     t^  =  —^ — 

La  boucle  de  la  trajectoire  est  décrite  par  le  mobile  de  l'époque  —  ^/3  à  l'époque  +  ^/â  ;  elle  est 
décrite  dans  le  sens  négatif;  par  conséquent  l'aire  de  la  boucle  aura  une  valeur  algébrique  négative,  si 
on  adopte  pour  sens  positif  des  aires  le  sens  habituel.  Donc  l'expression  algébrique  de  l'aire  sera 

^  /     l' i^u'  —  yx'YU 


ou 


-\/3 

3    /"-t-v/s 

v/3 


iy::<--"""^ 


1/3 

nous  trouvons  ainsi     —  72  — -.     ou,  en  valeur  absolue, 

5 

(2)  A  =  72-^-  =  24<=""i,9. 

Cette  expression  représente  des  centimètres  carrés,  car  l'unité  de  longueur  est  le  centimètre. 

2.  Les  composantes  de  la  vitesse  à  l'époque  (  sont 

~dî 

la  vitesse  elle-même   est  donnée  par    u^  =  ,r'^ -t- j/'"  =  9(1  -)-<")"  ;     donc     w  =  3(1  +  Z^).     Les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  orientée  dans  le  sens  de  la  vitesse,  sont 

2<  .  1— <^ 


Vy  —  -j^  =  3(1  —i"-). 


.i                                                                C0S2  = -5 

sm  a  = 

Les  composantes  de  l'accélération  totale  sont 

Y.  =  6, 

Ï!/  =  —  G<  ; 

l'accélération  elle-même  a  donc  pour  valeur    y  =  6/I  +  <"  ; 
les  cosinus  directeurs  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont 


cos  ï  =  <  sm  a 


L'accélération  langentielle  a  pour  valeur --7— ou    7^  cos  a -t- y,^  sin  a  ;     elle  a  donc  pour  expression 

Y,  =  6/.  Quant  à  l'accélération  normale,  elle  a  pour  valeur  6. 

xT-  3 

D  autre  part,  on  a  —  =  y»  =  6  ;     donc  le  rayon  de  courbure  p  a  pour  valeur     p  =  —(1  4-  V-'f . 

Le  travail  accompli  par  la  force  accélératrice  depuis  l'origine  du  temps  jusqu'à  l'époque  i,  est  égal 
à  la  variation  de  force  vive  pendant  cette  durée  ;  c'est  donc 


Or  ici 

et 

donc 


T 

m 

=  1, 

v"  =  9(1 

«?  =  9; 

-^e-r 

T  = 

--^m^r-r-- 

-9]. 

T  = 

c   ('=  +  2). 
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Comme  les  unités  employées  sont  les  trois  unités  fondamentales  C.  Q.  S,  le  nombre  T  est  exprimé 
en  ergs. 

3.  L'accélération  a  môme  projection,  6/,  sur  la  tangente  et  sur  l'axe  des  y;  par  conséquent  la 
droite  qui  porte  l'accélération  est  la  bissectrice  de  la  direction  Oi/  et  de  la  direction  de  la  tangente.  La 
propriété  annoncée  est  donc  évidente. 

4.  La  droite  (U)  a  pour  équation 

■r  -  'M'   _  y  — 3<  +  <^ 

V— 3/-t-<^ 
ou  x  —  3l--h- =  0, 

c'est-ii-dire  enfin 

lx-[-y  —  'St  —  2i'  =0. 

L'enveloppe  de  celte  droite  s'obtient  en  e.xprimant  que  l'équation  en  (  aune  racine  double;  ce 
calcul  donne 

27y^— 2(ar  — 3)^  =  0. 

La  courbe  que  cette  équation  représente  est  la  développée  d'une  parabole  dont  le  paramètre  est  égal  à 

4,  qui  a  Ox  pour  axe,  et  dont  le  sommet  a  pour  abcisse    —  1 .     L'équation  de  celle  parabole  est  par 

suite 

i/^  =  8(x-t-l), 
et  la  propriété  annoncée  est  établie. 

H.  LEFÈVRE. 

Bonnes  solutions  :  MM.  P.»RBon,  à  Vesoul;  .1.  IIaag,  à  Pont-à-Mousson  ;  R.  IIouvaist  ;  H.  Javelot,  à  Givet. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  MATHÉMATIQrES  SPÉCIALES  (1903,  fin). 


Physique. 

1222.  —  On  a  deux  condensateurs  C  l't  G  ;  la  capacité  du  premier  est  1  miirofarad,  celle  du  second 
1 
—-rfe  microfarad  ;  l'épaisseur  du  diélectrique  séparant  les  deux  ai-maturcs  est  la  même  et,  par  suite,  ils  peu- 

vent  supporter  une  même  différence  de  potentiel  maxima  E,  qui  est  de  1.000  volls. 

On  demande  d'évaluer  en  dipies  par  centimètre  carré  l'augmentation  maxima  de  pression  que  pourrait  pro- 
duire la  décharije  de  ces  condensateurs  dans  un  litre  d'air  pris  à  0°  et  sous  la  pression  de  76  centimètres  de 
mercure  et  viaintenu  à  volume  constant  : 

1°  Quand  on  tes  réunit  en  parallèle  (en  batterie)  ; 

2°  Quand  on  les  réunit  en  série  {en  cascade). 

On  admettra  que  toute  ta  chaleur  produite  par  la  décharge  peut  être  communiquée  à  Cair,  dont  la  chaleur 
spécifique  à  volume  constant  est  0,17. 

i°  Quand  on  réunit  les  condensateurs  en  batterie,   la  capacité  du  système  est  C  +  G',  sa  charge 

maxima  Q  =  (C  +  C)  E,  son  énergie  U  =  -^  (C  4-  C)  E-  ou,  comme  C  =  —  C, 

U  =  i  CE^ 

4 

En  unités  du  système  pratique,  C  =  10  ""^    et  E  =  10^  ;   donc 

3 

U  =  —  de  joule, 
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et  la  quantité  de  chaleur  équivalente,  évaluée  en  petites  calories,  est 

3        _1_ 
"4  ^4,18" 
Désignons  par  0  la  variation  de  température  produite  par  cette  chaleur  dans  un  litre  d'air,  c'est-à- 
dire  dans  une  masse  égale  à  lgr,293  ;  on  doit  avoir 

1,293X0,17X0=  |x^g. 

Enfin,  si  p„  est  la  pression  initiale  et  S  le  coefficient  de  pression,  la  variation  de  pression  sera 

l 

Évaluons  p„  en  unités  G. G. S.  et  remplaçons  p  par  — —  ;  il  vient 

.  =  76  X  13,6  X  981  X  4  X  ^  X   ^^^^  ^  ^  ^3  ^  ^  ^^    =  3032. 

5°  Considérons  les  condensateurs  réunis  en  cascade.  Soit  V  le  potentiel  de  l'armature  interne  du 
premier,  V  le  potentiel  commun  à  l'armature  externe  du  premier  et  à  l'armature  interne  du  second,  Q 
la  charge  de  chaque  armature.  La  considération  du  premier  condensateur  donne  Q  =  C  (V  —  V),  celle 

1 

du  second  Q  =  C'Y'  =  —  GV.  V  est  donc  double  de  V  —  V  et  si  l'on  donne  à  V  la  valeur  maxima  E, 

2 

1  3 

on  aura  V  —  Y'  =  -5-  E  et,  par  suite,  Y  =  —  E. 

L'énergie  sera  U'  =  -iQV  =  |G(V  -V')V  =  -^Cx^EX2-E=|-  CE^ 

Cette  énergie  est  la  moitié  de  la  première  et  la  variation  de  pression  correspondante  sera  1516. 

Remarque.  —  On  obtient  le  même  résultat  en  changeant  de  place  les  deux  condensateurs. 


Chimie. 


1223.  —  On  chauffe  une  solution  sulfurique  de  sulfate  de  nitrosyle  additionnée  d'une  quantité  suffi- 
sante de  sulfate  d'ammoniaque.  Le  gaz  qui  se  dégage  est  conduit  datis  un  tube  chauffé  où  il  est  en  contact 
avec  une  nacelle  remplie  de  calcium.  A  la  fin  de  l'expérience,  le  contenu  de  la  nacelle  est  repris  par  un  excès 
d'eau  qui  dégage  alors  un  volume  de  gaz  de  5''',57.  L'alcalinité  de  la  solution,  déterminée  par  un  titrage  à 
l'acide  sulfurique,  exige  pour  la  neutralisation  450'*^  d'une  solution  contenant  une  molécule  d'acide  par  litre. 

l"  Exposer  la  suite  des  réactions. 

2°  Déterminer  le  poids  de  calcium  avant  l'expérience. 

3°  Calculer  le  volume  gazeux  absorbé  par  le  calcium. 

i"  Fixer  le  poids  de  sulfate  de  nitrosyle  contenu  dans  l'acide  sulfurique. 

5°  Déterminer  la  composition  qualitative  et  quantitative  des  mélanges  gazeux  qui  pourraient  être  ab- 
sorbés par  une  solution  sulfurique  concentrée  pour  qu'elle  renfermât  la  même  quantité  de  sulfate  de  nitrosyle. 

L'acide  sulfurique  contient  l'eau  nécessaire  aux  réactions.     Ca  =  40;     S  =  32. 

1°  Désignons  par  2x  le  nombre  des  molécules  de  sulfate  de  nitrosyle  qui  entrent  en  jeu  ;  les  deux 
premières  réactions  seront  représentées  par  les  équations 

X  [2SO*HAzO  ■+■  SO*  (AzH*)-  =  3S0'PP  +  2H^0  -+-  2Az=J, 

2x  [3Ca  -+-  Az2  =  Az'Ca'J, 

el  il  reste  un  poids  de  calcium  libre  que  nous  représenterons  par  yCa. 
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L'action  de  l'eau  sur  l'azoture  et  sur  le  métal  libre  se  formulent  alors  de  la  manière  suivante  : 

2a;  [Az"Ca^  -h  6H^0  =  SCaO^H^  -+-  2AzH=], 
[y  Ca  -h  aH^O  =  CaO-ir-  +  H=]. 
Les  y  molécules  d'hydrogène  dégagé  occupent  un  volume    y  X  22,28    en  litres;  on  a  donc 

y  X  22,28  =  5,57  d'où  y  =  0,25. 

D'autre  part,  l'acide  sulfurique,  dont  on  a  employé  une  fraction  de  molécule  égale  à  0,430  doit  neu- 
traliser 6j;  -H  y  molécules  de  chaux  et  4x  molécules  d'ammoniaque  ;  ces  dernières  équivalent  à  2x 
molécules  de  chaux  ;  on  a  donc 

8x  H-  y  =  0,450,  d'où  2i  =  0,05. 

2°  Poids  de  calcium  :     (6a;  4-  y)  Ca  =  0,400  X  40  =  I6gf. 
3°  Volume  d'azote  absorbé  :     2a;  X  22,28  =  l'",Hi. 
4°  Poids  de  sulfate  de  nitrosyle  :     2x  x  SO*HAzO  =  0,05  X  127  =  6g^35. 

5"  Si  l'on  admet  que  les  mélanges  considérés  contiennent  du  gaz  sulfureux,  leurs  compositions  se- 
ront représentées  respectivement  par  x  (2S0-  h-  2Az0MI),  x  (2S0^  -h  2AzO-  h-  0),  x  (  2S0^  +  Az-0^  +20), 
X  (2S0'  -+-  2AzO  -h  30).  S'ils  ne  contiennent  pas  de  gaz  sulfureux,  ils  seront  représentés  par 
X  (AzO''  -+-  AzO),  X  AzW,  X  (2AzO  +  0). 


QUESTIONS     PROPOSEES 


1302.  —  On  donne  deux  coniques  S  et  S  telles  que  l'on  puisse  inscrire  dans  S  un  triangle  ARC  cir- 
conscrit à  s.  Soient  a,  p,  Y  les  points  de  contacts  des  côtés  lîC,  CA,  AB  et  de  la  conique  S,  cl  M  le  point 
commun  aux  droites  Aa,  B3,  Cy. 

10  Montrer  qu'il  existe  une  conique  r  passant  par  les  points  A,  B,  (',  M  et  circonscrite  au  triangle  con- 
jugué commun  à  S  et  S. 

20  r  rencontre  S  en  un  4"  point  D.  Calculer  les  coordonnées  du  point  D  en  fonction  de  celles  du 
point   M;   en  déduire  l'équation  du  lieu  du  point  M    quand  le  triangle    ABC   varie. 

3°  Dans  la  même  hypothèse,  soit  EF  le  côté  opposé  à  D  dans  le  triangle  DEl-"  inscrit  dans  S  et  circons- 
crit k  S.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  EF  avec  les  côtés  du  triangle  ABC.  —  Lieu  du  point 
d'intersection  du  côté    BC  et  de  la  tangente  en  A  à  S. 

4°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  DA,  DB,  DC. 

L.  Sayous,  professeur  au  collège  d'Eynioutiers. 

1303.  —  On  considère  un  point  matériel  pesant    M,    de  masse    m,    suspendu  par  un  lil  sans  poids  ii  un 

point  fixe  0.  Soient  l  la  longueur  du  lil,  Oz  la  verticale  descendante  du  point  0. 

On  suppose  que  par  un  moyen  quelconque  le  plan  vertical  oO.M  tourne  d'un  mouve- 
ment uniforme  autour  de  Oz  avec  la  vitesse  angulaire  (o.  Montrer  que  OM  ne  peut  décrire 
un  cône  de  révolution  autour  de  Oô  que  si  m  est  supérieure  à  un  certain  nombre  fixe  qui 
dépend  de  i  et  de  g.  Trouver  alors  le  demi-angle  au  sommet  du  cône,  la  force  centrifuge 
qui  agit  sur  le  point  M  et  la  tension  du  fil. 

Trouver  la  vitesse  de  rupture  sachant  que  la  tension  maximum  du  fil  est  égale  à  20  fois 
le  poids  du  point   M. 

E.  H. 

1304.  —  A  quel  potentiel,  exprimé  en  volts,  devrait  être  portée  une  bulle  de  savon  de  6  centimètres  de 
diamètre,  isolée  dans  l'espace,  pour  que  la  pression  de  l'air  intérieur  fût  la  même,  malgré  la  tension  superfi- 
cielle, que  celle  de  l'air  extérieur"?  On  sait  que,  dans  un  tube  vertical  de  1  millimètre  de  diamètre,  l'eau  monte 
par  capillarité  'a  3  centimètres  environ  au-dessus  du  plan  général  de  la  surface  libre. 
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Statique. 

1236.—  l"  Énoncer  sans  dcmonstmlion  les  romiUions  d'étiuil ihre  communes  à  tous  les  systèmes  matériels 

libres. 

2"  Deux  barres  articulées  en  A  à  iine  hauteur  H  au-dessus  d'un  plan  horizontal  poli,  sur  lequel  reposent 
leurs  pieds  B  et  C,  sont  maintenues  dans  un  plmi  vertical  où  elles  sont  figurées  par  les  lignes  droites 
BA—l,  CA  =  r.  Elles  sont  réunies  par  un  fil  horizontal  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  plan  horizontal;  la 
barre  BA  porte  un  poids  P  attaché  en  un  point  D  tel  gue     BD  =  fi.  BA. 

Déterminer  la  tension  du  fil  et  les  réactions  de  l'articulation,  en  négligeant  le  poids  des  barres  et  en  tes 
supposant  rigides,  en  négligeant  le  poids  du  fil  cl  en  le  supposant  inextensible. 

ft  La  marche  à  suivre  pour  étudier  l'équilibre  d'un  sj'stème  matériel  consiste  à  appliquer  les  condi- 
tions générales  (de  l'équilibre)  à  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  l'ensemble,  y  compris  les 
réactions  des  appuis  ou  des  liaisons  de  cet  ensemble  ;  puis  à  étudier  l'équilibre  des  parties  détachées, 
auxquelles,  pour  tenir  compte  de  leurs  liaisons  avec  le  reste,  on  applique  des  forces  de  réaction  conve- 
nables, qui,  forces  intérieures  dans  l'ensemble  du  système,  deviennent  forces  extérieures  sur  les  parties 
détachées  (1)  ». 

Appliquons  la  méthode  au  problème  proposé. 

1.  Équilibre  de  l'ensemble  du  système.  —  Puisqu'on  néglige  le  poids  des  barres  et  celui  du  fil,  il 
suffira  de  tenir  compte  du  poids  P  attaché  à  la  barre  BA  au  point  D  et  des  réactions  normales  N  et  N' 
du  plan  borizuntal  supposé  poli.  Ce  sont  trois  forces  parallèles  situées  dans  un  même  plan  ;  les  équations 
d'équilibre  se  réduisent  à  deux  ;  la  première, 

.\  +  N'  =  P, 
exprimant  que  la  somme  géométrique  des  forces  est  nulle,  la  seconde, 

?ix^t'  —  ip  =  nV  — 11'  +  v/r-  — H-j. 

exprimant  que  le  moment  résultant  par  rapport  au  point  B  est  nul. 

On  en  déduit  

Phh//^  —  H^ 


N'  = 


et 


N  =  P  —  N' 


P(1  —  (Ji)v//-— H^  -+-  ?<JW- 


W 


slt'  —  H^  -H  y//'"  -  H^ 
On  peut  écrire  ces  formules  de  la  manière  suivante  : 


N' 


d'ofi 


BE 
BC 


N 


EC 
BC' 


N    _    N     _    P 

EC   ~  BE   ~  "bC  ' 
et  déduire  de  là  une  construction  graphique  des  vecteurs  N  et  N'. 


(1)  A.  Gouilly.  L'Enseignement  matliématique,  15  janvier  1904. 
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2.  Equilibre  des  parties  détachées. 

a)  Èquilibrn  du  fil  FG.  —  Le  fil  peut  être  considéré  comme  soumis  à 
__, 1 l'action  de  deux  forces  T  et  T',  dirigées  comme  l'indique  la  figure.  Ces 


deux  forces  devant  se  faire  équilibre,  on  aura 

T  =  T'. 

b)  Équilibre  de  la  tige  Alî.  —  Cette  tige  est  en  équilibre  sous  l'action  du  poids  P,  de  la  réaction  N 

du  plan,  de  la  traction  T  exercée  par  In  fil  et  enfin  de  la  réaction  R  de  l'articulation  (soient  X,  Y  ses 

composantes  horizontale  et  verticale). 

Toules  ces  forces  étant  dans  un  même  plan,  nous  aurons  les  trois  équations 

suivantes  : 

X  H-  T  =  0, 

Y-^-N  -  P  =  0, 

V\>.<jl^-  —  H'-  -+-  AT  -+-  IIX  —  v/F=TP.Y  =  0, 

celte  dernière  obtenue  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  B.  On  déduit 


de  là 


p— N  =  N'  = 


Pun//'  —  H^ 


s//2— H^H-»//'-— H" 


ou,  plus  simplement, 


BE  IG 

BC  ^  W-h 


Pjjiv'/^— H^Xv//'-  — H^ 


(H  — /i)fs//^-  H'-Hv/^'^— H^ 


X 


^   BE  IC 

■  BC         H  —  ft 


Y  =  p. 


BE 
BC 


c)  Equilibre  de  la  tige  AC.  —  Cette  tige  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  réac- 
tion N'  du  plan,  do  la  traction  T'  =  T  exercée  par  le  fd  et  enfin  de  la  réaction  R' 
de  l'articulation  (soient  X',  Y'  ses  couiposanles  horizontale  et  verticale).  Nous 
aurons  les  trois  équations  : 

X'  —  T'  =  0, 

Y'  H-  N'  =  0, 


—  hT  -(-  HX'  +  y//'-^  —  H^ Y'  =  0, 


la  dernière  obtenue  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  C. 
On  en  déduit 


X'  =  T'  = 


Pi.iV/— 

-H^v'r--H'' 

(H 

-  h)\^¥ 

_  H'^  ^  ^r  - 

IPJ 

_  N 

PjXV'/^  -  11^ 

IC 


^//■2  _  H'^  H-  y//'^  —  H^ 


P      N<' 

BC  H  -  /( 

=  -P.-^. 
BC 


On  remarque  que  T' =  T,  comme  on  l'avait  prévu  en  étudiant  l'équilibre  du  fil  FG;  de  plus  : 
X'  =  —  X,  Y'  =  —  Y;  les  réactions  R  et  R'  de  l'articulation  sont  égales  et  opposées,  ce  qui  était  à 
prévoir  également. 

P.  L. 


Solutions  de  MM.  Guinaud,  agent- voyer  à  Argenteuii  ;  Ha*g,  éiève  de  t'ÈcoIe  normale  supérieure  ;  R.  Javelot,  à  Givet 
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1237.  —  On  donne  deux  axes  quelconques  Ox,  Oy,  un  point  A(x  =  a)  sur  l'axe  des  x,  tin  point 
B(;/  =  b)     sur  l'axe  des  y. 

1"  Former  l'équalion  de  la  parabole  tangente  aux  axes  respectivement  aux  points  A  et  B. 

2"  Un  voyageur  parcourt  l'axe  des  y  d'une  vitesse  constante  v,  dans  le  sens  positif.  Au  moment  oii  il 
part  de  l'origine  des  coordonnées,  son  chien  part  du  point  A  se  diririeant  constamment  vers  son  maître  qu'il 
rejoint  au  point  B,  après  avoir  parcouru  l'arc  de  parabole  AB.  On  demande  les  équations  des  projections 
sur  les  axes  du  mouvement  du  chien  et  la  vitesse  minimum  de  ce  dernier  en  supposant  les  axes  rectangu- 
laires. 

1.   L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  axes  en  A  et  B,  étant 

1/1  \--^ 

déterminons  X  de  façon  que      8  =  — ; — h  X     =  0  ; 

a'-b'^  \  ah         J 

nous  obtenons  deux  valeurs,  l'une    X  =  0    qui  donne  la  parabole  réduite  a 

deux  droites  confondues  avec  AB,    l'autre    X  =  —  2ab    qui  correspond  à  la 

parabole  demandée.  L'équation  de  cette  parabole  est  donc 


~  +  l-i)^-'^abxy 


0, 


ou  encore 


-^      —2 


+  f)+l=0. 


2.  Le  voyageur  partant  du  point  0  (à  l'origine  des  temps),  son  mouvement  sur  O7  sera  donné  par 

l'équation 

y  =  vt. 

Soit  H  sa  position  à  l'instant  /  ;  le  chien  se  (rouvera  sur  la  parabole  au  point  de  contact  M  avec  la 
seconde  tangente  menée  du  point  H.  En  effet,  le  chien  se  dirigeant  constamment  vers  son  maître,  sa 
vitesse  qui  est  tangente  à  la  trajectoire  doit  à  chaque  instant  passer  par  la  position  H  du  voyageur. 
Pour  calculer  les  coordonnées  du  point  M,  mettons  en  évidence  dans  l'équation  de  la  parabole  un 
diamètre  quelconque  et  la  tangente  en  l'extrémité.  L'équalion  de  la  parabole  peut  s'écrire 

déterminons  i^  de  fac^'on  que  la  tangente  passe  par  le  point     H(.r  =  0,     1/  =  vt),     il  vient 

vl 
_2((x+l]— -^l_ix^  =  0, 


d'où,  après  suppression  de  la  solution     |ji 


1,     qui  correspond  au  point  B, 


Le  point   M  est  à  l'intersection  du  diamètre 


a 


=  1  — 


avec  la  tangente 


1 


^2vt 


X        y 
b~  )\'^~~b 
Cette  équation,  combinée  avec  la  précédente,  donne 


)-(7-|)-^('-t)-- 


'ivt 
vt 

T 


X        y 
a         b 


2vt        2î)'/2 


d'où  l'on  déduit  pour  les  coordonnées  du  point  M 


i 
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Ces  deux  équations  définissent  le  mouvement  du  point  iM.  Le  chien  part  du  point  A   au  temps 

1  =  0    et  rejoint  son  mailre  au  point  B,  au  temps     '  =  "r  •     Les  composantes  de  sa  vitesse  ont  pour 
expressions 


L'iiodograplie  est  une  droite  A'B'  d'équation 


•ivH 


y  = 


bx'  —  ay'  -+-  2av  =  0, 
parallèle  aux  diamètres  de  la  parabole  et  rencontrant  l'axe  des  y  au  point 
B'  d'ordonnée  2o.  La  vitesse  minimum  sera  donnée  par  la  distance  du  point 
0  à  la  droite  A'B'  ;  soit  Ojji.  Au  point  correspondant  de  la  trajectoire,  la 
tangente  est  perpendiculaire  à  la  direction  01  des  diamètres  ;  ce  point  est 
donc  le  sommet  de  la  parabole.  Remarquons  que  le  point  (i  sera  situé  entre 
A'  et  B'  tant  que  les  angles  lOA,  lOB  seront  tous  les  deux  inférieurs  ou  au 
plus  égaux  à  un  droit.  Si  l'un  des  angles  était  obtus,  le  point  [j.  serait  en 
dehors  du  segment  A'B'  et  le  sommet  de  la  parabole  serait  extérieur  à  l'arc 
AB;  la  vitesse  irait  soit  constamment  en  croissant,  soit  constamment  en  décroissant. 
Si  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  on  aura  pour  expression  de  la  vitesse 

Le  minimum  de  la  vitesse  a  lieu  au  temps 

t  — 
et  pour  la  position 


a^é 


b')' 


ab' 


a'-b 


(a'  -+-  b-'f 


{a--^b-'r 


du  point  M.  Il  serait  facile  de  vérifier  que  ce  point  est  le  sommet  de  la  parabole.  Enfin  la  vitesse  mini- 
mum a  pour  expression 


V,„  = 


2au 


Solutions  de  MM.  J.  Haag,  élève  de  l'école  oormale  supérieure  ;  R.  Javelot  à  Givet  ;  H.  I.bpètrb. 


P.  L. 


Trigonométrie . 

l^nOBLÈME. 

1241. —  Dans  un  triangle  ABC  on  connail  l'angle  A,  le  périmètre  2p  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 
1"  Calculer  les  tangentes  des  moitiés  des  angles  B  et  C. 

2°  Trouver  les  limites  du  rapport  —  pour  que  le  problème  soit  possible. 

3°  Construire  géométriquement  te  triangle  ABC  et  discuter. 

4°  Faii-e  concorder  les  conditions  de  possibilité  obtenues  dans  les  deux  méthodes. 

^.  Le  triangle  rectangle  ICA  nous  donne 


AG'3=rcotg-, 
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ou  en  posant    BC  =  a, 

A 


p  —  a  —  rcotg 


2 


De  même 


R  r 

p—/j  =  /cotg  —,  p-c  =  rcotg  — 


Ajoutons  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

/  A  .    B  ,     G 

p  =  ri  cotg  ^-Hcotgy  H- cotg  — 

B        G/  ,     A\  /,     B  G 


D'aulre  part,  on  a 


ou 


ou 


A 

colg  Y  = 


B        C 


B 

Icr 1- 


B       G 


A 

colg -g- • 

De  ces  deux  équations,  on  tire 


/B      G\       /.     B       .G\  ,A 

(tg2tg-)+(^tg-  +  tg-)=cotg-. 


B       C 


A 

rcotg  — 


B             C         (p -'-cotg 4) cotg  ^ 
et      lg^+ts-=^^ 


tg—  et  tg  —  sont  donc  racines  de  l'équation  en  x  suivante 


(1) 


A  \  A  .A 

/j  — rcotg-    cotg -5"  '-cotg  — 


0. 


p  p 

2.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  suffit  que  cette  équation  admette  deux  racines  réelles 
et  positives.  Or  la  condition  de  réalité  de  .i-  est 

p -rcotg— 1  cotg^--         4rcotg  — 
'  ■      = ^>0, 


ou 


-y 


colg^A-2:;-(cotg-^+2t 


2 


P 


2 


1>0; 


—  devra  donc  être  extérieur  aux  racines  de  ce  trinôme.  Or  ces  racines  ont  pour  valeurs 

P 

A             A    ,        2 
cotg---+-2lg~T  ± 


cotg- — - 


sm 


i-H2tg'^^±; 


ces' 


La  condition  de  réalité  étant  remplie,  on  devra  avoir  en  outre 

A  r  A 

p  — rcotg— >0,     ou      -<tg2- 

inégalité  qui  exprime  que  les  racines  de  l'équiitiou  (1)  sont  positives 
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Or  Ig  —  est  compris  enire  les  deux  racines  du  trinôme  précédent.    —  devra  donc  être  inférieur  à  la 


plus  petite  racine,  c'est-à-dire  que  l'on  devra  avoir 


^<tg4|l-|-2tg"^ 


'â 


^sinA- 

= 

1  -t-  sin-—-  —  2sin— 

A 

lu  — 

-'4 

l-sm- 

A 

cos^  -2  ^ 

,  A 

COS-- 

•     A 

1-4-sm- 

C'est  l'unique  condition  de  possibilité  du  problème  ;  —  a  donc  une  seule  limite,  qui  est  une  limite 


supérieure,  savoir: 


■«4 


-sm 


2 


.     A 

■sm- 


3.  Supposons  le  problème  résolu.  Considérons  le  cercle  exinscrit  au 
triangle  dans  l'angle  A.  Soit  B'  son  point  de  contact  avec  AB  par  exemple. 
On  sait  que     AB'  =  p.     Nous  avons  alors  la  construction  suivante  : 

Construire  un  angle  xky  égal  à  l'angle  donné.  Inscrire  dans  cet  angle 
une  première  circonférence  de  rayon  j-  et  une  deuxième  dont  les  points  de 
contact  avec  les  côtés  de  l'angle  soient  à  une  distance  p  du  sommet  de 
l'angle.  Les  tangentes  communes  intérieures  à  ces  deux  circonférences 
constituent  les  troisièmes  côtés  de  deux  triangles  répondant  à  la  question. 

Ces  triangles  sont  d'ailleurs  symétri(|ues  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  ajOy  et  il  n'y  a  en  réalité  qu'une  solution.  Pour  que  la  construction 
soit  possible,  il  faut  évidemment  que  les  deux  circonférences  soient  exté- 
rieures, ce  qui  donne  la  condition      r+  l'B'  <  II', 


ou 


'•-<-ptg-s-<' 


ou 


cos^ 


sm 


»•  A 

<  for 


i  —sin 


9 


.     A 

l+sm-^ 


Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car  elle  entraîne  la  suivante:  —  <tg— qui  exprime  que 

Ar>  Al,     c'est-à-dire  que  le  cercle  I  est  inscrit  et  non  exinscrit  au  triangle  ABC. 

4    On  voit  que  la  limite  obteime  pour  —  est  la  même  dans  les  deux  méthodes. 

P 

3.  HAAG. 

Calcul. 


1242.  —  Calculer  ks  arcs  positifs,  inférieurs  à  360°,  qui  vérifienl  la  formule 


/         it  \        y  a-  co 


COS  2a 


On  a 


tgyP 
a  =  0,371258,  a  =  141°  37'  43",  ?  =  lOi"  13'  28",o. 

2a  =  283°  15'  26", 


COS  2a  =  C0S(2Tt  —  2a) 

34°44'29".5. 


COS  76044' 34", 


> 
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Désignons  par  cp  l'arc  du  premier  quadrant  défini  par  la  formule 

,,  cos  76<>44'34" 

sin»  =  v/0,37l258^  tg34"44'ï!9%o  ' 

d'où 


o  =  9''50'5",85. 


L'équation  à  résoudre  peut  s'écrire 


sin(  a;  —  "5"  )  =  ^"^  9» 


d'où  a;  —  -  =  2A-  -4-  o, 

(1)  a' =  2A-T:  +  |- +  o, 

et  X — -  =  (2/c  H- IjTi  —  <p, 

(2)  a;  =  (2A:-+-l)TC-f-— -  o. 

Pour  avoir  les  arcs  compris  entre  0°  et  SfiO",  il  faudra  prendre     A-  =  0    dans  les  deux  formules; 
d'où  les  deux  valeurs 

x'  =  ^-ho  =  69°50'5",85, 


--  <f  =230°9'5V',15. 


P.  L. 
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1208.  —  Du  centre  d'une  ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en 
un  point  variable  de  celte  ellipse.  On  demande  l'enveloppe  de  In  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendi- 
culaires. On  demande  de  même  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  sur  deux  tangentes  rectangulaires  à  l'ellipse. 


1.  Supposons  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  soit    -^  -^■^. —  1—0 


X-        g' 

son  équation,  avec  la  convention  habituelle     a'^  b.     Désignons  en  outre  par  ?  l'anomalie  excentrique 
du  point  variable  de  l'ellipse. 

La  tangente  et  la  normale  en  ce  point  ont  respectivement  pour  équations 

bx  cos  t?  +  ay  sin  ?  —  a6  =  0, 
ax  sin  tf  —  bg  cos  tp  —  c'  sin  9  cos  o  =  0, 
et  leur  équation  quadratique  s'obtient  en  effectuant  le  produit  de  ces  deux  équations;  l'équation  quadra- 
tique des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  s'obtient  en  annulant  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré;  il  reste  alors  une  équation  du  premier  degré  qui  représente  justement  la  droite  cherchée. 
Cette  équation  est 

ab(ax  sin  ?  —  by  cos  o)  -h  c-  sin  ?  cos  o(fjx  cos  f-hay  sin  9)  —  c'^ab  sin  ç  cos  ?  =  0, 
ou 

(1)  bxlc-  cos  o  -+ )  -4-ai/(  c^  sin  <? -. )  —  c'-ab  =  0. 

\  cosç/         ''V  ^       sm  0/ 

Il  est  visible  déjà  que  cette  droite  décrit  un  faisceau  du  sixième  ordre  et,  par  suite,  enveloppe  une 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


491 


courbe  de  sixième  classe.  Nous  aurons  l'équation  ponctuelle  de  cette  courbe  en  prenant  la  dérivée  de 
l'équation  (1)  par  rapport  à  ?  et  en  éliminant  ç  entre  les  deux  équations.  Cette  dérivée  est  strictement 

6x  sin  o  ai/cos"?  „   .   ,    ^ 

-{a^  —  c-cos-o)-h-^~-—{b--i-c-sin-o)  =  0; 


cos^  o     '  "         sin- 9 

comme    a-  —  c-  cos-  o  —  b-  -\-  c-  sin-  =>,     nous  en  concluons 

bx  ay 


puis 


cos''ç  sin^o 

bx  ay 


cos'ç 
et  enlin,  à  l'aide  de  la  première  équation, 


=  0, 


=  x. 


sm-* 


c-ah 


(2a-  —  b-)  cos-  <?  -+■  ('2b-  —  a-)  sin-o 
donc  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  enveloppe  sont 


c-a  cos''  o 


(2) 


(2a^  —  b-)  cos-  o  -+-  (26^  —  a-)  sin»  o 
—  c-b  sin'  ? 


y 


(2rt'  —  6-)  cos-  if  -+-  (2i-  —  a-)  sin^  o 

elles  nous  montrent  immédiatement  que  l'enveloppe  est  une  courbe  unicursale  du  sixième  ordre. 

Comme  cette  courbe  est  aussi  de  sixième  classe,  elle  a  6  points  doubles  et  4  points  de  rebroussement. 

l'our  la  construire,  nous  nous  servirons  des  équations  (2),  qui  donnent  les  coordonnées  du  point 

courant  de  la  courbe  et  aussi  de  l'équation  (1),  qui  donne  la  tangente  en  chaque  point  ;  nous  poserons 


u  —  c-  cos  9  -+- 


b'- 


COSO 


c-  sm  c 


smo 


et  nous  nous  rappellerons  que 

m'  =  sin  <?/ -—  —  c=), 

\  cos»  ?  ' 


V    —  cos  o(— :— ; h  C-]. 

'  \  sm-  ç  / 


Cela  posé,  nous  remarquons  qu'on  a  tous  les  points  de  la  courbe  en  faisant  varier  o  de  —tz  h 
-Mt,  que  si  l'on  change  f  en  — u,  x  ne  change  pas  et  y  change  simplement  de  signe,  enfin  que 
si  l'on  change  <?  en  r.  —  o,  y  ne  change  pas  et  x  change  simplement  de  signe.  Cela  nous  apprend 
que   la  courbe   est  symétrique   par  rapport   aux   axes  et   qu'il   suffit  pour  avoir  une  des  branches 

TZ 

de  la  courbe  de  faire  varier  j/  de  0  à  —  • 
Trois  cas  sont  alors  à  distinguer. 

/'"■  Cas.     'ib-  —  a->.0.     Alors    a;   et    y  ne  deviennent   pas  infinis,  la 

c'a 


courbe  est  fermée.  Pour    ti  =  0,     x 


y  —  0,    la  courbe  part 


2a^  —  b' 

d'un  point   k    de   Oa-,   et  la  tangente  en  ce  point  se  réduit  à    y  =  0    [voir 

l'équation  (1)1. 

—  c-b 
Pour     o  =  — .     X  =  0,     y 


— >    la  courbe  atteint  un  point  B 


2b'  —  a» 

de  Oi/',  et  la  tangente  en  ce  point  se  réduit  à  x  —  0.  D'autre  part,  «  est 
positif  et  croissant,  u  négatif  et  croissant;  donc  l'arc  AB  a  bien  la  forme  indi- 
quée et  la  courbe  totale  ressemble  à  une  développée  d'ellipse  (fig.  1). 
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x^nr 


y1 


2'  cas.  'ili-  —  a-  =  0.  11  n'y  a  qu'un  changement  à  ce  qui 
précède,  c'est  que  OB  est  infini  ;  le  point  de  rebroussement  B  est 
à  l'infini  sur  Oy'  (fig.  2). 

3"  cas.  25-  — a^<;0.  Alors  a;  et  y  peuvent  devenir  infinis 
et,  en  posant 

A2  =  2a^  — iS  B2  =  rt2_2i2^ 

X  et  y  deviennent 


c'a  cos-*  o 


A^eos^?  — B^sin^o 

—  c^b  sin'tp 
A^  cos^o  —  B^  sin^o 


Ponr    ?  =  0,     X  = 


c-a 


2fl^  —  h' 


y  =  0,      la  courbe   part    d'un 


point  A  de   Ox-,   et  la  tangente  en  ce  point  se  réduit  à    y  =  0, 

/  A 

comme  dans  les  deux  autres  cas.  Pour  o  =  a  — £ltga=  — 
af  devient  +x  et  y  devient  — oc.  Le  point  mobile  sur  la 
courbe  a  décrit  l'arc  AH.  Pendant  ce  temps,  w  et  w  ont  augmenté 
tous  les  deux,  ti  depuis  «'--i-c^  jusqu'à  un  certain  nombre 
positif,  et  u  depuis  — ce  jusqu'à  un  certain  nombre  positif  aussi; 
la  tangente  a  tourné  d'un  angle  obtus  depuis  sa  position  initiale  Ox 
jusqu'à  l'asymptote  CD.     Pour    o  =  a -h  e,    x  devient    — oo     et 

c-h 
y    devient 


Enfin  pour    'f  =  — ,     x  =  0,     y  =     , 
i  '2  ''        a-- 


26^  ' 


et  la  tangente  en  ce  point  est  x  =  0  ou  Oy.  Le  point  mobile  sur 
la  courbe  a  décrit  l'arc  KB.  11  n'y  a  plus  alors  qu'à  achever  la 
courbe  par  symétrie  et  l'on  a  la  figure  3. 

On  peut  enfin  remarquer  que  cette  courbe,  dont  nous  venons 
d'étudier  les  diverses  formes,  est  la  développée  de  la  podaire  de 
l'ellipse  par  rapport  à  son  centre. 

2.  Nous  obtiendrons  de  la  môme  manière  l'équation  de  la  droite  dont  il  faut  trouver  l'enveloppe. 
Soient  «  et  ^  les  coordonnées  du  point  d'où  l'on  mène  les  deux  tangentes  rectangulaires  ;  ces  deux 
droites  ont  pour  équation  quadratique 

et  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  ces  droites  s'obtient  en  y 
supprimant  les  termes  du  second  degré,  ce  qui  donne 

/  ax  Si/  \        a^  S2 

V  a^  b^  /       a-         b- 

Or  (a,  P)  est  un  point  variable  du  cercle  orthoptique  ;  si  donc  on  désigne  par  R-  la  quantité 
^2  _(_  52^    on  peut  poser    a  =  Rcosç,     |i  =  R  sintp,    et  l'équation  précédente  devient 

2xcoso         2ysin?       ^f  cos-o         sin-9' 


(3) 


R 


=  0. 


a"  h^  \     à'  b' 

Cette  équation  nous  montre  de  suite  que  le  faisceau  engendré  par  la  droite  mobile  est  du  quatrième 
ordre  et,  par  suite,  que  l'enveloppe  est  une  courbe  de  quatrième  classe.  L'équation  ponctuelle  de  l'enve- 
loppe s'obtiendra  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (3)  par  rapport  à  o  et  en  éliminant  9  entre  les  deux 
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équations;  ou  bien  nous  aurons  les  équations  paramétriques  de  cette  courbe  en  résolvant  les  deux  équa- 
tions par  rapport  k  x  el  à  y . 

Ce  dernier  calcul,  qu'il  est  inutile  de  détailler,  nous  donne 

X  =  — -[(26-^—  a2)  cos<p-(-c»  cos'<p], 

(4) 

y  =  -^.  i  (2''' — *')  ^'"  ?  -  '^^  **'"'  ?!• 

_  H  cos  (f 


ou  bien 


y  = 


26 
R  sino 


2a 


;p--(6-  —  c-  sin-  o), 
(a'-t-c'cos'o). 


Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  est  une  courbe  unicursale  du  sixième  ordre  ;  comme  elle  est  de 

quatrième  classe,  elle  a  4  points  doubles  et  G  points  de  rebroussement. 

De  même  que  dans  le  cas  précédent,  on  voit  aussi  de  suite  que  cette  courbe  admet  les  deux  axes  de 

u 
coordonnées  pour  axes  de  symétrie  et  qu'où  en  obtiendra  une  branche  en  faisant  varier  ?■  de  0  à--. 

2 

Deux  cas  sont  à  distinguer: 

i^'' Cas.    2i^  — a2>0.     Alors   jc   ne  s'annule  que  pour    o  =z  —  .    Il  est   facile  de  vérifier  que  a; 
décroît  toujours  et  que  ij  croît  toujours.  Tour    cp  =  0,    x  =  -^'     n  —  0,     la  courbe  part  d'un  point  A 

de  Oa;  et  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation    x  =  —,    c'est  une  perpendiculaire  à  Ox  [voir  l'équa- 
tion (3)]. 

Pour    o  —  —'    X  —  0,    1/  =  — ->     la  courbe  atteint  un  point  B   de 

D 

Oy  el  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation  y  =  —,  <;'est  une  per- 
pendiculaire à  Oî/.  Si  en  outre  nous  appelons  p  el  q  les  segments  à  l'ori- 
gine de  la  tangente, 


a-K 

2coso 


cos-  o        sin^o 
— r^-l- 


Fig.  4. 


_     b-h     /  cos^o        sin-ç  \ 


il  est  facile  de  voir  que  p'  est  toujours  positif  et  q'  toujours  négatif  ;  par  conséquent  la  courbe  est  une 
courbe  fermée  de  forme  ovale,  sans  aucune  sinuosité  (fiy.  4).  On  a  en  effet  : 


\ 


P'  = 

q'  = 


Rsin  o(e2cos2o-t-a2) 

26- cos- o 
R  cos  o(c2  sin-  o  —  6^) 

2a2sin2o  ' 


ce  qui  permet  de  suivre  le  mouvement  de  la  tangente  pour    6^>>c^    et  aussi  dans  les  autres  cas. 

On  a  de  même 

/      ,         Rsin  œ[3c2  sin- ç-(2a=  —  62)] 


26-^ 


y  = 


Rcos(p[3c2cos-cs  — (a^  —262)] 


2a-^ 
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Fig.  5. 


2'  Cas.     W 


«2- 


0.     Alors    X    s'annule  deux  fois,   une 


fois  pour    ?  =  =",     cos'  a  = 
autre  fois  pour    o 


■2// 


-,  tg2»  = 


i2 


et  une 


"2 


X'  et  1/'  changent  tous  les  deux  de 


«2  —  262 


Sin'-^a' 


2o2  —  62 


signe     pour      o  =  (.,     g^,  -   -  ^^^ 

le  point  correspondant  est  un  point  de  rebroussement  :  x  décroit 

d'abord   depuis  —  jusqu  a    une   certaine  valeur  négative,   puis 

croit  jusqu'à  0  ;    y  croît  depuis  0  jusqu'à  une  certaine  valeur 

R 

positive,   puis  décroit  jusqu'à  —  ■   p    croit  toujours,  q   décroit 

d'abord,  puis  croit  ensuite  ;  la  courbe  a  donc  la  forme  signalée 
dans  la  Ogure  5.  V.  HIOUX. 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Haag,  élève  de  l'École  normale  supérieure  ;  T.  Lemoyne. 


1229.  —  On  considère  un  cercle  variable  qui  passe  par  deux  points  fixes    A  el  B  et  une  droite  fixe   A 

qui  passe  au  point  A;  cette  droite  rencontre  le  cercle  variable  en  un 
point  variable  M. 

1°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  A 
avec  la  droite  BM. 

i"  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  BM  et  l'enveloppe  du 
rayon  perpcndictdaire  à  cette  corde. 

3°  Trouver  V enveloppe  de  la  tangente  en  M.  Cette  enveloppe 
est  une  parabole.  'Trouver  te  lieu  de  son  sommet  quand  la  droite  A 
tourne  autour  du  point  A. 

Prenons  pour  origine  le  point  B,  pour  axe  des  x  la  droite  BA 

et  pour  axe   des  y    une   perpendiculaire,   et  désignons  par    a 

l'abscisse  du  point  A,  par 

X  —  a-+-  my  =  0 
l'équation  de  A. 

1»  L'équation  du  cercle  variable  sera    x-  -+-  y- —  ax  —  2Xj/  =  0, 
celle  de  la  tangente  en  A,     af'^-\-  f.  =  0, 

ou  ax  —  'ily  —  a-  =  0  ; 

quant  aux  coordonnées  du  point  M,  on  les  obtiendra,  par  exemple,  en  remplaçant  x  par    a  ~  my    dans 
l'équation  du  cercle  ;   on  trouve  ainsi  successivement 

am  -f-  2X  a~  2Xm 

y  = 


7^2  -4-  1 

par  conséquent  l'équation  de  la  droite  BM  est 

y  am  ■ 


2X 


X         a  —  2X)« 
Nous  aurons  l'équation  du  premier  lieu  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  trouvées  plus  haut. 
Ce  calcul  donne  l'équation 

(1)  x^  —  y^--\-%mxy  —  a{x-hmy]  =  0. 

C'est  là  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  passant  aux  points  A  et  B,  ayant  pour  tangente  en  B 
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une  parallèle  à  A,  pour  tangente  en  A  la  droite  A  etle-môme,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  et, 
par  suite,  pour  centre  le  milieu  de  AB;  les  directions  asymptotiques  sont  les  bissectrices  de  l'angle  A\B. 
La  position  de  cette  courbe  est  donc  parfaitement  connue. 
2°  Le  milieu  de  BM  a  pour  coordonnées 

a  —  2Xm  _   am  -+-  2X  . 

^  ^  2(1 -H  m^)'  ^  ~  2(1  H-  m^)  ' 

par  suite,  le  lieu  de  ce  point,  quand  X  varie,  est     x-h-  ?«;/ ^  =  0;     c'est  une  parallèle  à  A,  équidis- 

tante  de  A  et  de  l'origine. 

Le  coefficient  angulaire  de  BM  est    — -^  ;    le  rayon  perpendiculaire  a  donc  pour  équation 

2Xm  —  a 


2Xm  —  a  /  a  \ 

^~    ^   2X  -+-  am  \    ~  2"/  " 


11  n'y  a  plus  qu'à  développer  cette  équation,  l'ordonner  par  rapport  à  X  et  écrire  qu'elle  a  une  racine 
double.  Ces  calculs  successifs  donnent 

2X2  _^_  2X(ma;  —  J/)  —  |-  (2j  4-  27nj/  —  «)  =  0, 

pui  s  (2)  (mx  —  1/)-  4-  a(2j;  +  2mi/  —  a)—  0. 

Celte  dernière  équation  est  celle  de  l'enveloppe  du  rayon   wP,    elle  représente  une  parabole  ayant 

pour  axe  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  A  et  pour  tangente  au  sommet  la  parallèle  à  A  équidis- 

tante  de  B  et  de  A,  c'est-à-dire  le  lieu  du  milieu  de  BM. 

3°  Les  coordonnées  de  M  étant 

a  —  2hn  am  -+-  2X 


y  = 


1  -H  H^2  ^  1  -f-  m'^ 

la  tangente  en  M  a  pour  équation 

(a  —  2Xm){±i;  —  a) -h  {am  +  2X)(2t/  —  2X)  —  (1  -I-  m'-)(ax  +  2X7/)  =  0, 

ou  4X»  H-  2X[2j/i.r  +  (vi-  —  l)tj]  -+-  ax{m-  —  1)  —  'iamy  -h  a'  =  0. 

En  exprimant  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  X,  nous  avons  l'enveloppe  de  la  tangente 

en  M, 

(3)  [2ma;-i-(m'-!  — l),i/P  — 4a[(m2_l)x— 2mi/  +a]  =  0; 

cette  enveloppe  est  une  parabole  dont  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  sont  en  évidence  :  l'axe  a  pour 

équation 

2»ix-h  [m-  —  1)»/  =  0, 
et  la  tangente  au  sommet, 

(w-  —  l)x  —  2my  -f-  "  =  0. 

L'équation  (3)  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  la  forme 

[[m-  —  ly  -+-  im'-]{x'  4-  y')  —  [{m''  -  l)x  —  'imy  4-  2a]-'  =  0 ; 

sous  cette  forme,  nous  voyons  que  l'origine  est  le  foyer  et  que  la  droite 

{m-  —  l)j-  —  2mj/  -+-2<(  =  0 
est  la  directrice  de  cette  pararabole. 

Nous  aurons  le  lieu  des  sommets  en  éliminant  m  entre  l'équation  de  l'axe  et  celle  de  la  tangente 

au  sommet.  A  cet  effet,  posons    m  —  tg  cp,     nous  aurons  les  deux  équations  suivantes  : 

X  sin  2^  —  y  cos  2o  =  0, 

X  cos  2o  +  )/  sin  2o  —  a  cos'  ?  ==  0  ; 

1  -t-cos2œ       ,  ,     .  ,,     .    , 

or     cos-  o  — ;-,     la  seconde  équation  s  écrit  donc 

2.r  cos  2o  -t-  2!/  sin  2o—  o(l  4-  cos  2o)  =  0. 
La  première  donne 

cos  2o         sin  2<»  1 

«~  ^      y      ~  six'  4-  if  ' 
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et  la  seconde  devient  alors 


x{'2x  —  a)  +2y-  =  a^x^  -+-  y'-  , 
ou  linalement, 

(4)  {'ix'-+2y'•—axy-  —  a^l•'-  +  y^-)  =  0. 

Tel  est  le  lieu  des  sommets  :  c'est  une  quartique  bicirculaire  ayant  un  point  double  à  l'origine 
(point  de  rebroussement  en  lequel  la  tangente  est  Oa;). 

Pour  voir  la  nature  de  cette  quartique,  passons  aux  coordonnées  polaires,  nous  aurons 

(2p  —  a  cos  tuf  —  a-  =  0, 
ou 

o(COS  10  ±  i) 

P  =  2 

C'est  là  l'équation  d'une  cardioïde  ayant  l'origine  pour  pôle  et  pour  cercle  directeur  le  cercle 

ax 

^-  -+-  y-  -  -^  =  0- 

c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  OC  comme  diamètre. 

UNALLOR  LECRAM. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Haag,  élève  de  l'École  normale  supérieure  ,  E.-N.  Babibie.n  ;  li.  Javelot,  à  Givet  ;  M.  Treillou  ; 
GuiNAi'D.  agent-voyer  à  Ecouen. 

Solution  géométrique.  —  r  Les  deux  droites  AN  et  BM  décrivent  évidemment  deux  faisceaux  liomo- 

graphiques;  par  conséquent  le  lieuciu  point  N  est  une  conique  qui  passe  aux  points  A  et  B.  Pour  que  le  point  N 

aille  à  l'infini,  il  faut  que  AN  et  BM  soient  parallèles,  c'est-à-dire  que    AM  =  AB  ;     si  donc  on  prend,   de  part 

et  d'autre  de  A,    AMi  =  AM2  =  AB,    les  deux  directions  asymptotiques  delà  conique  sont  B.Mi  et  BM2,  ce  sont 

les  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle    BAM.    D'autre  part,  il  est  facile  de  voir  que  la  tangente  en    A    est  la 

droite    A    et  que  la  tangente  en    B    est  parallèle  à  la  droite  A.  Le  lieu  de  N   est  donc  une  hyperbole  équilalère 

passant  aux  points  A  en  B  et  ayant  pour  centre  le  milieu  de  AB. 

2°  Le  lieu  du  point  P,  milieu  de  OM^  est  évidemment  l'homothétique  de  A  par  rapport  au  point   B  dans  le 
1 
rapport  -5-)    c'est  une  parallèle  à  A,  A'. 

L'enveloppe  du  rayon  wP  perpendiculaire  à  BM  est  évidemment  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  B 
et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  A'. 

3°  Projetons  le  point  B  en  D  et  en  E  sur  A  et  sur  la  tangente  en  M,  le  quadrilatère  BDME  est  inscriptible 
et,  par  suite,  l'angle  EBM  est  égal  à  l'angle  EDM;  mais  EBM  est  le  complément  de  EMB  qui,  lui,  est  égala 
l'angle  MAB;  il  en  résulte  que  l'angle  EDM  est  fixe  et  que  la  droite  DE  est  elle-même  fixe.  L'enveloppe  de  la 
droite  EM  est  donc  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  B  et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  ED. 

Au  surplus,  l'angle  EDB,  égal  à  l'angle  EMB,  est  aussi  égal  à  l'angle  DAB;  donc  l'enveloppe  de  la  droite 
ED  est  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre;  par  conséquent  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole,  quand  A 
tourne  autour  de  A,  est  la  podaire  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  B;  c'est  donc  une  cardioïde  ayant  le  point 
B  comme  point  de  rebroussement. 

J.  HAAG. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Bodvaist;  T.  Lemuv.ne,  à  Tioyes. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1305.  —  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse,  M  un  point  variable  sur  l'ellipse,  D  et  D'  les  pieds  des 
bissectrices  issues  du  sommet  M  du  triangle  FMF'.  Trouver  et  construire  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  DD'M.  E.  N.  Babisien. 

1306.  —  D'un  point  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  (axes  2a  et  26)  on  abaisse  les  quatre  normales  sur 
l'ellipse  dont  les  pieds  ont  pour  coordonnées  (a;i,yi  )  . . .  (x,,,  y,,). 

Montrer  que 

ï»'î  11/7 

— ^H — 7T-  =  constante, 
a-  b- 

E.  N.  Barisien. 


BAn-LK-i.ic.  —  IMF.  coMTE-jAcooET.  Lb  Rédu.cteur-GérutU  :  H.  VUIBEHT. 


14°  Année.  N"  9  Juin  1904. 

REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LES  TRIANGLES  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS  (OU  CONJUGUÉS)  A  DEUX  CONIQUES 

par  m.  Ch.  Michel,  proIVsscur  de  Matliématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Soil  une  conique  ^C)  liarnioni(|ucnicnt  circonfcrile  à  une  conique  (c),  c'esl-àciiie  (elle  qu'il 
existe  une  infinité  de  triangles  MM'  qui  y  soient  inscrits  en  étant  conjugués  par  rapport  à  la  conique 
(c).  Étant  donnée  une  représentation  paramétrique  propre  do  laconique  (Cj,  je  me  propose  d'établir  les 
relations  qui  existent  entre  les  sommets  de  ces  triangles. 

Désignons  par  ABC  une  position    particulière  du  triangle  variable  MM'.    La  droile  AB  rencontre 

la  conique  (c)  en  deux  points,  m  et  h,  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  points  A  et  H.  Les  coniques  qui  passent  par  les  quatre 
points  M,  N.  P,  C  sont  harmoniquement  circonscrites  à  la  conique 
(c)  et  rencontrent  par  suite  AH  en  des  points  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  m  et  ».  Parmi  ces  coniques,  il  en  est 
une  qui  touche  la  droite  AB  au  point  m. 

Appli(iuons  à  cette  conique  la  relation  que  nous  avons  démon- 
trée dans  un  i)récédent  travail  (Sur  les  coniques  considérées  comme 
courùex  itnicurnale!')  et  qui  lie  les  points  de  rencontre  d"une  conique 
variable  avec  une  conique  et  une  droite  (ixes  non  tangentes  entre 
elles.  Soit  y  le  point  où  la  tangente  en  C  à  la  conique  (C)  rencontre  AB.  Désignons  par  R,,  R.,  R3  les 
rapports  anharmoniques  sur  la  coni(iue  (C)  des  points  M,  (\  A,  B  ;  N,  C,  A,  B  et  P,  C,  A,  B,  par  r  le 
rapport  anharmonique  des  points  vi,  ■(.  A,  B.  On  a  l'égalité 

RiRsRj  =  r^  =  constante. 
C'est  une  première  relation  entre  les  trois  sommets  du   triangle  variable   MISP.    On  obtient  une 
seconde  relation  en  prenant,  au  lieu  du  côté  AB,  l'un  des  deux  autres  cotés  du  triangle  ABC.  11  ne  peut 
d'ailleurs  y  avoir  plus  de  deux  relations  distinctes. 

Cela  posé,  soient  o,  6,  c  les  paramètres  des  points  M,  N,  P  et  X,,  X,,  J.^  ceux  des  points  A,B,  C, 
dans  une  représentation  propre  de  (C).  Les  relations  précédentes  deviennent 

(a--/.,)(6_)..)(c-),,)   ^   (g  — X,)(6-X,Xc-/,)   ^  {a-\^)[h  —  l,)[c-l,;)  ^ 

m  n  p 

m,  n,  p  étanllrois  quantités  constantes  quand,  le  triangle  MNP  variant,  le  triangle  ABC  reste  llxe.  Si 
donc  0',  b',  c'  sont  les  paramètres  des  sommets  d'un  autre  triangle  M'N'P',  inscrit  dans  (C)  et  conjugué 
par  rapport  à  (c),  on  a  les  égalités 

(ft_Xi)(é  — X,)(c  — XQ  _    (a_X,)(6— X,)(c— X,)    ^    (a  —  h]ib-l,){c—k,) 
(„'_  X,)(é'-X,)(c'-X,)  ~  («'_  X,)(6'-X,)(c'-X,)        [a'-l,){b'-l,){c'-h)  ' 

Posons 

3(X)  =  (X-a)(X-èXX-e),  h{l)  =  (X  -  a')(^- 6'j(X-c'). 

Ces  égalités  deviennent 

h{\)        /((>,)        h{l,)  ' 
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Par  suite,  les  quantités  J-i,  Ào,  )-3  sont  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme 

(){l)  et  /(().)    étant  des  polynômes  dont  les  coeflicienls  sont  fixes  quand  les  triangles    MNP   et  M'N'P' 

restent  fixes,  et  k  variant  quand  le  triangle  ABC  varie. 

Or,  le  triangle  ABC  est  une  position  quelconque  du  triangle  variable  MNP.  Donc, 

L'équation  aux  paramétres  des  sommets  d'un  triangle  qui  varie  en  restant  inscrit  et  conjugué  à  deux 

coniques  fixes  est  de  la  forme 

g(>.-)-.khil)=0, 

on  k  est  une  quantité  variable. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie. 

On  sait  que  les  triangles  inscrits  dans  une  conique  (C)  et  conjugués  par  rapport  à  une  conique  (c) 
sont  circonscrits  à  une  conique  (C),  et,  inversement,  que  les  triangles  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits 
à  deux  coniques  (C)  et  (C)  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique  [c).  Les  résultats  précédents 
s'appliquent  donc  à  ces  derniers  triangles. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  le  caractère  diialistique  de  ces  résultats. 

2.  Voici  une  application  de  la  relation  précédemment  établie  R1R2R3  =  constante.  Reprenant  les 
notations  déjà  employées,  supposons  que  les  points  A  et  R  soient  les  points  cycliques.  Alors,  la  conique 
(C)  est  un  cercle  et  la  conique  (C)    est  une  parabole  ayant  son  foyer  en  G.  On  a  le  théorème  suivant  : 

On  considère  les  triangles  MNP  circonscrits  à  une  parabole  et  inscrits  à  un  cercle  passant  par  le  foyer 
de  la  parabole.  La  somme  des  angles  que  font  avec  une  direction  fixe  les  droites  qui  joignent  le  foyer  de  la 
parabole  aux  sommets  du  triangle  MNP  est  constante. 

3.  Les  raisonnements  précédents  supposent  que  la  droite  AB  rencontre  la  conique  (C)  en  deux 
points  distincts.  Examinons  le  cas  où  les  points  A  et  B  sont  confondus. 

Parmi  les  triangles  inscrits  à  une  conique  (G)  et  conjugués  par  rapport  à  une  conique  (c),  circons- 
crits en  outre  à  une  conique  (C),  il  en  existe  en  générai  quatre  infiniment  aplatis.  Un  sommet  C  de 
l'un  de  ces  triangles  coïncide  avec  un  point  d'intersection  de  (C)  et  de  (C),  et  les  deux  autres  sommets 
A  et  B  sont  confondus  avec  le  point  de  rencontre  m  de  (C)  avec  la  tangente  en  C  à  (G).  Le  point  m 
est  à  l'intersection  de  (C)  et  de  (c),  et  le  côté  double  GA  ou  GB  est  une  tangente  commune  à  (C)  et  à 

(c).  Enfin,  le  côté  AB  est  une  tangente  commune  à  (C)  et  à  (C).  Soit 
n  le  second  point  de  rencontre  de  AB  avec  (c).  Si  MNP  est  un  triangle 
inscrit  à  (C)  et  conjugué  par  rapport  à  (c),  les  coniques  qui  passent 
par  les  quatre  points  M,  N,  P,  C  sont  harmoniquement  circonscrites  à 
(c)  et  rencontrent  AB  en  des  points  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  points  m  et  n.  Parmi  ces  coniques,  il  en  est  une  qui  touche 
la  droite  en  n. 

Appliquons  à  cette  conique  la  relation  démontrée  antérieurement 
{loc.  cit.)  qui  lie  les  points  de  rencontre  d'une  conique  variable  avec 
une  conique  et  une  droite  fixes  tangentes  entre  elles.  Soient,  sur  la 
conique  (C),  X,,  X,,  \  les  paramètres  des  points  M,  N,  P,  a  le  para- 
mètre du  point  m,  h  le  paramètre  du  point  G,  enfin,  jx  le  paramètre 
du  point  de  contact  de  la  tangente,  autre  que  AB,  menée  de  n  à  la  conique  (C).  On  a  la  relation 

11114 


d'où 


\. 


h  —  : 


/,  — ( 


H- 


).2 


>.. 


=  constante. 


On  a  ainsi  le  théorème  suivant: 
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S'il  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  une  conique  (C)  et  circonscrits  à  une  conique  (C),  le 
pôle  harmonique  du  point  de  contact  avec  (C)  d'une  tangente  commune  à  (C)  et  à  (C)  par  rapport  au  sys- 
tème des  sommets  de  l'un  de  ces  triangles  est  fixe,  sur  (G). 

Currélativenicnt,  le  pôle  harmonique  d'un  point  commun  à  (C)  et  à  (C)  pur  rapport  au  système  des 
points  de  contact  avec  (C')  des  cotés  de  l'un  de  ces  triangles  est  fixe,  sur  (C). 


SUR  UNE  CONSTRUCTION  DU  CENTRE  DE  COURBURE  EN  UN  POINT  D'UNE  CONRJUE 

par  M.  R.  Bouvaist. 

Cette  construction  repose  sur  les  remaniues  suivantes. 

1°  Soient  S  une  courbe  quelconque  {fig.  1),   AB,  AC   deux  tangentes  à  cette  courbe,  NB  et  NG 
^A       les  normales  en  B  et  G  ;  quand  C  tend  vers  B,  le  cercle  circonscrit  au  triangle   ABC 
tend  vers  le  cercle  décrit  sur   Bw   comme  diamètre,  w  étant  le  centre  de  courbure 
en  B. 

2°  Soient  une  conique  S  {fig.  2),  AB,  AC  deux  tangentes  à  cette  conique,  NB, 
N'C   les  normales  en  B  et  C,  lU,  C?  les  hauteurs  du  triangle  ABC. 

Le  cercle  circonscrit  au   (juadrilatèrc  AHaJi  est  iiarmoniqucment  circonscrit  ;\ 

il  coupe  en  ellet  la  droite   BC  en  deux  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  B 

et  G,    d'après  le  théorème  de  Uesargues.  Lorscjue  C  tend  vers  B,  il  tend  vers 

le  cercle  décrit  sur   BH'   comme  diamètre,  H'  étant  le  symétrique  du  centre  de 

courbure  (»  en  B  par  rapport   à    B  ;    soit    ui'    le  centre   de   ce  cercle,  on  a 

2 
Construction   du  centre   de  courbure.    —    Pour  construire    le    contre   de 
courbure  en  un  point  A  d'une  conique,  on  construit  le  cercle  tangent  en  A  à 
la  conique  et  orthogonal  au  cercle  de  .Monge  de  cette  dernière  ;  soit   <-/  son 
centre;  on  prend,  à  partir  de  A,  dans  le  sens  i./.V,  une  longueur    loA  =  2(u'A    et 
(o  est  le  centre  de  courbure  en  A. 

Application  particulière  à  la  parabole.  —  On  mène  la  normale  en  A  [fig.  3), 
on  prend  son  intersection  tu'  avec  la  directrice,  on 
prend  Aw  —  S.W,  w  est  le  centre  de  courbure 
en  A. 

Application   particulière  à  l'hyperbole  équilatère.  — 
(u'    sera  à  l'intersection  de  la  normale    en   A   avec  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  OA  {fig.  4)  ;  le  point  est  au  quart  de  la 
corde  interceptée  par  la  normale. 

On  en  déduit  que  dans  l'hyperbole  équilatère  la  corde  interceptée  par 
une  normale  en  un  point  est  égale  au  double  du  rayon  de  courbure  en  ce  point. 
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1228.  —  b'un  point  P  on  mène  les  six  normales  à  u/i  ellipsoïde  et  on  considère  les  plans  tangents  à 
l'ellipsoïde  aux  pieds  de  ces  normales. 

lo  Trouver  l'enveloppe  des  plans  coupant  les  plans  tangents  suivant  six  droites  tangentes  à  une  conique 
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(S).  C'est  une  surface  de  quatrième  classe  dont  on  indiquera  les  droites  et  plans  tangents  remarquables. 
Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  (S). 

2°  Pour  qu'une  conique  (S)  se  trouve  sur  un  cône  donné  ayant  pour  sommet  le  centre  0  de  l'ellipsoïde, 
il  faut  que  le  point  P  soit  sur  une  certaine  surface.  Trouver  dans  ces  conditions  l'enveloppe  du  plan  (Q)  de 
la  conique,  le  lieu  de  son  centre,  le  lieu  de  ses  asymptotes. 

3°  Le  plan  tanqent  au  pied  Pi  de  l'une  des  normales  est  coupé  par  les  cinq  autres  plans  tangents  sui- 
vant cinq  droites  qui  touchent  une  parabole,  dont  la  directrice  est  la  projection  de  OP  sur  son  plan.  Mon- 
trer que  lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  normale  en  Pi  d  l'ellipsoïde,  cette  parabole  reste  fixe. 

A°  Trouver  toutes  les  coniquo.s  (S)  qui  sont  des  paraboles  ;  donner  une  génération  de  leurs  plans  et 
montrer  que  la  définition  du  3°  s'applique  aux  directrices  de  ces  paraboles.  Les  directrices  sont  situées  sur 
une  surface  du  quatrième  ordre  qui  a  une  droite  triple. 

S»  Toutes  les  paraboles  sont  situées  sur  une  surface  (S)  du  quatrième  ordre  dont  on  cherchera  les  géné- 
ratrices rectilignes.  Montrer  que  les  sections  planes  de  (s)  possèdent  en  général  trois  rebroussements  et  trou- 
ver le  lieu  des  points  de  rebroussement  quand  le  plan  de  la  section  varie.  Quels  sont  les  plans  qui  donnent 
des  cubiques,  des  coniques  ?  Examiner  en  particulier  les  plans  perpendiculaires  à  OP. 

6"  Réciproquement,  étant  don7ié  un  plan  (Q),  le  lieu  des  points  P  tels  que  les  six  droites  d'intersection 
de  ce  plan  par  les  plans  tangents  aux  pieds  des  six  normales  issues  de  P  soient  tangentes  à  une  conique  est 
un  hyperboloide  équilatère  qui  contient  la  droite  à,  perpendiculaire  au  plan  donné  mené  par  son  pôle.  Le 
lieu  des  centres  des  coniques  est  une  conique.  Que  deviennent  ces  résultats  lorsque  le  plan  donné  passe  par 
le  centre  0  de  l'ellipsoïde? 

l.  Parmi  les  surfaces  de  deuxième  classe  tangentes  aux  six  plans  considérés,  il  en  est  une  infinité 
qui  se  réduisent  à  une  conique.  Il  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  des  plans  de  ces  coniques. 

Supposons  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes,  et  soient  Xo,  y^,  z^  les  coordonnées  du  point  P. 


Posons,  pour  abréger  l'écriture,     b  ■ 


•  c"  =  a, 


.  a^  =  p,     a-  —  b'-- 


L'équation  générale 


des  quadriques  tangentes  aux  six  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  aux  pieds  des  normales  issues  de  P  est 

en  coordonnées  tangentielles 

f(ii,  V,  IV,  r)  =  ahC-  -H  i»y-  -t-  c-w"-  —  r"-  +  2X>««|  -t-  (y„w  —  z^v)r] 

H-  ^u.[^wu  +  (:o«  —  x^w)r]  +  2v[y«u  +  {x^v  —  y^u)r]  =  0, 
équation  que  nous  écrivons  aussi     E  -t-  XP  +  jjlQ  -+-  vR  =  0. 

Cette  surface  se  réduit  à  une  conique  si  le  discriminant  H  est  nul  ; 


H=: 


a^ 

ï" 

s^ 

1^=0  —  -'J/o 

V 

i^ 

aX 

vx„  —  >;„ 

Ph. 

OtÀ 

C^ 

).!/„  —  ,aa-„ 

0  —  "I/o 

vj„  — 

x.„ 

\v 

) 

iix. 

—  1 

0. 


Mais  les  coordonnées  u,  v,  ic,  r  du  plan  de  la  conique  satisfont  aux  relations 

/;;  =  o,         a:  =  o,  /;  =  o,  /;.  =  o, 

et  si  on  élimine  les  trois  paramètres  X,  n,  v  entre  ces  quatre  équations,  on  a 


(1) 


b'-v 


0 

?w  +  ïo»- 

■(V  —  y,r 

!cw  —  :„/• 

0 

•{U  +  Xor 

au  -+-  y,r 

?«  —  x,r 

0 

0. 


Cette  équation  où  u,  v,  w,  r  sont  considérés  comme  coordonnées  courantes  représente  une  surface 
de  quatrième  classe. 
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Di-oiles  remarquables  de  In  surface.  —  11  est  géométriquement  évident  que  la  surface  passe  par  les 
quinze  droites,  intersections  des  six  plans  tangents  deux  à  deux  et  par  chacune  des  dix  droites  joignant 
les  deux  sommets  des  dix  groupes  de  trièdres  que  l'on  peut  former  avec  les  six  plans  tangents. 

Plans  lanrjenls remarquables.  —  On  reconnaît  facilement  sur  l'équation  (1)  que  les  trois  plans  prin- 
cipaux de  l'ellipsoïde  donné  (E)  sont  tangents  à  la  surface,  de  même  que  le  plan  mené  par  0  perpen- 
diculairement à  OP,     Xo.îr+ (/„!/  + :„:  =  0,     ainsi  que  les  six  plans 


-2--+---  =  0 
0  c 


-  i  -  =  0, 

c         a 


a         b 


et  le  plan  polaire  de  P, 


-+- 


VoV 


-H-—  —  1   =0. 


a'  b^  C 

En  outre  la  surface  est  évidemment  tangente  aux  six  plans  tangents  à  (E)  aux  pieds  des  normales. 
On  le  vérifie  d'ailleurs  facilement.  Si,  en  effet,  on  multiplie  les  éléments  des  quatre  lignes  du  détermi- 
nant (I)  par  M,  V,  w,  r  et  qu'on  ajoute  par  colonnes,  on  trouve  E,  P,  O,  H,  qui  s'annulent  pour  les 
coordonnées  u,  »,  iv,  r  des  six  plans  tangents. 

Bien  plus,  la  surface  touche  tous  les  plans  tangents  communs  (en  nombre  infini)  aux  coniques 
P  =  0,  0  =  0,  R  =  0,  c'est-à-dire  les  plans  tangents  aux  pieds  des  normales  menées  de  P  à  toutes 
les  surfaces  homofocales  à  (E),  ou  encore  les  plans  polaires  par  rapport  à  (E)  des  points  de  la  cubique 
aux  pieds  des  normales  relatives  à  P  : 

r 


/y'-hO 


C-  +  0 


a-  +  0  r 

oii  0  est  un  paramètre  quelconque. 

En  effet,  après  avoir  transformé  le  déterminant  (1)  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  le  coefficient 
de  E  est  le  mineur  encadré  en  pointillé.  En  tenant  compte  des  équations  P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0, 
on  le  ramène  immédiatement  à  la  forme 

rwXf.  ri'Ti, 


0 


ri(!/o 


0 


qui  est  identiquement  nul . 

Enfin  la  surface  est  tangente  au  plan  de  l'infini. 

Lieu  des  centres  des  coniques  (S).  —  L'équation  tangentielle  du  centre  étant  /,!  =  0,  on  a  pour  les 
coordonnées  de  ce  point 

et  le  lieu  cherché  est  le  plan  perpendiculaire  à  OP 

x^x  +  yoy  +  :(,::  =  0. 
C'est  d'ailleurs  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  quadriques  tangentes  aux  six  plans. 

2.  Les  équations  tangentielles  du  cône  de  sommet  0  contenant  la  conique  (S)  sont  o[u,  v.  ir)  =  0 
r=  0. 

ç(u,  V,  iv)  =  a^u-  -+-  b-v-  -h  c-iv-  -t-  'i.luviv  -i-  "l^^^wu  -i-  ^-^uv  =  0. 

Pour  que  ce  cône  soit  fixe,  il  faut  que  les  coefficients  X,  ^,  v  soient  invariables.  Nous  poserons 
alors  Xa  =  L,  fi^  =  M,  vy  =  N.  Si  *(.t,  y,  s)  =  0  est  l'équation  ponctuelle  du  cône,  l'équation 
H  =  0    peut  s'écrire 

(2)  •î'fvr/o  —  fiJ-,,,     >:„  —  vxo,     fia-„  —  Xy»)  +  A  =  0, 


ri02  GKOMÉTRIK  ANALYTIQUE 


avec 

(r-    N    M 


=  A. 


N      //-    L 
M      L     c"- 
Le  lieu  du  point  P  est  le  cylindre  du  second  ordre  (2)  dont  l'axe  est  la  droite 

X         y  z 

A  IX  V 

Le  lieu  du  centre  w  des  coniques  (S)  est  la  conique  intersection  du  plan     Ix  +  ^ly  +v:  =  0,     et  de 

la  quadrique  concentrique  à  (E) 

(3)  l'',T,y,  z)  +  A  =  0. 

Mais  le  cône  asymptote  de  cette  surface  est  précisément  le  cône  donné  o(u,  v,  ic)  =0,  r  —  0.  Il 
en  résulte  que  le  plan  de  la  conique  est  le  plan  tangent  en  w  à  la  surface  (3).  L'enveloppe  des  plans  (Q) 
est  donc  le  cylindre  circonscrit  à  cette  surface  le  long  de  la  section  par  le  plan  Ix  +  ixij  +  v:  =  0.  De 
même  le  plan  (Q)  coupe  la  surface  (3)  suivant  les  asymptotes  de  la  conique  (S). 

3.   Soient  te,,  v„  w,,  )\  les  coordonnées  du  plan  tangent  en  P,.  L'équation  de  la  conique  (S)  est  de 

la  forme 

XP+|jlO-i-vR  +  pE  =  0, 

),,  jji,  V,  p  élant  déterminés  par  les  équations 

/•;,^  =  0,        /:,  =  0,         A,  =  0,         r,.^  =  0, 

qui,  en  tenant  compte  de  ce  que  wi,  v,,  v\,  r,  annulent  P,  Q,  R,    peuvent  être  remplacées  par  les  sui- 
vantes 

MV,  VU,  -+-  p =   U, 

V)/,  —  lir,  -+-  p  =  0, 

Iv,  —  iai(,  -(-  p =  0, 

À(j/oW,  —  =0^')  +  I-^(»o«i  —  3",,!",)  + -/(.rot),  —  ?/oM,)  —  pr,  =  0. 
Si  l'on  multiplie  les  trois  premières  respectivement  par  u,,  v,,  uu  et  qu'on  ajoute,  on  a 

ri  n'étant  pas  infini. 

a-u? 
La  quantité    S n'étant  pas  nulle  en  général,  il  faut  qu'on  ait    p  =  0. 

Xq 

Les  quatre  équations  se  réduisent  alors  aux  deux  suivantes 

A  [JL  V 

U,  l'i  IVi 

La  conique  considérée  est  comme  on  voit  une  parabole.  Cette  courbe  est  fixe,  lorsque  P  se  déplace 

sur  la  normale  en  P,.  Son  équation     SM.[(auw  -)-  (lyoW  —  :„u)r]  =  0     peut  en  effet  s'écrire,  en  remarquant 

aV.lVi 

que    i/„îc,  —  roi'i  = ,    etc, 

ri 

Sa(!/irii'?('  +  i\wan')  =  0, 

qui  ne  dépend  plus  que  de  w,,  «,,  iv,,  r^. 

L'équation  du  plan  projetant  OP  sur  le  plan  tangent  est 

(î/o"'i  -—:o^')x-h(znUt  —  .r„H',);/  -i-  (xoUi  —  y<,Ui)z  —  0, 

OU  ^x  +  Tjj/  H-  Ç:  =  0. 

Ce  plan  est  bien  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole,  dont  les  paramètres  directeurs  sont   ?,  t),  Ç. 

Pour  démontrer  que  la  projection  de  OP  est  la  directrice,  il  suffit  évidemment  de  prouver  que  les  deux 
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plans  tangents  menés  à  la  parabole  par  la  perpendiculaire  011  au  plan  tangent,  sont  rectangulaires.  Or 
les  coordonnées  de  ces  plans  satisfont  aux  équations 

(1)  W,J4  +  U,W  -h  R^'ît'  =  0,  ?•  =  0. 

Ils  sont  tangents  au  cône  de  sommet  0  et  ayant  pour  directrice  la  parabole  : 

(2)  oiu,vi('  -+■  py,M'u  +  -(toiuv  =  0,  ?■  =  0. 

Or  si  on  élimine  ir  par  exemple  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  trouve 

D'oii  la  relation 

u'ii"  a 

vv  p 

et  par  analogie, 


On  en  déduit 


Comme     la  =  0,     on  a     Iit'u"  =  0,     ce  qui  montre  que  les  deux  plans  sont  bien  rectangulaires. 
4.  Les  coordonnées  uo,  ^o,  "'(,>  'o  du  plan  d'une  parabole  satisfont  aux  équations 

( -j-Mo  +  .Torojv  ■+-  (att'o  —  :o''(i)>'  =  0, 
{nvo  -t-  y(,r(,)l  -t-  (pwo  —  X(,ro)ix  =  0  ; 

or  l'axe  de  la  parabole,  qui  a  pour  direction  la  droite 

F'-o  — '■'î/o  -'^o  —  '^'o  ''•'Jo  —  l^^o' 

est  évidemment  parallèle  à  l'intersection  du  plan  de  la  parabole  et  du  plan  lieu  des  centres  des  coniques 

(S)     x^x  +  v.y  +  :„:  =  0, 

X  ?/  s 

X  |X  ■/ 

et  en  portant  dans  (1  ),  on  retombe  sur  les  équations     P  =  0,     Q  =  0,     R  =  0. 

Les  plans  donnant  des  paraboles  sont  donc  les  plans   tangents  communs  (en  nombre  infini)  à  ces 
trois  coniques. 

Les  équations  des  paraboles  sont  les  mêmes  que  celles  des   courbes  contenues  dans  les  plans  tan- 
gents aux  pieds  des  normales  : 

Ia(w„r„r/i'  -l-  Vf^WgUr)  =  0. 

Elles  restent  fixes  lorsque  (E)  varie  en  faisant  partie  d'un  faisceau  homofocal. 
La  projection  de  OP  sur  le  plan  de  la  parabole  est  encore  la  directrice  de  la  courbe.  Cette  droite  est 
l'intersection  du  plan  (n)  de  la  parabole  et  du  plan  perpendiculaire  mené  par  OP  : 

W(,.T  H-  l'„)/  -+-  W^Z  H-  }•„  =  0,  ±i  _H  J^  4-  J^   =  0. 

«0  l'o  «'o 

On  peut  poser  comme  on  sait 

)■„  a-  -4-  0  '  r„  é^  -H  0  '  ?■„  c-  -+-  6  ' 

On  aura  alors  à  éliminer  6  entre 


a(a'  +  <i)x  p(6^  +  9)y  y(c'  +  6): 


1  =0, 

0. 
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Après  quelques  réductions,  on  arrive  à  l'équation 


Vo  /  \  a'o         =0  /  \  !/o         "0  /  \:o        xo  J\  .r„         r/„ 

qui  est  celle  d'une  surface  du  quatrième  ordre  admettant  visiblement  pour  droite  triple  la  droite  OP  (le 

plan    S =  0     contient  OP,  puisque      Sx  =  0). 

5.  Toutes  les  paraboles  sont  évidemment  situées  sur  la  développable  (S)  circonscrite  aux  trois  para- 
boles P=iO,  0  =  0,  R=0,  puisque,  étant  de  la  forme  j^oP+^'oO +  «'ol^  =  0,  ces  paraboles 
touchent  tous  les  plans  tangents  à  (L')  suivant  les  génératrices  de  cette  surface. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement. 

Le  point  de  contact  de  la  parabole  f{u,  v,  w,  r)  =  u^V  +  u„Q  +  w^W  =  0,  et  du  plan  tangent  à 
(S),  r;,,  ii|,  M'i,  î'i,  a  pour  coordonnées 

X  y  z  i 

qui,  en  tenant  compte  des  relations     P,  =  0,     Ui  =  0,     K,  =  0,     s'écrivent 

ihx  v^y  WiZ 

■•gp  ^  !/o  ^  ^0  ^       —  »•? 

Quels  que  soient  u^,  u„,  w^,  on  a 

ulr         vrii         H'': 
M,a;-(-U|!/-)-H',: +?•,  =  0,  — 1- — ^  h- --- =  0. 

Ces  équations  sont  celles  de  la  droite  G,  lieu  des  points  de  contact  de  toutej  les  paraboles.   Or   en 

"i        i'i        "^1  x„  î/,,  :„ 

remplaçant  — .   — ;  respectivement  par  —  — , —^ — , -— ! — ,    elles   prennent  la 

^  )-i        r,        7\         ^  ^  «2  +  0  6^-1-0  c-  H-  6  ^ 

forme 

^^  a^  +  e  62  ^_o  -^  (,2_^(j  '  >-   '  («2  4-0)2  ^  (6^+8)2  (c2  +  0)2 

On  voit  bien  que  G  est  la  droite  de  contact  du  plan  (1)  avec  son  enveloppe,  c'est-à-dire  une  géné- 
ratrice de  (S). 

La  développable  (S)  est  une  surface  de  troisième  classe. 

En  éliminant  0  entre  les  équations  (1)  et  ('2),  on  obtient  une  équation  dont  les  termes  de  degré  le 
plus  élevé  en  .c,  y,  :  sont 

{x„x  -H  y^y  +  Zo:)-(Sa2a;?a;-^  -  2SPYî/o:„y2) . 

La  surface  (S)  est  donc  du  quatrième  ordre. 

Par  suite  la  section  de  (S)  par  un  de  ses  plans  tangents  se  compose  d'une  parabole  et  d'une  droite 
(comptée  deux  fois). 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  deux  paramètres.  Posons 
en  effet    x^a;  -i-  y^^y  -+-  z^z  —  k. 

Nous  pourrons  résoudre  par  rapport  à  a:,  y,  :  les  équations  (l)  et  (2),  et  nous  aurons 

J_ 

h 
ou,  en  posant    20  +  a--f-i--l-c-  — i- «=  —  p,    et    ^yTo^  =  X,  etc., 

Y  :=  -  (6  -+-  é-)2(p  -+-  b% 

Z==-(0+rT{?  +  c2). 
Les  courbes    p  =  C"  sont  les  paraboles,  et  les  courbes    6  =  C"    les  droites  situées  sur  la  surface . 
Les  génératrices  reclilignos  de  toute  surface  développable  sont,  comme  on  sait,  tangentes  à  une 


.„^  _  _  (0  -I-  affila  +b^-i^e-~k). 
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courbe  qu'on  appelle  ïarctc  de  rehrousscmenl,  paice   que  louli'  seclion  plane  de  la  surface  présente  dos 
points  de  rebroussement  aux  points  de  rencontre  avec  la  courbe. 

Dans  le  cas  particuliei'  qui  nous  occupe,  les  sections  planes  de  (S)  sont  en  général  des  quarliques 
tricuspidales. 

Soit  en  effet  un  plan  quelconque,  que,  pour  la  commodité  des  calculs,  nous  écrirons 

AX  -^-  BY  +  CZ  +  1)  =  0. 

Cette  équation,  où  l'on  remplace  X,  Y,  Z  parleurs  valeurs,  détermine  o  en  fonction  de  6, 

(1)  pSA(0  -t-  a^)2+  Zkd\n  -+-  a-)-  —  D  =  0. 

Si  l'on  tire  p  de  cette  équation  pour  le  porter  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  '/.,  on  trouve  des  expres- 
sions rationnelles  du  quatrième  degré  en  0,  qui  montrent  que  la  section  est  bien  une  quartique. 

Or  on  a 

//Y 

_  =  _  (6  +  a-^)[ip  -h  Ûpi  -V  a^(-2  +  ?i)], 

dY 

_  =  _  (0  +  62)[2p  +  Opi  -H  6-'(2  -+-  ?,;  ], 

^  =  _  (0  H-  c')[i?  +  Opi  -f-  c->(2  -h  ?;) |. 

Le  point  (X,  Y,  Z)  sera  un  rebroussement  si  les  trois  dérivées  s'annulent  pour  une  même  valeur 
de  0.  On  voit  immédiatement  que  cette  valeur  de  0  doit  être  telle  que  : 

2?-i-op;  =  o,         s2-i-p,;  =  o. 

On  en  conclut    p  =  0,     et  en  portant  dans  l'équation  (I), 

ÏA(0  -+-  a^y  —  D  =  0, 
équation  qui  donne  trois  valeurs  de  0  correspondant  aux  trois  points  de  rebroussement. 

Les  équations    p  —  0=0,     2+;,;  =  0     sont  bien  compatibles,  car  la  seconde  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

[Ik'yO  -+-  a-y  —  Dj[SA(0+  a2)]  =  0. 

Lorsque  le  plan  varie,  le  lieu  des  points  de  rebroussement  larète  de  rebroussement  de  la  surface 
(S)l  est  la  cubique  gaucbe 

1    x  =  -(o  +  rt7', 

(r)        J    Y  =  -(0  +  6^)', 

I    z^-{(i  +  c'.y. 

Les  trois  plans  de  coordonnées  sont  plans  osculateurs  de  cette  cubique,  comme  d'ailleurs  tous  les 
plans  tangents  à  (S). 

Nous  avons  dit  que  les  sections  pianos  de  (i)  sont  en  général  des  quartiques  tricuspidales.  Ces 
courbes  se  décomposent  lorstjue  le  plan  passe  par  une  génératrice  G  de  (ï)  :  la  section  comprend  la 
droite  G  et  une  cubique  cuspidale,  car  la  cubique  (r),  tangente  à  G,  rencontre  le  plan  en  un  point 
différent  du  point  de  contact. 

Comme  exercice,  vérifions  que  la  tangente  à  la  courbe  (r)  est  une  génératrice   G. 

Les  équations  de  la  tangente  au  point  0  sont 

Or  les  équations  d'une  génératrice  G  s'écrivent,  en  introduisant  les  variables  X,  Y,  Z, 

Si  l'on  tient  compte  des  relations  Sa  =  0,  la^oL  —  0,  Sn'a  =  —  «Py'  on  voit  que  les  équations 
sont  vérifiées  lorsqu'on  y  porte  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  tirées  de  (II). 

On  constaterait  tout  aussi  facilement  que  le  plan  (3)  est  le  plan  osculateur  à  la  cubique  (r). 
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Revenons  maintenant  à  la  discussion  des  sections  planes  de  (S). 

Une  des  génératrices  G  est  rejelée  à  l'infini.  C'est  la  droite  de  l'infini  du  plan  .(.■„.r -(-?/„?/+:„:  =  0. 
Il  en  résulte  que  toutes  les  sections  perpendiculaires  à  OP  ne  comprennent  qu'une  cubique  cuspidale  à 
distance  finie. 

Pour  avoir  les  équations  de  cette  cubique  dans  le  plan  -i'hI' 4- î/o!/  -+-  2„:  =  />',  il  sullit  d'ailleurs 
de  considérer  k  comme  constante  ;  en  posant  par  exemple    k  —  ïa-  =  /(,     on  a 

X  =  (0  +  a-)-{^0  —  a'  —  II), 

Y  =  (6-1-62)2(26— 6^  — /i), 

Z  =  (e-t-f-)-(26— c=  — /i). 
Le  point  de  rebroussenient  de  cette  cubique  correspond  ii  la  valeur    30  =  h. 

Enfin  les  sections  par  les  plans  tangents  comprennent,  comme  on  a  vu,  une  parabole  et  une  droite 
comptée  deux  fois.  Ce  sont  les  seules  sections  coniques  de  (S). 

6.  Pour  avoir  le  lieu  cherché,  il  suffit,  dans  l'équation  (1)  du  1°,  de  considérer  u,  v,  w,  r  comme 
des  constantes,  et  .t„,  ?/„,  Zq  comme  les  coordonnées  ponctuelles  courantes. 

En  développant,  on  voit  ([ue  les  termes  du  troisième  degré  en  x„.  y„,  z»  disparaissent,  de  sorte  que 
le  lieu  est  une  surface  du  deuxième  ordre 

-4-  S[a(a2M2  _)_  ,.2)  ^  5('(i2y2  _  chv^JjuryaZa 

4-  Sra'(a-i«2  H-  ,-2)  -+-  0L{hV-  —  c-'-w^a.mKX^  —  0. 
(On  a  posé    y  —  [ii  =  2a-  —  b-  —  c^  =  a',     etc.) 

C'est  bien  un  hyperboloïde  équilalère,  car  Sa^a  —  l,a^(b-  —  c-)  =  0.  Nous  avons  vu  que  l'équation 
(i)  du  1°  était  satisfaite  par 

u  x^  V  _  y„  IL'  _  Zo 

V  ~        «-  -+-  6  '         '/■  "~        6^-1-6  '        ~  ~  ~  e^ H-  6  ' 
quel  que  soit  6. 

M,  V,  «',  r  étant  ici  des  constantes,  ces  équations  représentent  tous  les  points  de  la  droite  A  menée 
par  le  pôle  du  plan  {u,  v,  w,  r)  perpendiculairement  à  ce  plan. 
Cherchons  le  lieu  du  centre  (a;,  y,  s)  de  la  conique  (S)  : 

a-  =  v!/u  —  [iZn,         y  —  Àzo  —  vxo,         z  =  [iXj  —  Xi/„, 

lorsque  le  point  (jo,  »/(,,  So)  se  déplace  sur  l'hyperboloïde. 

On  a  les  équations    /',',  =  0,     /■,',  —  0,     fw  =  0,    /■,'.  =  0, 
ou  a'u  -H-fU  +  piJ-w  —  xr  =  0, 

yvM  -h  b-v  -+-  oiliv  —  yr  —  0, 

[irj.U  -+-  alv  -t-    C~W   —   Zr   =::   0, 

(I)  xu-{-yv-i- zw -\-i' —  0. 

Tirons  dos  trois  premières  les  valeurs  de   X,  [x,  v  : 

SaiVyX  =  «'-^2  42y2  _  (.211)1  ,.2  2)'UX,    .  .  .  , 

et  portons  dans  l'équation    lx+  [xy  -t-vz  =  0  ;     nous  obtiendrons 

,,,  u^x-'        vhr         îv^z-        Crux        Crvy        C'rwz 

II)  H ^  H ^ =  0, 

'  a  p  Y  !^«  2^  2y 

avec  C  =  a-M2  _  bV- —  c'^w^  —  r^,        etc. 

Le  lieu  des  centres  est  la  conique  d'intersection  du  plan  (I)  et  de  la  surface  (II). 
Si  le  plan  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde,    r  =  0,     et  la  surface  se  réduit  à 

I,[a'{a^U'  ■+-  r-)  -+-  oi(hV--+-  chv^)]avwXa  =  0, 
plan  passant  par  l'origine  et  par  la  perpendiculaire  au  plan  donné  menée  par  ce  point. 

)>,  n,  V  sont  alors  des  constantes,  et  le  lieu  des  centres  des  coniques  (S)  est  la  droite  d'intersection 
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du  plan  donné  et  du  plan 


Ix  -4-  (xy 


0, 


ou 


Oix       Cvy       C'ivz 

a  P  T 


VASNIER. 

Très  bonnes  solutions:  MM.  J.  H*ag,  élève  de  l'École  normale  supérieure;  Hocdinièbe  ;  li.  Bouvaist. 


1234    —  On  considère  l'ellipse  E  qui  a  pour  équation,  rapportée  à  ses  axes. 


et 


a-        0- 
iin  point  M  variable  sur  cette  ellipse. 

{»  Équation  de  l'ellipse  G  qui  admet  pour  axes  la  tangente  MT  et  la  normale  MN  à  l'ellipse  E  et  qui 
est  tangente  en  0  à  Oy;  la  construire  géométriquement  ;  montrer  que  son  grand  axe  conserve  la  même  longueur. 

2°  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  l'ellipse  G  qui  sont  parallèles  d  OM. 

3°  Lieu  des  foyers  de  l'ellipse  G. 

4"  Résoudre  les  mêmes  questions  pour  l'hyperbole  H  qui  a  pour  axes  MT  cl  MN  et  qui  est  tangente  en 
0  a  Or.  /enveloppe  de  ses  asymptotes. 

—  ^Ml  —  l  =0    l'équation  de  l'ellipse  E  rapportée  à  ses  axes,  et  «cos  o,  b  sin  o  les 
a^         b-  ,  ,     ,,., 

coordonnées  du  point  M.  La  tangente  MY  et  la  normale  MX 

en  ce  point  à  l'ellipse  ont  respectivement  pour  équations 

bx  cos  tp  -h  ai/  sin  (S  —  ab  =  0, 

ax  sin  s  —  by  cos  o  —  c-  sin  o  cos  o  —  0. 

L'équation  générale  des  coniques  (r)  admettant  pour  axes 

les  droites  MX  et  MY  est,  en  prenant  ces  deux  droites  pour  axes 

de  coordonnées, 


Soient 


1  =0, 


et  comme  dans  cette  équation  X  désigne  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  à  la  droite  MY,  et  Y  la  distance  de 
ce  point  à  la  droite  MX,  les  formules  de  transformation  de  coordonnées  sont 

bx  cos  o -\- ay  sin  o  —  ab  ax  sin  ?  —  ^y  cos  ?  —  c^  sin  o  cos  ? 


X  = 


\/b'  cos^  <p 


•  rt-sin^ç  ^/6-cos2ii-+-a^sin'? 

et  par  suite,  l'équation  générale  des  coniques  (r)  est  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy 

{bx  cos  <?  -(-  rt(/  sin  ?  —  ab)-        {ax  sin  ?  —  6?/  cos  e  —  c'  sin  ?  cos  o)-  _  .  _  ^^ 
A{è-cos''' «n- rt'-sin-o)  B(6-cos'-ç- 


(■1) 


•  a-sin^  o) 
A  et  B  désignant  les  carrés  des  demi-longueurs  d'axes  situés  respectivement  sur  MX  et  MY. 

1.  Écrivons  que  la  conique  (l)  est  tangente  en  0  àO;/;  il  faut  pour  cela  annuler  le  coefficient  de  y 
et  le  terme  indépendant.  Nous  obtenons  ainsi  les  deux  équations 
—  a-b  sin  o        lie-  sin  o  cos-  o  a*b^-  c*  sin^  o  cos-  ? 


=  0, 


A{b-  cos^  <f  +  a-  sin-  o)        B(6'^  cos-  o -\- a-  sin-  o) 


1=0. 


A  B 

Nous  en  tirons  aisément 

A  =  (/%  B  =  c'  cos^  ç  ; 

et  nous  voyons  d'abord  que  cette  conique  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe   est  égal  au  grand  axe  de 

l'ellipse  donnée,  et  est  porté  sur  la  normale  MX. 

L'équation  de  cette  ellipse  (C)  est  donc 

{hx  cos  Q-f-  ny  sin  o  —  ab)'-        {ax  sin  9  —  by  cos  y  —  c-  sin  o  cos  f)-  _  .  _  q 


(C) 


a\bHos^  o -h  a^  sin- <?) 


c-  cos^  9(6-  cos= 


a-sin^tp 
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Il  est  aisé  de  construire  cette  ellipse.  En  effet,  soient  P  et  Q  les  points  où  la  tangente  MY  rencontre 
Ox  et  Oy;  d'après  une  propriété  bien  connue,  les  foyers  de  l'ellipse  (C)  sont  à  l'intersection  de  la  droite 
MX  et  du  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 

2.  Le  diamètre  conjugué  de  OM  dans  l'ellipse  (C)  est  parallèle  à  Oij,  puisque  Oy  est  tangente  au 
point  0  à  l'ellipse.  Soient  H  et  II'  les  extrémités  de  ce  diamètre.  Le  premier  théorème  d'Apollonius 

nous  donne  

MO'  +  MH-  =  a^ -I- c^  cos^  cp, 

ou  M  H''  =  n-  -+-  c-cos^o  —  (a^  cos' ? -i- i^  sin-<p)  =  c-. 

On  a  donc  Mil  =  MH'  —  c,  par  suite  le  lieu  des  points  II  et  H'  se  compose  des  deux  ellipses 
obtenues  en  imprimant  à  l'ellipse  E  deux  translations  parallèles  à  l'axe  des  y  et  égales  à  c,  l'une  dans 
le  sens  Oy  et  l'autre  dans  le  sens  opposé. 

3.  Les  demi-axes  de  l'ellipse  (C)  étant  égaux  à  a  et  à  ccosip,  la  demi  dislance  focale  est 
^f,2  —  C-  cos-  <p,  et  comme  les  foyers  sont  situés  sur  la  normale  au  point  M  à  l'ellipse  E,  les  coordonnées 
[x,  y)  de  ces  points  sont  données  par  les  équations 

.T  —  n  cos  !p         y  —  é  sin  o        _^  v  /       '"''  ~  '^^  cos-  =>        _  -i-  i 

6  cos  ti       ~       asint?  i- cos- ? -t- «- sin^  ç 

On  en  déduit 

I  X  =  [a  -\-  h)  cos  es,  ix  —  (a  —  6)  cos  o, 

\  y  =  {a-h  b)s\no  ,  '  y  =  —  (^  —  '')  s'i  ?  ■> 

il  en  résulte  que  le  lieu  de  ces  points  se  compose  des  deux  cercles 

x2  -1-  y-  =  (a  zh  b)' 
qui  ont  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayons     a-\-b     et     a  —  b. 

4.  Écrivons  que  l'équation  (I)  représente  une  conique  tangente  on  0  à  Ox,  nous  avons  les  conditions 

—  «62  cos  t?        f/c^sin^çcosf   _  a^ c»  sin-  o  cos-  o l^Q- 

Â       ~  B  ~    '  Mb' cos- o -\- a- sia' o)  '^  B(b' cos'- 'r -h  a- s\n-o) 

Nous  en  tirons  sans  difficulté 

A  =  6%  B  =  —  c^sin-  9. 

La  conique  ainsi  obtenue  (H)  est  une  hyperbole  qui  admet  MX  pour  axe  réel,  et  la  longueur  de 
cet  axe  est  égale  à  2ô,  elle  est  constanle. 

Cette  hyperbole  est  homofocale  à  l'ellipse  (C),  puisque  ces  deux  courbes  ont  mêmes  axes  et  sont 
orthogonales  au  point  0.  Le  lieu  des  foyers  de  l'hyperbole  se  compose  donc  des  deux  cercles 

x^-l-y-  =  (a±  b)-. 
D'ailleurs,  si  l'on  désigne  ces  foyers  par  9  et  9',  on  a 

Oo  +  O'f'  =  2a,  Oo  —  Oo'  =  26, 

on  en  déduit 

0<p  =  an-  6,  Otp'  =  a  —  b. 

Le  diamètre  conjugué  do  OM  rencontre  l'hyperbole  en  des  points  imaginaires. 
Comme  l'équation  do  (H)  est 

(éo;  cos  ? -h  ay  sin  tp  —  aè)-        {ax  sin  a  —  6y  cos  y  —  c-  sin  ?  cos  y)-  _  „ 

b^{b-  cos-  o+a^sin^  tp)  c- sin2t?(62  cos^o -t-a- sin- <») 

l'équation  de  l'ensemble  des  asymptotes  est 

(6.ïCOS(5-i-aysin<p— a6)-        (ax  sin  y  —  6y  cos  o  —  c-  sin  o cos  oY  _ 
b^  c'-sin^w 

Chaque  asymptote  peut  donc  être  représentée  par  l'équation 

{bx  cos  (f  +  ay  sin  9  —  nb)c  sin  9  +  tb[ax  sin  9  —  6y  cos  9  —  c^  sin  9  cos  9)  =  0, 
où  '-  désigne    ±1,    ou  encore  par 

(x  —  tc]{bc  sin  9  cos  9  -\-  mb  sin  9)  -h  y{ac  sin'-  9  —  e6^  cos  9)  =  0. 
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On  voit  ainsi  que  les  asymptotes  de  l'hyperbole  H  passent  par  les  foyers  de  l'ellipse  E. 
Ce  résultat  était  à  prévoir,  car  les  asymptotes  de  H  ont  pour  bissectrices  MX  et  MY,  et  rencontrent 
Ox  en  des  points  éqnidislants  du  point  0  ;  ces  points  ne  peuvent  être  que  les  foyers  de  l'ellipse  E. 

PARIIOD,  àVesoul. 
lionnes  solutions  par  MM.  li.-N.  Bahisikn  ;  Blanohot,  à  Aurillac  ;  J.  Haag  ;  M.  Treillou  ;  Dnallok  I-eobau  ;  R.  Boiivaist. 
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1227.  —  Deux  surfaces  sphériques  de  centre  0  onl  respectivement  pour  raijon  un  centimètre  et  un 
(jrand  nomlira  de  centimètres.  Elles  sont  conductrices  et  portent  des  charges  électriques  M  et  —  M(M  =  10~* 
coulombs). 

i"  Prenant  pour  origine  des  potentiels  te  potentiel  de  la  sphère  extérieure,  on  demande  quel  est  le  poten- 
tiel stir  la  petite  sphère,  quel  est  le  potentiel  à  un  mètre  du  centre,  et  quelle  est  l'énergie  accumulée  dans  le 
condensateur  formé  par  tes  deux  sphères. 

2°  Un  corpuscule  portant  une  charge  ja  =  10^'°  coulombs,  constitue  un  élément  de  surface  de  la 
petite  sphère  ;  quelle  est  la  valeur  de  la  force  qui  le  sollicite  à  se  détacher,  et  à  quelle  force  serait-il  soumis 
s'il  se  trouvait  à  une  distance  finie  mais  très  petite  de  cette  surface?  Ce  corpuscule  s'ctant  détaché  sans 
vitesse  initiale,  et  se  déplaçant  ensuite  suivant  le  rayon;  on  demande  de  calculer  à  un  pour  cent  près  le  tra- 
vail effectué  par  les  forces  électriques  quand  le  corpuscule  sera  arrivé  à  un  mètre  du  centre,  et  l'on  demande 
quelle  sera  alors  sa  vitesse,  sachant  que  sa  masse  est     m  =  10~*"     grammes. 

3°  Supposant  maintenant  que  le  corpuscule  subisse  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  on  écrira 
d'abord  l'équation  qui  permettrait  de  trouver  le  mouvement  de  ce  corpuscule,  dans  l'hypothèse  où  l'on  pour- 
rait négliger  le  produit  de  sa  masse  par  son  accélération  devant  les  forces  mises  enjeu.  On  calculera  ensuite 
sa  vitesse  à  un  mètre  du  centre,  sachant  que  si  ce  corpuscule  était  lancé  avec  une  vitesse  de  un  centimètre 
par  seconde  dans  la  d'irection  des  lignes  de  forces  d'un  champ  uniforme  de  un  volt  par  centimètre,  il  conti- 
nuerait à  se  déplacer  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

{Ecole  normale  supérieure,  concours  de  1 903.) 

1  "  Par  définition,  le  potentiel  à  une  distance  x  du  centre  est  égal  au  travail  des  forces  électriques 
sur  une  charge  égale  à  l'unité  qui  se  transporterait  depuis  le  point  considéré  jusqu'à  la  sphère  exté- 
rieure. Ce  travail,  exprimé  en  unités  électrostatiques,  est  égal  à      /    -^dx  =  —  • 

^/ ,     X-  X 

Sur  la  sphère,  x=i,  tandis  que  M  =  10~'x3xl0'' =  30  unités  électrostatiques^  donc   V  =  30. 
A  un  mètre  du  centre,    .i;  =  100;     le  potentiel  est  100  fois  plus  petit  :  V'=0,3. 

L'énergie  a  pour  expression  générale     U  =  — -ÏMV,     ce  qui  donne  ici  U=  450  ergs. 

2°  La  force  s'exerçant  en  un  point  d'un  conducteur  électrisé  est  égale  à  27rG,  t  désignant  la  densité 

M  3 

superficielle,  toujours  en  unités  électrostatiques  ;  or    a  =  -—    et    ^i  =  3xi0-",     d'où    f=  -5- X  10~' 

dynes. 

A  une  distance  finie  mais  très  petite,  le  champ  est  4-t  et  la  force  cherchée  est    /'  =  9x  lO"". 

Le  travail  edectué  par  les  forces  électriques  est  égal,  par  délinilion  du  potentiel,  à     (V  —  V')fA; 

1 
comme    \'  =  -77^7 V,     on  peut,  à  un  pour  cent  près,    ne  prendre  que  le   terme   Vja,    ce  qui  donne 

W  =  9x10-' ergs. 

La  vitesse  est  liée  au  travail  par  la  relation    W  =  —  mv-,    qui  donne  ici     v''=  2  x  9  X  10". 
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M  ,  dx  d'X  ,  (/.!• 


-il. 


3° L'équation  du  mouvement  est  — -^j.  —  A-r-  =  m  ——.     ou  simplement    A-—  =  — 

■r-  at  dP  '  dt         X- 

dx        Mu 

A  un  nietre  la  vitesse  serait     — ; r=—  ■ 

at    /.xiotr 

1  u 

Or,  dans  un  champ  de  I  volt  par  centimètre,  la  force  est  — — -    et  l'action  sur  le  corpuscule  — — . 

300  ^  300 

celte  action  serait  égale  à  la  résistance     A:xl;     donc    A- =  — —  •    Portons  cette  valeur   dans  l'ex- 

oUU 

dx 
pression  de  la  vitesse  et  nous  trouvons     —r-  =  0,9. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


1307.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires  fixes  Ox  et  Oy  et  un  cercle  fixe  (G)  tangent  à  ces  deux 
droites. 

Cela  posé,  on  mène  en  un  point  M  variable  sur  le  cercle  (C)  une  tangente  .'i  ce  cercle  qui  rencontre  les 
axes  en  A  et  B. 

1°  Former  l'équation  du  cercle  (C,)  circonscrit  au  triangle  OAB.  Trouver  le  lieu  du  point  de  ce  cercle  qui 
est  diamétralement  opposé  au  point  G.  Trouver  aussi  l'enveloppe  de  (C,)  et  indiquer  la  relation  qui  existe 
entre  ces  deux  courbes. 

2°  Former  l'équation  de  la  parabole  tangente  à  Ox,  Oy  et  à  AB  en  son  milieu.  Trouver  l'axe,  le  foyer  et 
le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole. 

3°  Trouver  le  lieu  de  l'ombilic  commun  à  la  parabole  et  au  cercle  (C)  et  situé  sur  AB. 

E.  H 

1308.  —  On  considère  une  ellipse,  un  point  P  et  les  cordes  de  l'ellipse  qui  passent  en  ce  point.  Sur  cha- 
cune de  ces  cordes  prise  pour  diamètre  on  décrit  un  cercle. 

Trouver  l'enveloppe  de  ces  cercles. 

Cette  enveloppe  est  une  quartique  bicirculaire.  Trouver  pour  quelles  positions  du  point  P  elle  se  décom- 
pose en  deux  cercles. 

♦ 
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Statique. 


1260.  —  Enoncer  les  lois  du  frottement  des  solides. 

Quelle  est  In  charge  P,  supposée  concentrée  en  un  point  matériel,  que  pourrait  traîner,  en  le  re- 
montant sur  un  plan  incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizon,  un  cheval  exerçant  un  effort  de  traction  T  supposé 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan,  sachant  que  le  coefficient  du  frottement  de  la  charge  sur 
le  plan  est  f? 

Quelle  est,  avec  ces  données,  le  minimum  de  poids  du  cheval,  sachant  que  le  coefficient  du  frottement 
de  ses  pieds  sur  le  plan  est  fi  ? 

Appliquer  à        T  =  HO"»',  f  =  0,03,  /,  =  0,30,  tang  i  =  0,03. 
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Supposons  la  chargfi  P  concentrée  en  un  point  matériel  M.  Ce  point  peut  être  considéré  comme 
librr  sous  l'action  des  forces  T,  P  et  de  la  réaction  R  du  plan,  qui  fait  avec 
la  normale  MN  un  angle  égal  à  l'angle  o  du  frottement  (tgo  =  /"),  en 
sens  contraire  du  mouvement,  supposé  ascendant. 

Les  équations  du  mouvement  du  point  M  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy 
de  la  figure  sont 

mx^  =  T  —  il  sin  o  —  P  sin  i, 
my"  =  R  cos  ç  —  P  cos  i. 

On  a  d'ailleurs    a;"  ^  0    (mouvement  ascendant),    y"  —  0;     d'où 

P  cos  i 
cos  o 

T  —  P  cos  i  tg  <f  —  P  sin  i 
T 


0 


ou,  en  remplaçant  tg  o  par  /', 


P^ 


/"cos  î '+ sin  i 

On  a  ainsi  la  charge  maxima  que  peut  traîner  le  cheval  avec  un  effort  T. 

D'autre  part  le  cheval  M'  est  soumis  à  l'action  de  son  poids  P',  il  éprouve  de  la  part  de  la  charge 
une  réaction  T'  égale  et  opposée  à  l'action  T  qu'il  exerce  sur  elle.  Ces  deux  forces  tendraient  à  le  faire 
glisser  sur  le  plan  incliné  vers  le  bas. 

Pour  qu'il  reste  en  équilibre,  il  faut  que  la  réaction  R'  du  plan  sur  le  cheval  fasse  avec  la  normale 
un  angle  0,  inférieur  ou  au  plus  égal  à  l'angle  tfi  du  frottement  (tgç,  =  /',). 
Cette  réaction  R'  sera  évidenmient  dans  le  plan  déterminé  par  la  ligne  de  plus 
grande  pente  et  la  normale.  Écrivons  que  les  trois  forces  T',  F,  R'  se  font  équi- 
libre, nous  aurons  les  deux  équations 

—  T'  —  P'  sin  i  -H  X'  =  0, 
—  P'  cos  i  +  Y'  =  0, 
d'où  on  tire  pour  les  composantes  de  la  réaction  R' 

X'  =  ï'  H-  P'  sin  i, 


Y'  =  P'  cos  i. 


et 


tgo  =  4^  = 


T'  -I-  P'  sin  , 


P'  cos  i 


La  condition  d'équilibre  sera     tg6  :^  tg<i>,  =  /,, 

T'-+-P'sini 
P'  cos  i 


<A, 


fi  étant  d'ailleurs  plus  grand  que  tgi,  sans  quoi  le  cheval  ne  pourrait  pas  se  tenir  sur  le  plan  incliné. 

On  en  déduit 

T 


P'> 


fi  cos  i  —  sin  i 


d'où  le  minimum  de  poids  du  cheval. 

Applicalion.-     T  =  110^     /■=0,05,     /;  =  0,30,     tgi  =0,03. 


Pm  = 


p;„  = 


llO.y/i.OOOO 
0,08 


110.  y/l, 0009 

0,27 


=  1  sTS'-seâ 


=  407''g,59  . . 
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On  a  pris  ^/1,0009,  qui  est  la  moyenne  géométrique  entre  1  et  1,0009  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
1,00045.  P.  L. 

Solution  exacte  de  M.   1.  Haag. 


Géométrie  analytique  et  Cinématique. 

1261.  —  l"  Conslruire  la  courbe  S  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

Wy  =  3.x''  -  8a;^  —  1  1ï^  +  34x. 

^0  Sachant  r/u'un  mobile  parcourt  la  trajectoire  S  d'une  vitesse  donnée  par  la  formule  u- =  p — y, 
indiquer  pour  diverses  valeurs  de  fi  les  limites  d'excursion  sur  la  trajectoire.  Indiquer  la  forme  ijénérale  de 
l'hodographe  pour  l'excursion  correspondante  à  p  =  1,25,  ainsi  que  les  points  pour  lesquels  l'accélération 
langeniielle  est  nulle  et  ceux  pour  lesquels  la  composante  normale  de  l'accélération  est  nulle. 

i.  La  courbe  passe  à  l'origine  et  admet  pour  tangente  on  ce  point  la  droite  20j/  =  34x.  Elle  pré- 
sente deux  branches  infinies  paraboliques  dans  la  direction  Oy.  Enlin,  les  puints  de  rencontre  avec  l'axe 
des  X  correspondent  aux  racines  de  l'équation 

3a;*  —  8a;  ■  -  Hi-' +  34x- =  0, 

savoir    a;=  0,  a-  =  —  2  ;     les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Variation  de  y.  —  La  dérivée 

1 

y'  =  —  (6./-  —  \2x'-  —  lla;+  17) 
10 

s'annule  pour    .r  =  1     et  pour  deux  autres  valeurs,  racines  de  l'équation 

6a;=— 6a;— 17  =  0 
d'où 


"  2  "V   4  "^"6"  ""  (-2,25... 


18 
Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  :  pour    .r  =  1,     i/  =  —  =  0,9    (maximum,  M)  ;  et  pour 


1  ,       /l         17 

2  V    4         6 


_  J_r__181__^_37_      A        n^"l_  ^  —1,87  (minimum,  7H,), 
^  "   20  L        12   ~    3  V    4  "^    0  J~  i  0,33  (minimum,  m,). 

Ces  valeurs  étant  calculées  au  moyen  du  reste  de  la  division  de  y  par  le  trinôme    6.r^  —  Cj  —  17, 

à  savoir  ^  f  ^"  .,      ^^  1 

20  L  3  4  J" 

1 
Concavité.  —  La  dérivée  seconde    y  = -r— (18a-  — 24a?  — 11)     s'annule  pour 

_  _2  _^  £      /  W  _  i  -  0,36 
""        3        3  V     2    ~  j  1,69. 

Elle  est  positive  en  dehors  de  ces  deux  valeurs,  négative  dans  l'intervalle.  Pour  ces  valeurs  de  x  la 
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bl3 


courbe  présente  des  points 
d'inflexion.  Les  valeurs  cor- 
respondantes de  y  peuvent  so 
calculer  au  moyen  du  reste  de 
la  division  du  polynôme  //  par 

4  H 

le  trinôme    x-  —  —x > 

3  18 

à  savoir 


-Lr 

20  L 


110 


36  J' 


et  les  valeurs  correspondantes 
de  y'  au  moyen  du  reste  de  la 
division  de  i/'  par  le  même 
trinôme,  savoir 

1   r      38  131 H 


ITodoîîraphe. 


On  trouve  ainsi  pour 

x=  —0,36,  y  =  —0,66, 

y'  =  1,91, 
X  =  1 ,69,         y  =  0,59 
y' =--0,69. 


Pour  construire  la  courbe,  nous 
calculerons  également  les  valeurs  de  y 
et  de  y'  pour  les  valeurs  entières  de 
a^  =  -3,-2, -1,0,  1,2,3,  afin  d'a- 
voir aussi  exactement  que  possible  la 
forme  de  la  portion  de  courbe  qui  est 
parcourue  par  le  mobile  de  la  seconde  partie. 

2.  Un  mobile  parcourant  la  trajectoire  S  d'une  vitesse  donnée  par  la  formule     u'  =  ^  —  y,     il  faut 
pour  que  le  mouvement  se  produise  que  y  soit  plus  petit  que  p. 

Cela  étant,  soit  : 

P<m,,     la  droite    )/ =  ^    est  toute  entière  au-dessous  de  la  trajectoire;  le   mouvement  n'a  pas 
lieu. 

"*i<P<!'«2,     la  droite    y- 
l'arc  Am.B  {fig.  1). 

»«;<?<  M,      la  droite    y  =  ?>    coupe  la  trajectoire  en  A  et  B,  puis  en  C  et  D  ;   le   mouvement 
peut  avoir  lieu  soit  sur  l'arc  A^n.B,  soit  sur  l'arc  CnuD  {fig.  2). 


coupe  la  trajectoire  en  deux  points  A,B,  le  mouvement  a  lieu  sur 


1- 

y 

b/ 

1^ 

/ 

>i 

lllz 

\ 

m, 

0 

y' 

X 

II'  y 

Fig-  «■                                                                 Fig.  2.  Fig.  3. 

M  <  p,     la  droite    ;/  =  P     coupe  la  trajectoire  en  deux  points  A  et  B,  le  mouvement  aura  lieu  sur 

l'arc  A7«iMHi,B  (fig.  3).  C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  dans  l'hypothèse  p  =  1,25. 
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Les  abscisses  des  points  A  et  B  sont  les  racines  réelles  de  l'équation 

3x»  — 8a;^  _  Ha;^  h-  34.T-25  =  0. 

On  constate  facilement  que  cette  équation  n'admet  pas  de  racine  entière;  il  conviendrait  d'appliquer 
la  méthode  des  racines  fractionnaires,  puis,  s'il  y  a  lieu,  l'une  des  méthodes  d'approximation,  ce  qui  con- 
duirait k  des  calculs  longs  et  inutiles,  les  points  A  et  B  étant  déterminés  graphiquement  avec  une  exac- 
titude suffisante. 

La  trajectoire  étant  construite  avec  soin,  nous  aurons  les  différents  points  de  l'hodographe  en  me- 
nant par  un  point  0  des  vecteurs  équipollents  aux  vecteurs  vitesses  aux  différents  points  de  la  trajec- 
toire. La  direction  est  donnée  par  la  valeur  de  y'  ;  sur  la  direction  ainsi  obtenue,  il  faudra  porter  une 
longueur  égale  à  v  —  ijp  —  y  —  s/\,2^  —  y,  dans  le  sens  positif  si  le  mouvement  a  lieu  de  A  vers  B 
(mouvement  direct),  dans  le  sens  négatif  si  le  mouvement  a  lieu  de  B  vers  A  (mouvement  rétrograde). 
Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  numériques  qui  ont  servi  à  la  construction  des  deux  courbes.  On 
n'a  tracé  que  la  portion  de  l'hodographe  qui  correspond  au  mouvement  de  A  vers  B  ;  pour  le  mouve- 
ment de  B  vers  A,  on  aurait  une  courbe  syméirique  par  rapport  au  point  0. 

Les  points  pour  lesquels  l'accélération  tangentielle    vt  =  Y    est  nulle  sont  les  points  de  la  trajec- 
toire pour  lesquels 

■y' 


V   = 


0. 


yp-y 

Ce  sont  les  points  C,  E,  G  delà  trajectoire    {y'  =  0)  ;     à  ces  points  correspondent  les  points  r,  e,  g 

de  l'hodographe  situés  sur  l'axe  polaire 
et  où  la  tangente  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur. 
Ceux  pour  lesquels  la  composante  nor- 


.T 

y" 

y' 

y 

P-î/ 

î' 

—  3 

-+- 

0 

0 

-+- 

—  22 

12,9 

— 1.1 ,65 

» 

—  2 

-5,7 

0 

1,25 

1,25 

-1,23 

0 

—  1,84 

3,09 

1,76 

—  1 

1 

-1,7 

2,95 

1,72 

—  0,36 

1,90 

-0,66 

1,91 

1,38 

0 

1,7 

0 

1,25 
0,35 

1,12 

1 

0 

0,9 

0,59 

1,69 

-0,69 

0,59 

0,66 

0,81 

2 

-0,5 

0,4 

0,85 

0,92 

2,2.^i 

0 

:^,8 

0,33 

0,92 

0,96 

3 

1,3 

-  0,25 

» 

maie     de     l'accélération 


Un    = 


est 


nulle,  sont  ceux  qui  correspondent,  soit 
à  v=  0  (ce  sont  les  limites  d'excursion 
A  et  B  ;  les  points  correspondants  de 
l'hodographe  a  et  h  sont  confondus  avec 
l'origine  0  suivant  les  deux  rayons  vec- 
teurs Oa  et  Ob)  ;  soit  à  p  =  oo  (ce 
sont  les  points  d'inflexion  D,  F  ;  les  points 
correspondants  de  l'hodographe  sont  les 
points  (/  et  f;  en  ces  points  l'hodogra- 
phe est  tangente  aux  rayons  vecteurs 
od,  of).  Il  en  devait  être  ainsi  car  en  ces 
points  l'accélération  du  mobile  est  dirigée 
suivant  la  vitesse  ;  les  points  correspon- 
dants sur  l'hodographe  sont  donc  les 
points  où  cette  courbe  est  tangente  au  rayon  vecteur  issu  du  pôle. 


P.  L. 
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Trigonométrie. 

Problè.mk. 


1265.  —  Soit  A?  triancjle  ABC  dam  lequel  In  hauteur  AD  rencontre  en  I  une  seconde  hauteur  et 
en  U  /('  côté  BC.  Le  point  I  étant  supposé  situé  entre  les  points  A  et  D,  on  donne  AI  =  m,  ID  =  (i, 
ainsi  que  le  rayon   R  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

d"  Calculer  le  côté  a   et  une  ligne  trirjonométrique  de  l'angle   A. 

2°  Calculer  les  côtés   h,  c  en  fonction  des  données. 

3°  Donner  la  condition  de  grandeur  de  R. 

4"  Construire  géométriquement  le  triangle  ABC  dan*  /«'  cas  o»  ^'  point  I  m/  en/ce  /es  points  A  e/  D. 
/)iscu/e/\ 

5°  Construire  le  triangle  ABC  quelle  que  soit  la  position  relative  des  points  A,  I,  D  sur  la  hauteur. 
Discuter. 

1.    Si  nous  menons  par   A,  B,  C   les  parallèles  à   BC,  CA,  AB,    nous  obtenons  un  triangle   A'B'C 

dont  le  cercle  circonscrita  pour  centre  L  On  a  alors  dans  le  triangle 
rectangle   AIB' 

a  =  v/4R2  —  m" 

et  ces  A  = 

âR 

2.  On  a    bc  sin  A  =  a[m  4-  (i)  =  2R  sin  \(m  -h  p), 

d'où  6c  =  2R(m-i-  (Jt). 

D'autre  part  «=  =  6^  +  c^  —  26c  cos  A, 

d'où  (6  -»-  c)2  =  {m  -h  2R)(m'+  2^1  -+-  2R), 

(6— c)2  =  (2R  — m)(2R  — m  — 2(x), 


[v/(m  -t-2K)(m  -t-  ^jx  -i-  2R)  ±  /^âR  —  »n)(2R  —  m  -  2|x)], 


=  tCv'i"^ 


2K)(ni  +  2n  -f-  2K)  qr  v/(2R  —  m)(2R  —m  —  ^[x}]. 
3.  La  réalité  de  6  et  de  c  exige  que  R  soit  extérieur  à  l'intervalle     (  — ,    — +aj. 


Or  la  réalité 


de    a  nous  donne  la  condition 


ou 


La  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  R  est  donc    R  >  ii-\ 

4.  Construisons  le  triangle  rectangle  lAB',    dans  lequel  nous  connaissons  l'hypoténuse    IB'  =  2R 

et  le  côté  lA  =  m.  Prenons  ensuite  sur  AI  le  point  D  tel  que 
ID  =  jji  et  tel  que  I  soit  entre  A  et  D.  Menons  en  D  la  perpen- 
diculaire à  AD.  Le  cercle  circonscrit  à  lAB'  coupe  cette  droite 
en  deux  points  Ci  et  C,.  Si  l'on  mène  par  A  les  parallèles  ABi  et 
AB,  à  B  C,  et  BC,,  on  obtient  deux  triangles  ABiCi  et  AB^Cj 
qui  répondent  à  la  question.  Ces  deux  triangles  sont  d'ailleurs 
visiblement  symétriques  par  rapport  à  AD.  Il  n'y  a  donc  qu'une 
solution,  à  condition  toutefois  que  l'on  ait 

(oio'  <  R, 

"î 
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5.  La  construction  précédente  est  applicable  quelle  que  soit  la  position  relative  des  points  Ai,  Ii,  U, 
à  condition  de  porter  la  longueur  ID  =  jjt  dans  un  sens  convenable.  Si  A  est  entre  I  et  D,  la  con- 
dition de  grandeur  pour  R  est 

Si  D  est  entre  A  et  I,  le  problème  est  toujours  possible.  J.  HAAG. 

Autre  solution  de  M.  G.  Lach,  école  normale  de  Douai. 


Calcul 

1266.  —  Calculer  les  arcs  compris  entre  180"  et  360°  qui  vérifient  la  formule 

v^sinSa 


cofg 


(2.  +  ^ 


a^  CCS— p 


a  =  0,586047,  «  =  4I''53'I2",1  p  =  aiaooS'âS" 

On  déduit  des  données 

3=(  =  123''39'36",3,  -  —  3a  =  54°20'23",7, 

I-  =  121°56'41",5,  7:  _  1  =  58°  3'18",3. 

2  2 

La  formule  donnée  peut  s'écrire 

cotg  (  2a;  +  -^  )  =  —  cotg  o, 


4 

o  étant  Tangle  du  premier  quadrant  donné  par  la  formule 


i/sin  (TC  —  3») 
cotg  0  =  —^ ^ — 


a'  cosl  T. 
On  trouve 


-I) 


log  cotg  o  =  0,9275714, 

<B  =  6»44'17',4. 
On  a  d'ailleurs 

2a" -h—  =  A--  — o. 
4 

On  en  déduit,  en  prenant  les  valeurs  comprises  entre  180°  et  360° 

.T,  =  244°7'51",28, 
a;o  =  334''7'Sl",28. 
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1244.  —  Les  deux  extrémités  d'un  segment  vu  d'un  point  fixe  0  sous  un  angle  droit  glissent  sur  deux 
droites  fixes  a  et  a'.   Trouoer  l'enveloppe  de  la  droite  qui  porte  ce  segment  et  le  lieu  de  son  milieu. 

1.  Appelons  0'  le  point  de  rencontre  des  deux  droites   a  et  a',  joignons  00'  et  élevons  en  0  une 

perpendiculaire  à  cette  droite  (jui  rencontre  les  deux  droites 
A  et  A'  en  A  et  B.  Nous  pouvons  construire  une  conique 
ayant  pour  foyer  le  point  0  et  touchant  les  droites  a  et  a'  en 
A  et  B  ;  nous  prendrons  pour  cela  les  deux  symétriques  de  0 
par  rapport  à  A  et  à  a',  et  nous  les  joindrons  respectivement 
aux  points  A  et  B,  ces  deux  droites  se  couperont  au  second 
foyer  V  ;  dès  lors,  rien  n'est  plus  aisé  que  de  construire  la 
conique  indiquée.  Toute  portion  de  tangente  à  celte  conique 
comprise  entre  les  deux  tangentes  fixes  O'a  et  O'a'  est  vue  du 
foyer  0  sous  un  angle  moitié  de  l'angle  AOB,  c'est-à-dire 
sous  un  angle  droit.  L'enveloppe  demandée  est  donc  cette  co- 
nique. 

On  pourrait  encore  parvenir  au  résultat  que  nous  venons 
de  trouver  par  la  considération  des  deux  séries  homogra- 
phiques  que  les  extrémités  du  segment  mobile  tracent  sur  les  deux  droites  fixes  données. 

Enfin,  on  peut  démontrer  d'une  manière  générale  que  si  une  corde  d'une  conique  est  vue  d'un  point 
fixe  sous  un  angle  droit,  elle  enveloppe  une  autre  conique  ayant  pour  foyer  le  point  fi.ve  et  pour  direc- 
trice relative  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  donnée.  11  n'y  a  qu'à  appliquer  ce  résultat 
au  cas  actuel  pour  obtenir  la  solution  du  problème  proposé. 

11  nous  reste,  pour  être  complet,  à  traiter  le  problème  actuel  par  le  calcul.  A  cet  effet,  prenons  pour 
origine  le  point  0,  pour  axe  des  x  la  droite  00'  et  pour  axe  des  ;/  une  perpendiculaire.  En  désignant 
par  a  l'abscisse  du  point  0',  les  deux  droites  i  et  a'  pourront  être  représentées  par 

X  —  a-^ay  —  O  et  X — a-\-^ij  =  0. 

Nous  allons  chercher  maintenant  combien  il  y  a  de  droites  de  l'espèce  indiquée  qui  passent  par  un 
point  donné  du  plan  (.c,  y). 


Soit     Y  —  )/  =  ?n(X  —  x) 
droite  i  a  pour  équation 


une  de  ces  droites  ;  le  rayon  qui  joint  l'origine  au  point  où  elle  coupe  la 
iy  —  mx) 


•mX- 


-(X^aY)=0, 


son  coefificient  angulaire  est  donc 


am- 


y 


■  mx 


a —  a(y — mx) 

celui  du  rayon  qui  joint  l'origine  au  point  où  elle  coupe  la  droite  A'  est 

am  -h  y  —  mx 
a—  Si(y  —  mx) 

et  il  n'y  a  qu'à  écrire  que  le  produit  de  ces  deux  coefficients  angulaires  est  égal  à  —  1,  ce  qui  donne 

(am  -i-y  —  mxy  -t-  [a  —  a(j/  —  mx)][a  —  ^{y  —  mx)]  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  m,  donc  il  y  a  deux  droites  qui  passent  par  un  point  quel- 
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conque  du  plan  (x,  y).  Cola  prouve  que  l'enveloppe  de  ces  droites  est  de  seconde  classe,  et,  par  suite, 
que  l'enveloppe  est  une  conique.  Pour  exprimer  que  le  point  (a-,  i/)  est  sur  celte  conique,  il  suffit 
d'écrire  que  les  deux  tangentes  sont  confondues,  c'est-à-dire  que  l'équation  en  m  a  une  racine  double. 
Ce  calcul  donne 

[2a;j/(l  +  ap)  —  2ai/  —  a{a  -+-  '^)xf  —  À[x\[  +  <J)  —  2ax  +  a'][if{i  -h  a^) -  a(a  -h  ?)y^a']  =  0, 
ou,  toutes  réductions  faites, 

[2y  —  (oc  -+-  P)a-]-  —  4(1-1-  a^)(.r-  +  y"-)  -+-  Sax  +  4ay(a  -H  ^)  -  ia"-  =  0. 
Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

[2y  -  (a  -4-  ?>)xY  -t  [2a;  +  (a  -+-  ^)yf  -  4(1  -^  ap)(x2  +  2/2)  =  [2x  -f  (a  -f-  ?)v  -  2a]^ 
ou  enûn 

(1)  (a  -  m^'  -^  y-)  -  [2x  +  (a  -1-  p)y  -  2ap  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  de  suite  que  l'enveloppe  est  une  conique  ayant  l'origine  pour  foyer 
et  pour  directrice  une  droite  passant  au  point  d'abscisse  a,  au  point  0';  cette  droite  est  la  conjuguée 
harmonique  de  Ox,  c'est-à-dire  de  00',  par  rapport  aux  droites  .1  et  A'.  Si  l'on  remplace  x  —  a 
par    —  aj/     ou  par    —  JÎ!/     dans  la  fonction  linéaire 

2a:-t-(a-4-fS)y  — 2a, 

l'équation  se  réduit  à  x-  ;  cela  montre  que  la  conique  (1)  est  tangente  aux  droites  A  et  ^'  aux  points 
où  elles  percent  l'axe  des  y. 

2.  Pour  traiter  la  deuxième  partie,  pour  avoir  le  lieu  du  milieu  1  de  la  portion  de  droite  mobile 
comprise  entre  ^^  et  A',  nous  adjoindrons  à  l'équation  de  celte  droite  le  diamètre  conjugué  de  sa 
direction  par  rapport  au  couple   (A,  X).  Or  ce  couple  a  pour  équation  quadratique 

AA'  ^  [x  —  a  -H  ay)(x  —  a  -H  ^i/)  =  0, 
et  le  diamètre  conjugué  de  la  direction     y  =  mx    a  pour  équation 

A  4-  A'  -1-  ?)i(aA'  -h  Pa)  =  0. 

D'autre  part,  la  droite  variable  que  nous  avions  représentée  par 

Y  —  ?nX  =  y  —  mx, 

peut  se  représenter  plus  simplement  par 

Y  —  wjX  =  p, 

en  posant  P  ^  y  —  w'^- 

La  relation  trouvée  entre  m  et  p  est  alors 

(am  -4-  pY  +  {a  —  cip){a  —  ^p)  =  0, 

et  nous  avons  à  éliminer  m  et  p  entre  les  trois  équations 

A  -f-  a'  -I-  ??î(ctA'  +  f  a)  =  0, 
y  =  mx  +  p, 
(am-i-py-h  (a  —  ap}{a  —  ^p)  —  0. 
L'élimination  est  immédiate  :  la  première  donne    m,   la  seconde  donne  p   et  la  troisième  donne 
alors  l'équation  du  lieu. 

Cette  équation  se  décompose  en    aa'  =  0,     qui  représente  les  deux  droites  fixes  a  et  a'  et  en 
4(afl  -t-  1)aA'  -h  2n(a  -  p)(?A  -  aA')  -  a^a—p^  =  0, 
qui  représente  une  hyperbole  ayant  ses  deux  asymptotes  parallèles  aux  droites  a  et  a'. 

C'est  cette  hyperbole  qui  est  le  vrai  lieu;  le  premier  lieu  est  un  lieu  exceptionnel  qui  correspond 
au  cas  où  la  droite  mobile  vient  se  placer  soit  sur  a,   soit  sur  a'. 
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La  solution  géométrique  de  cette  dernière  question  est  évidente.  En  elTet,  soient  P  et  P'  les  points 
de  rencontre  de  la  tangente  il  la  première  conique  avec  les  droites  a  et  i';  les  deux  points  P  et  P' décri- 
vent sur  ces  droites  deux  divisions  homographiques,  il  en  est  donc  de  même  des  milieux  M  et  M'  de 
O'P  et  O'P';  or  le  point  I,  milieu  de  PP',  est  à  l'intersection  des  parallèles  à  a'  et  à  a  menées  par  les 
points  M  et  M',  et,  comme  ces  deux  droites  décrivent  deux  faisceaux  homographiques,  le  lieu  de  ce 
point  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  a  et  à  A'.  Nous  aurons  les  asymptotes 
ellcs-mômes  en  cherchant  ce  ([ue  deviennent  les  points  M  et  M'  quand  l'un  d'eux  s'éloigne  à  l'inûni; 
il  n'y  a  pour  cela  qu'à  mener  les  tangentes  parallèles  à  a  et  à  a'  et  prendre  les  milieux  des  segments 
O'P,   et    O'P',  ainsi  obtenus. 

J.  HAAG,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 
Bonne  solution  gi5omi5trique  :  M.  R.  Bouvaist. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Unaulob  Lecium  ;  11.  Javelot,  :i  Givet;  Mictiul  Co.vstanuaki. 
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ÉGULE  DES  MINES  DE  SAlNT-ÉTlENNE  (1903). 


I.  —  Algèbre. 


145.  —  Limite  de    cos'"  —    pour  m  infini. 

m 

,  .   ,  ,  Sx-  —  ix  +  :> 

146.  —  Dérivées  successives  de 


{x-^)[x-■2^{x-3) 

147.  —  Discuter  les  équations  : 

{a  —  Xa')x'-h(b  —  '>.b')x  +  c  —  Xc'  —  0,  x^-hx^  —  ix^  —  x'  —  [=0,  x' —  ôx'  —  lx -+■  i  —  0, 

X' +  (2>,  +  l)x' —  ic  +  2(1  =  0,  x"  +  (>>-t- Il -(-2)a;'+ li— 1  =  0,  i;' -t- 3),a;  +  2(i  =  0, 

x"  —  [ix'  —  (>>  —  l]x  —  1  =:  0,  Ttx'  +  a;  +  ^2  =:  0. 

148.  —  Calculer    i; pour  l'cquation    x'+2x' —  x'-{-2x  —  l  i^  0. 

c 

149.  —  Exprimer  que  les  équations    ax' +  bx' +  ex  +  d  =  0,    mx' -h nx  +  p  =  0    ont  une  racine  commune. 

150.  —  On  donne  l'équation    x' —  x«  —  IOx»-|- lia:' +  llx' —  25a;=  — Sx  +  12  ==  0,    résoudre  cette    équation  sachant 
qu'elle  admet  trois  racines  doubles  dont  l'une  est  racine  de  l'équation    x'-hx  — 2  =  0. 

II.  —  Géométrie  analytique. 

151.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  é(iuations  : 

x'  _  y»  -(-  ix»  —  ij  —  0,  x^  -i-x'  —  ix'y  —  X-  —  y'  —  0,  i/  =: 


xHx  —  l) 

{x-i-y)[x'-hy')-hx'  —  2xy--hy'  +  iy--ixy  +  x  —  0,  »/=:M+i.r,        y  =  x^% 

{x  —  y)'{x^  +  y')-h{x--^y'-](x—y\  —  x'  —  x  —  0,  y(j;+ y][x- —  y'-)  + (x-i-y){x'-hy'-)  -h  3x'-h2xy+x  —  0, 

(X -h  y){x' H- y") -h  X'  —2xy'  H- y' +  (X  +  !/)»  =  O,  {x~y\^x'-+  (x  —  yY-{x--hy'-]-hx^  —  y  =  0; 

x~ 

y  :=:  a'~^      (lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée)  ;    e""  =  (cos  x)  '^'   (lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
mener  à  cette  courbe  deux  tangentes  rectangulaires)  ; 

x=(x  —  y)'  -\-  2x-y  —  2x''  —  ix---2y'-  +  lxy-h6x  —  y  =  0,  !/  =  (cos  i)  -^ , 

X*  —  x'y  —  [y  —  i)x  —  l  —  0    (lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  Ox)  ; 


('  = 


(  '     ,        sint  I  t  —  2 

x-  — 


(t  — l)-(t+2)(t=  +  l)  \  f-  \  t  +  l 


(    ^  ~    (<  — l)(t-(-2)'  {  ^  ~    (2{  — 1)^'  (    ^  ■"    («  +  !)-(«  — 2)' 

1+cosu  cos  u  —  sin  u  1 — cos  2u 

p  —  -, r— '  p  =  ; : ;— '  ?  —  '  «i"  =  1  +  COS  u, 

1  +  COS  2u  COS  w  +  Sln  U)  =  '  u 


1  +  sin  ui  sin  u 


1  —  2  cos  w  ■  2tJ  —  3  COS  w  to 

cos  -— 


p'  sin-  u  +  ap^  cos-  u  —  afc-  =  0, 
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P^(sin  ui  —  cos  (o)  —  3p  cos  u  + 1  —  cos  u  =  0,  p'(sin  m  —  cosw)  —  p  sin  u  +  1  —  cos  w  =  0, 

P^  cos  M  —  3p  sin  w  —  .'j  ^  0,  p'  sin  w  —  3p'-  cos  u  +  1  =  0,  p'w-  —  Sou  +  sin  —  =  0 . 

152.  —  Ëquation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  triangle.  —  Paraboles.  —  Hyperboles  équilatères. 

153.  —  Lieu  des  points  qui  divisent  en  moyenne  et  e.\trème  raison  les  cordes  parallèles  d'une  conique. 

154.  —  Équation  générale  des  coniques  qui  ont  un  cercle  principal  donné. 

155.  —  Équation  générale  des  coniques  de  grandeur  constante  qui  sont  -vues  de  l'origine  sous  un  angle  droit. 

156.  —  On  considère  toutes  les  coniques  tangentes  à  0,v  en  un  point  B  et  passant  par  un  point  A  de  O.r,  et  telles  que 
le  diamètre  conjugué  de  Ox  ait  une  direction  donnée  vi.  i°  Equation  généiale.  2"  Lieu  de  linlerseclion  de  la  tangente  en  A 
avec  le  diamètre  conjugué  de  Oj/.  3°  Lieu  des  pôles  de  Ox.  4°  Hyperboles  équilatères  du  faisceau.  Lieu  de  leurs  centres 
quand  m  varie. 

157.  —  Etant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  mène  par  le  point  S  dans  la  face  SBC  une  droite  D  perpendiculaire  à  SA, 
puis  les  droites  analogues  D'  et  IV  dans  les  plans  SC.V  et  SAlî.  Démontrer  que  les  droites  D,  D',  D"  sont  dans  un  même  plan. 

158.  — Etudier  les  suifaces  définies  par  les  équations  : 

X-  —  3î/2  —  6yz  +  2zx  —  îixy  —  4x  +  2;/  —  2;  +  >>  =  0  (plans  cycliques), 

y{y  +  z)  —  X  —  y — :  +  1  =  0  (génératrices,  axes,  sommets), 

xy  —  z^—  laz  =  0  (génératrices), 

3x2  _(_  y2  _|.  ;î  _  2y;  -f-  izx  —  ixy  —  3x  —  z  —  i  =  0, 

2(3x+  3z  —  'i)-  —  (i[z  —  y-\-i)-+(6y  +  2)'--i-X-  1=0, 

x'  —  y2-+-2z^  —  2;/;  —  4a;:  +  2a:  —  4«/  —  1  =  0  {équation  réduite), 

x-  —  3»/^  —  6i/î  +  2zx  —  Sxy  —  ix  +  2y  —  2z  -h  "K  =  0, 

2x'  +  2if  +  z'  —  2yz  +  42a;  —  ixy  —  3x  —  z  —  0, 

x'  —  5y-  +  ixy  —  2yz  -t-  43  —  1  =  0,  (directions  principales), 

ay{y  +  z)  +bx{x-i-  z)  -\-  exy  —  1, 

2x-  +  2f/'  +  [l  +  l)z''  —  iyz  +  îy  +  i[\  —  2]z  +  4>.  -  !i  =  0. 

159.  —  Étant  donnée  l'équation 

a'2  _(-  2/2  _  52  +  2uzx  +  2vyz  —  2ax  —  2hy  +  2c:  =  0, 
où  a,  b,  c  sont  fixes  et  «,  i'  variables,  lieu  des  centres  des  quadriques  définies  par  celte  équation.  Ce  lieu  est  une  quadrique 
dont  on  demande  de  trouver  les  axes. 

160.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

161.  —  Ëquation  générale  des  quadriques  de  révolution  passant  par  une  conique  donnée.  Cônes  et  paraboloïdes  de 
l'ensemble. 

162.  —  Lieu  des  points  d'un  paraboloide  hyperbolique  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 
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1309.  —  Un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  fixe  du  plan  des  xo  pu.'se  par  un  cercle  de  rayon  cons- 
tant du  plan  des  xy,  dont  le  centre  décrit  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

On  demande  l'enveloppe  des  axes  et  le  lieu  des  sommets  de  la  section  de  ce  cône  par  le  plan  des  yz. 
(Les  axes  sont  supposés  rectangulaires.  )  M.  0. 

1310.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.--,  Oy  et  un  point  fixe  A  (a,  b)  dans  leur  plan.  Un  point 
mobile  M  possède  une  accélération  constamment  dirigée  de  M  vers  A  et  dont  la  valeur  est  y  =  —  A^AM 
{k  étant  une  constante). 

La  position  initiale  du  mobile  est  l'origine  et  sa  vitesse  initiale  fait  un  angle  a  avec  Oa;. 

10  Former  les  équations  du  mouvement  de  M,  indiquer  quelle  sera  la  nature  de  la  trajectoire. 

2°  Le  point  A  étant  situé  sur  Oa;,  déterminer  l'angle  a  sous  lequel  on  doit  lancer  le  mobile  avec  la  vitesse 
t>„  pour  atteindre  un  point  donné  Mo  du  plan.  Séparer  les  régions  où  se  trouvent  les  points  M,,  que  l'on  peut 
atteindre. 

Examiner  le  cas  où  M„  est  situé  sur  l'axe  des  x. 

3°  A  étant  n'importe  où  dans  le  plan  et  la  vitesse  initiale  dirigée  suivant  Ot/,  déterminer  la  longueur  du 
diamètre  conjugué  de  OA  dans  la  trajectoire. 

4»  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  que  l'on  peut  atteindre  avec  une  valeur  r„  donnée  de  lavite.sse 
initiale,  de  telle  façon  que  la  vitesse  en  M  soit  parallèle  à  OA.  J.  Demeunv.nck. 

♦ 
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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES  TETRAEDRES  INSCRITS  A  UNE  QUADRIQUE  ET  GIRGONSCRiTS  A  UNE  AUTRE 

par  M.  G.  Fontené. 


1.  Dans  le  numéro  de  Juillet  1902  de  la  Rnvuc,  une  faulc  de  raisonnement  conduit  à  une  prétendue 
condition  d'invariance  pour  l'existence  de  tétraèdres  inscrits  à  une(|uadrique  et  circonscrits  à  une  autre  : 
de  ce  (|ue  deux  (iiiadri(|ues  sont,  l'une  circonscrite,  l'autre  inscrite  à  deux  tétraèdres  conjugués  par 
rapport  à  une  quadrique  1",  il  ne  résulte  pas  que  ces  deux  quadriques  sont  polaires  réciproques  par 
rapporta  r,  puisque  8  points  ne  déterminent  pas  une  quadrique.  La  question  de  savoir  s'il  y  a,  ou  non, 
une  condition  d'invariance  reste  donc  entière  ;  on  va  voir  qu'il  n'y  en  a  pas. 

2.  Lorsqu'un  point  (x,  ij,  z,  l)  et  un  plan  (m,  v,  u\  r)  sont  liés  par  une  relation 

V{x,  y,  z,  t,  u,  V,  w,  r)  =  0, 
on  dit  que  le  point  et  le  plan  appartiennent  à  un  co/uicre.  Le  degré  m   de  l'équation  par  rapport  à  x,   y 
z,  t   est  l'ordre  du  connexe,  le  degré   n   par  rapport  à   u,   «,  ir,   r   est  la  classe  du  connexe  ;  si  l'on  se 
donne  le  plan,  le  point  décrit  une  surface  d'ordre  m,  et,  si  l'on  se  donne  le  point,  le  plan  reste  tangent 
à  une  surface  de  classe  n .  On  peut  dire  alors  : 

Théohk.me.  —  K tant  données  deux  quadriques  S'  et  S,  si  l'on  considère  un  tétraèdre  variable  ABCD 
inscrit  à  S'  et  circonscrit  à  S,  l'ensemble  formé  par  le  point  1)  de  lu  quadrique  S'  et  par  le  plan  ABC 
tangent  à  la  quadrique  S  appartient  à  un  connexe  de  premier  ordre  et  de  première  classe.  Un  point  D  de 
laquadriijuc  S',  et  un  plan  d  tangent  d  la  quadrique  S  qui  salisfonlà  larelation  duconnexe,  donnenlune 
simple  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  S'  et  circonscrits  à  S. 

A  priori,  sauf  un  paradoxe  possible,  mais  qui  ne  se  présente  pas,  les  tétraèdres  ABCD  doivent 
dépendre  de  4  paramètres.  Soit  un  point  D  sur  la  quadrique  S',  soit  un  plan  d  tangent  à  la  quadrique  S; 
si  l'on  coupe  par  ce  plan  le  cône  de  sommet  D  circonscrit  à  S,  et  la  quadrique  S',  on  obtient  deux 
coniques  u,  i,  et  la  recherche  du  tétraèdre  ABCD  est  ramenée  à  celle  d'un  triangle  ABC  circonscrit  à 
la  première  de  ces  coniques  et  inscrit  à  la  seconde.  Sans  le  paradoxe  de  Poncelet,  on  aurait  donc  les 
deux  paramètres  du  point  D  et  les  deux  paramètres  du  plan  d  ;  à  cause  de  ce  paradoxe,  les  choses  se 
passent  autrement  :  le  point  D  étant  donné,  le  plan  d  n'est  pas  quelconque,  mais  on  retrouve  le  para- 
mètre perdu  par  le  fait  de  l'existence  d'une  infinité  de  triangles  ABC  pour  un  même  plan  d.  11  aurait  pu 
arriver  que  la  condition  d'invariance  relative  aux  deux  coniques  se  réduisît  à  une  condition  d'invariance 
relative  aux  deux  quadriques,  auquel  cas  les  tétraèdres  ABCD  auraient  dépendu  de  5  paramètres  ;  mais 
cela  n'arrive  pas. 
Voici  le  résultat  du  calcul.  Les  équations  des  deux  quadriques  étant 

(S)     ax^-^by^-h--  --^  0, 
(S')     a'x^-  4-  b'y-  -h  ■■■  -0, 

si  l'on  pose    —    =  a,     4"  =  P-  •  ■  ■  ^  ^^  condition  d'invariance  relative  aux  deux  coniques  i,  a'  aboutit 
a  b 

à  ceci  :  les  coordonnées  x,  y,  :,   t   du  sommet   D,   et  les  coordonnées  u,    v,  w,   r  du  plan  de  la  face 
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opposée  ABC,  sont  liées  parla  relation 

(1)  A2ua;-+-4BSsua:-8Sa2M.r  =  0, 

en  posant 

A  =  Sa^  —  âSa?,  B  =  la. 

Si  l'on  se  donne  le  point  D,  le  plan  ABC  doit  passer  par  un  certain  point  D'  ;  en  menant  par  ce 
point  un  plan  langent  à  la  quadrique  S,  on  aura  deux  coniques  a  et  a'  donnant  une  infinité  de  triangles  ABC. 

Lorsque  les  quadriques  sont  deux  sphères  concentriques,  l'équation  du  connexe  est 

ux  ■+-  v>i  -+-  irz  4-3  =  0, 
de  sorte  que  le  centre  0  est  au  quart  de  chacun  des  segments  A'A,  B'B,  G'C,  D'D  :  c'est  donc  le  centre  G 
des  moyennes  distances  des  sommets  du  tétraèdre.  Alors  le  tétraèdre  a  ses  hauteurs  égales,  ses  quatre 
faces  sont  équivalentes,  ses  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux  :  de  tels  tétraèdres  sont  bien  connus, 
et  leurs  propriétés  sont  faciles  à  établir  géométriquement.  (Relativement  à  la  flxité  du  point  G,  je 
rappelle  que  M.  G.  Humbert  a  indiqué  les  conditions  dans  lesquelles  le  centre  des  moyennes  distances 
des  sommets  d'un  polygone  de  Ponceletest  un  point  fixe  :  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France, 
t.  XXVII,  p.  71.) 

3.  La  relation  (1)  devient  illusoire,  si  l'on  a  par  exemple  ?  =  y-  o  —  ol,  c'est-à-dire  si  les  deux 
quadriques  ont  quatre  génératrices  communes:  Irs  tétraèdres  ABCD  dépendent  alors  de  cinq  paramètres  au 
lieu  de  quatre.  J'avais  signalé  ce  fait  dans  les  Nouvelles  Annales,  1899,  p.  67,  et  j'en  avais  déduit  l'exis- 
tence du  point  D'  dans  le  cas  général. 

4.  J'ai  donné  au  même  endroit  ce  théorème  ; 

Pour  que  deux  quadriques  {]  et  Y  admettent  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  leur  soient  tangentes,  il  faut 
que  les  racines  du  discriminant  de  la  forme     XU  -h  V    vérifient  la  relation 

l(ev/>:.s'v/V)  =  0; 
il  existe  alors  une  infinité  de  tétraèdres  répondant  à  la  question. 

On  peut  appliquer  ici  la  méthode  de  Duporcq  (Revue,  endroit  cité).  Les  tétraèdres  considérés  doi- 
vent en  effet  être  conjugués  par  rapport  à  l'une  des  8  quadriques  relativement  auxquelles  U  et  V  sont 
polaires  réciproques,  et  la  condition  ci-dessus  résulte  alors  de  la  condition  *  =  0  (Salmon,  p.  253) 
appliquée  à  cette  quadrique  et  l'une  des  quadriques  U  et  V. 

5.  Sur  des  hexaèdres  et  des  octaèdres  de  Poncelet,  on  peut  consulter  les  Nouvelles  Annales,  1899, 
p.  72  et  1903,  p.  381. 

♦ 
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Mathématiques  spéciales. 

1246.  —  On  considère  une  droite  fixe  A  et  deux  droites  fixes  B  et  B'  qui  rencontrinit  A  mais  qui  ne 
sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

On  sait  que  si  on  considère  une  surface  du  second  ordre  S  qui  passe  par  les  ti'ois  droites  A,  B  et  B', 
son  centre  C  est  situé  dans  le  plan  P  parallèle  aux  deux  droites  B  et  B'  et  équidistant  de  ces  deux  droites, 

{'' Lorsque  le  centre  C  décrit  une  droite  dans  le  plan  P,  la  surface  S  passe  par  une  quatrième  droite 
fixe  s'appuyant  sur  B  et  B'. 

2°  Lorsque  le  point  C  décrit,  dans  le  plan  P,  une  courbe  (r)  déclasse  m,  la  surface  S  enveloppe  une 
surf  ICC  réglée  :î.  d'ordre 'im  et,  par  chacune  des  trois  droites  A,  B,etB',  il  passe  m  nappes  de  cette  surface  I,. 

Montrer  que  la  surface    ^    peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s' ap- 
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puyniil  sur  les  deux  droites  B  et  B'  et  en  l'estant  tangente  à  un  cijUndre  de  classe  vi  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  A.   Trouver  l'équation  de  ce  cylindre. 

3°  Dans  le  cas  particulier  oii  la  courbe  (1")  est  une  conique,  la  surface  S  est  du  quatrième  ordre  et  admet 
la  droite  A  comme  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface  en  dehors  de  A,  suivant  une  conique  ;  trouver  le  lieu 
du  centre  de  cette  conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  la  conique  (V)  est  tangente  soit  au  plan  déterminé  par 
les  droites  A    et   B,  soit  au  plan  déterminé  par  A  et    B',  soit  à  ces  deux  plans  à  la  fois  ? 

l'reuons  [>ouraxedes  :  ladioite  A,  pour  plan  dos  xg  le  plan  P,  pour  axes  des  x  etdes  y  desparal- 
lèles à  B  et  B'.  Los  é(iualioiis  do  ces  dioiles  sont  alors  de  la  forme 

L'équation  f;énérale  des  quadriques  contenant  l'axe  des  :  est 

A.r2  -4-  k'if  H-  2B»/s  +  i2B':a;  +  2B"xi/  -v-  2Ga-  +  2C'//  =  0  ; 
Pour     y  —  Q,     nous  avons 

x{\x  +  2B':  +  2C)  =  0, 

ce  qui  donne  d'abord  a;  =  0  correspondant  à  l'axe  des  z,  puis  la  droite  Ax-i-  2B';  -I-2C  =  0.  Pour 
que  cette  droite  coïucide  avec  B,  il  faut  qu'on  ait    A  =  0,     Ca  —  —  B'A. 

Do  mémo  pour  que  la  quadriiiue  contienne  la  droite  B',  on  doit  avoir  A'  =  0,  G'  =:  BA,  et  il  en 
résulte  que  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  A,  B,  B'  est 

.  Bi/:  +  B':x4-  B"xi/  —  B'Ax-t-  BAj/  =  0. 
Le  centre  de  cette  quadrique  est  défini  par  les  équations 

B':  +  B"i/  —  B7/  =  0, 
B;  ■+-  h"x  +  B/i  =  0, 
By  +■  B'x  =  0  ; 
nous  en  tirons  aisément 

B/(  B7/ 

Désignons  par  j,   '^  les  coordonnées  du  centre  dans  le  plan  des  xg,  nous  avons 

'  ~        B   '  "^  ~    B"  ' 

d'où 

B  =  -^,      «■  =  ?:. 

h  h 

Remplaçons  B  et  B'  par  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  quadrique,  et  divisons  par  B",  nous  obtenons 

(S)  —  ^gz  +  [i:.c  -+-  hxg  —  h'^x  —  Ifxg  —  0. 

Telle  est  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  A,  B  et  B'. 

1.  Supposons  que  le  centre  (a,  p)  décrive  une  droite  dans  le  plan  des  xg,     ux -\- vg -\- w  =  Q  ;     nous 

,                                 «p  4- 10 
avons      t(a  +  l'S  +  (Il  =  0,      d'où  Ion  tire     a= »     et  en  remplaçant  a   par  cette  valeur  dans 

l'équation  de  la  quadrique,  on  a 

yz  -\-  pzx  ■+-  lixy  —  h  px  -|-  /( 2/  =  0. 

Quel  que  soit  ^,  celte  surface  passe  par  l'intersection  des  deux  quadriques 

\   ~y{z  +  ln  +  x{Z~h)  =  0, 

(1)  '  " 

w 

—  g{z-i'h)-\-lixg  =  0. 


§34 
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Multiplions  ces  équations  respectivement  par  w  et    —  v,    puis  ajoutons,  nous  avons 

icx[z  —  h)—  vhxy  =  0, 
ce  qui  montre  que  le  système  (1)  est  équivalent  au  suivant 

y[u'{z  -+-  h)  -H  liux]  =  0, 

x[iv{z  —  h)  —  hvy]  =  0. 

Ces  deux  équations  représentent  deux  ensembles  de  plans  qui  se  coupent  suivant  quatre  droites 


et 


X  =^0, 


B 


y-0, 


D 


w{z  ■ 


■Il  =  0, 


B' 


=  0, 

h  =  0. 


(2) 


//)  +hux  —  0, 
(    iv(z—  lt)—hry  =  0. 

Oïl  voit  ainsi  que  lorsque  le  centre  de  la  surface  (S)  décrit  une  droite  dans  le  plan  des  xy,  cette 
surface  passe  par  une  quatrième  droite  fixe,  la  droite  U  qui  rencontre  B  et  B'. 

2.  Considérons  deux  points  G  et  C  voisins  sur  la  courbe  (1"),  et  soient  S  et  S'  les  quadriques 
correspondantes,  qui  ont  pourcentres  les  points  G  et  G'.  Ces  deux  quadriques  ont  en  commun  les  droites 
A,  B,  B'  et  la  droite  D  définie  par  les  équations 

/(•(:+  /()+  hux  —  0, 
!('|,:  —  h)  —  hvy  =  0, 

en  désignant  par     u.r -i- ui/ +  m' =  0     l'équation  de  la  droite  CC. 

Supposons  que  C  se  rapproche  indéfiniment  du  point  C,  S'  se  rapproche  indéfiniment  de  S,  et  la 
droite  D  a  pour  limite  une  droite  A  qui  est  la  caractéristique  de  la  surface  S.  D'autre  part,  la  droite 
CC  a  pour  limite  la  tangente  au  point  C  à  la  courbe  (T).  On  peut  donc  dire  que  la  droite  A  est  définie 
par  les  équations  (2),  dans  lesquelles  u,  v,  w  sont  les  coeliicienls  de  la  tangente  au  point  G  à  la 
courbe  (r). 

Cela  posé,  soit 

(3)  F(h,  u,  «0  =  0 

l'équation  tangentielle  de  (r),  le  premier  membre  étant  homogène  et  de  degré  m  par  rapport  à 
M,  1%  w  ;  nous  aurons  le  lieu  de  la  droite  A,  c'est-à-dire  l'enveloppe  de  la  surface  S  en  éliminant 
u,  V,  w  entre  les  équations  (2)  et  (3).  Les  équations  (2)  peuvent  s'écrire 

—  y{z+h)         x{z  —  h)         hxy  ' 
et  comme  l'équation  (3)  est  homogène,  le  résultat  de  l'élimination  est 
(S)  V[-y{z^h),x(z-li),hxy]=0. 

Cette  équation  représente  une  surface  S  de  degré  2m  passant  par  les  droites  A,  B,  B'. 
Coupons  cette  surface  par  un  plan  passant  par  A,    y  —  ),a;  =  0  ;     l'intersection  est  définie  par  les 

deux  équations 

y  -  Kv  =  0,  ¥  -^x{z+h),  x{z-h),  hlx-^  =  0, 

OU  y  —  \x  =  0,  j."'F[-X(:  -+-  h),  z  —  h,  làx]  =  0. 

Celte  intersection  se  compose  de  m  fois  l'axe  des  ;  et  d'une  courbe  du  m"  degré.  Il  en  résulte  que 
la  droite  A  est  une  génératrice  multiple  d'ordre  m  de  la  surface  S. 

De  même,  un  plan  passant  par  B,     z—h=  \i.x,     coupe  la  surface   i;  suivant  la  courbe  qui  est 
définie  par  les  équations 

z-h  =  ,ay,  F[-»/(:  +  /<),  -  \>-iy,  hxy]  =  0, 

ou  z  —  h  =  iiy,  !/"'F[-  {z  +  h),  -  ij.x,    hx]  =  0, 

ce  qui  montre  que  la  droite  B  est  une  génératrice  multiple  d'ordre  m  de  i:.  Même  démonstration  pour 
la  droite  B'. 


I 
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D'après  ce  qui  précède,  on  peut  considérer  la  surface  -  comme  engendrée  par  la  droile  A  (jui  ren- 
contre B  et  B'.   La  projection  S  de  celte  droile  sur  le  plan  des  a-y  est     iix-{-i''j  -h-n'  —  0,     ou 

(o)  uj-^v^-^,r:=Ù; 

cette  droite  est  homothétiqiie  de  la  tangente  en  G  à  la  courbe  (r)  par  rapport  à  l'origine  dans  le 
rap|)ort  2.  l'ar  suite,  la  droite  o  enveloppe  la  courbe  (1")  liomothétique  de  (r)  par  rapport  à  l'origine, 
le  rapport  d'honiotliélie  étant  égal  à  2. 

Il  en  résulte  que  la  droite  A  est  tangente  au  cylindre  qui  a  pour  directrice  (r')  et  dont  les  généra- 
trices sont  paralltiles  à  A. 

L'équation  ponctuelle  de  ce  cylindre  se  déduit  do  l'équalion  ponctuelle  de  la  courbe  (r)  en  y  rem  • 

plaçant  x  par     —    et  y  par   -^  • 

3.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  (r)  soit  une  conique  ayant  pour  équation  tangentielle 

nu-    I-  2huv  ■+-  cv-  -+-  tduir  -\-  Irvir  -+-  fir-  —  0. 

La  surface  ï  est  alors  du  quatrième  degré,  son  équation  est 

a]i\z  +  hy-—  '2bxy(z'-  —  A')  -t-  cx\z  —  hy  —  'idhxy%z  •+  h)  +  ^ehxh/iz  —  h)  +  fli'x'y'  =  0. 

Coupons  cette  surface  par  un  plan  passant  par  A,     y  =  mx.      Remplaçons  dans  l'équation  de  la 

surface  y  par  mx,  divisons  par  x",  il  nous  reste  l'équalion  de  la  projection  de  la  conique  intersection 

sur  le  plan  des  xz  : 

(nn-(z  -+-  /()-  -  2//»i(:-  —  h^)  +  c{z  —  h)-  —  2dkne-x{z  -+-  h)  +  1ehmx{z  —  h)  +  fh-m'-x-  -  0, 
ou 

fli-m\v^  +  {am-  -  'ibm  -+-  c]z-  -+-  lhmzx{—  dm  +  e)  —  1h'^vnx{dm  +  e)  -h  Viziam"-—  c)  -+-  li\am-+  Ibm  -(-  c)  =  0. 

Comme  le  centre  d'une  conique  se  projette  au  centre  de  la  conique  projection,  le  centre  de  la 

conique  considérée  est  déterminé  par  les  équations 

1/  =  mx, 

fli'-iii-x  +  hm{—  dm  +  e)z  —  h-m{dm  -h  e)  =  0, 

hmx{—  dm-he)-{-  {mn-  —  "ibm  +  c)z  +  /«(a»t-  —  c)  =  0. 

Résolvons  les  doux  dernières  par  rapport  à  x  et  s,  nous  avons 

X _  ; _  1 

2[(ae-6rf)m  +  crf  — 6eJ    ~  !{({¥- af)m'^  —  e- +  cf]    ~  {af  —  d')m^-  —  'i{b/-  ed]m-\- cf —ë-  ' 

ou,  en  introduisant  les  coefficients  de  l'équation  ponctuelle  de  la  conique   (r), 

X  z  1 

—  2(E»i  +  D)    ^    h{—  Cm2  -f-  A)   ~    C»n-  +  2B»(  +  A   ' 

on  tire  de  là  les  valeurs  de  x  et  de  :,  et  on  en  déduit  celle  de  y  au  moyen  de  l'équation    y  =  mx. 

Le  centre  de  la  conique  a  donc  pour  coordonnées 

-2(Em-+-D) 
X  = 


Cm 

'■  -+-  2B»!  -+-  A 

— 

2i(((Em-l-l)) 

C»i 

-  +  2Bm  H-  A 

h{- 

-  Gm-2  -+-  A) 

Cm'--i-2Bm  +  A 

Ce  point  décrit  une  conique  qui  est  de  même  nature  que  la  conique   (r).   On  voit  en  particulier  que 
la  projection  de  cette  conique  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

Ai'2  +  2Ba:;/  -i-  Cy'-  +  2Dj;  +  2Er/  =  0, 
cette  courbe  est  homothéfique  et  concentrique  à  la  conique  (T). 

Si  la  conique  (r)  est  tangente  au  plan  AB,  c'est-à-dire  au   plan    nOx,    elle  est  tangenle  à  0.r,  le 
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coefficient  c  est  nul.  Alors,  dans  l'équation  de  s,  y  est  en  facteur,  Cette  surface  se  décompose  en  le 
plan  des  :.r  et  en  une  surface  du  troisième  degré 

a]](z  +  hf—tbx[-J  -  h})  —  ■■2dxy{z  -+-  h)  -h  ^ehxHz  -  h)  -+-  fh-x^-y  =  0. 

Cette  surface  passe  par  les  trois  droites  A,  B,  B',  seulement  A  et  B  sont  des  droites  simples  et 
B'  une  droite  double. 

Si  la  conique  (r)  est  tangente  au  plan  AB'  c'est-à-dire  à  Oî/,  la  surface  se  décompose  en  le  plan 
des  yz  et  en  une  surface  du  troisième  degré  qui  admet  A  et  B'  comme  droites  simples  et  B  comme 
droite  double. 

Enfin  si  la  conique  (r)  est  tangente  aux  deux  plans  AB  et  AB',  c'est-à-dire  aux  axes  Ox  et  Oi/, 
a  et  (■   sont  nuls  tous  les  deux,  la  surface  s  se  décompose  en  deux  plans     a;  =  0,     y  =  0    et  en  une 

quadrique 

-  2i(;'-  -  A'-)  -  Uhylz  +  h)  +'iehx(z  -  h)  ■+-  fh'-xy  =  0. 

Celte  quadrique  passe  par  les  droites  B  et  B',   mais  elle  ne  contient  pas  A. 

Dans  ces  trois  cas  particuliers,  le  lieu  du  centre  de  la  conique  section  par  un  plan  passant  par  A  est 
toujours  une  conique. 


Solution  géométrique.  —  1.  Les  plans  menés  par  B  et  B'  parallèlement  au  plan  P  sont  deux  plans 
tangents  purallèles  à  la  quadrique  S  ;  le  centre  C  de  cette  quadrique  est  donc  dans  le  plan  P.  Supposons  que  le 
point  C  décrive  une  droite  T  du  plan  P. 

Considérons  le  plan  parallèle  à  T  et  passant  par  A  ;  il  est  tangent  à  S.  Il  en  est  de  même  du  plan  symé- 
trique par  rapport  à  T,  car  la  symétrie  a  lieu  en  même  temps  par  rapport  à  tout  point  C  de  la  droite  T.  Ce 
dernier  plan  roiipe  donc  S  suivant  deux  génératrices.  Mais  la  génératrice  de  même  système  que  A  doitrencon- 
trer  B  et  B'.  Or,  il  n'y  a  qii'ime  droite  A  apparlenant  au  plan  considéré  et  s'appuyant  sur  B  et  B'.  Celte  droite 

fixe  A  appartient  donc  à  toutes  les  surfaces  S  dont  le  centre  est  sur  T.  Pour 
la  construire,  on  mène  la  droite  3  homolhétique  de  T  par  rapport  au 
point  0  dans  le  rapport  2,  par  les  points  où  3  rencontrent  Ox  et  Oi/  on 
mène  des  parallèles  à  0;  qui  rencontrent  B  et  B'  aux  points  b  et  b',  et  il 
n'y  a  plus  qu'à  joindre  bb'  pour  obtenir  la  droite  A. 

2.  Supposons  maintenant  que  le  point  C  décrive  une  courbe  (T)  de 
classe  m,  et  soient  C  et  C  deux  points  voisins  de  cette  courbe.  Les  quadri- 
ques  S  et  S'  correspondantes  se  coupent  suivant  une  quatrième  généra- 
trice D  qui  se  déduit  de  la  droite  CC  comme  A  se  déduit  de  T.  Si  C  se 
rapprocbe  indéfiniment  de  C,  CC  a  pour  limite  la  tangente  T  au  point  C  à 
la  courbe  (D,  et  la  génératrice  D  a  pour  limite  la  caractéristique  A  de  la 
surface  S. 

L'enveloppe  1  de  S  est  donc  le  lieu  des  droites  A  déduites  des  tangentes 
à  (r)  comme  il  a  été  indiqué  plus  baut. 

La  projection  3  de  A  sur  le  plan  P  (les  projetantes  (Hant  parallèles  à  A)  enveloppe  une  courbe  (T')  homo- 
thétique  de  r  par  rapport  au  point  0,  le  rapport  d'homotbétie  étant  égal  à  2.  Donc  la  droite  A  est  tangente  à 
un  cylindre  ayant  pour  directrice  (r')  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A. 

Par  suite,  la  surface  S  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droile  qui  se  meut  en  s'appuyant 
sur  les  deux  droites  B  et  B'  et  en  restant  tangente  k  un  cylindre  de  classe  »i. 

Pour  déterminer  le  degré  de  cette  surface,  cherchons  combien  il  y  a  de  points  sur  une  droite  quelconque  H, 
c'est-à-dire  combien  il  y  a  de  droites  A  rencontrant  H.  Toutes  les  droites  qui  rencontrent  B,  B'  et  H  forment 
un  hyperboloïde  dont  le  contour  apparent  sur  le  plan  P  parallèlement  à  A  est  une  conique  (y).  Les  droites  a  qui 
rencontrent  B,  B',  H  se  projettent  suivant  des  tangentes  communes  k  la  conique  (•;)  et  à  la  courbe  (T).  Le 
nombre  de  ces  tangentes  est  égal  à  2»",  puisque  (f)  comme  (r)  est  de  classe  m.  Il  existe  donc  2»;  droites  a 
rencontrant  H,  la  surface  i;  est  de  degré  2m. 

Puisque  la  droite  A  s'appuie  constamment  sur  B  et  B',  ces  droites  sont  situées  sur  la  surface  Z.  Il  en  est  de 
même  de  A  qui  est  une  position  particulière  de  A,  corre^;pondant  au  cas  où  la  tangente  3  à  (f')  passe  par  le 
point  0.  Comme  de  ce  point  on  peut  mener  m  tangentes  à  (i"),  on  voit  que  A  est  une  droite  multiple 
d'ordre  >«  de  la  surface. 

Cherchons  maintenant  l'ordre  de  nuiltiplicité  de  B.  Considérons  un  point  quelconque  M  de  B,  et  cherchons 
combien  il  existe  de  points  de  la  surface  sur  une  droite  H  passant  par  le  point  iM.  Toutes  les  droites  A  rencon- 
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trant  lî  et  H  sont  situées  dans  le  plan  RII,  cl  comme  elles  rencontrent  15',  elles  passent  par  la  trace  I  de  B' 
sur  le  plan  1511.  Les  projections  de  A  sur  le  plan  P  passent  alors  par  la  projection  du  point  l,  et  comme  elles 
sont  tangentes  à  (r'),  elles  sont  au  nombre  de  m.  Il  existe  donc  m  points  de  la  surface  sur  la  droite  H  qui 
passe  au  point  M.  Donc  le  point  M  est  un  point  multiple  d'onlre  m.  Par  suite,  la  droite  15  est  multiple  d'or- 
dre m.  Même  raisonnement  pour  la  droite  15'. 

3.  Si  la  courbe    (r)    est  une  conique,  la  surface   i;    est  du  quatrième  degré  et  admet  comme  droites  dou- 
bles A,  B,  B'. 

Tout  plan  II  passant  par  A  coupe  ï  suivant  la  droite  A  et  suivant  une  conique  Q.  Cherchons  le  lieu  du 
centre  «o  de  cette  conique.  Pour  cela  cherchons  d'abord  les  points  de  0  situés  sur  une  droite  d  du  plan  It 
parallèle  à  A.  Il  suffit  de  mener  par  d  des  plans  tangents  au  cylindre  qui  a  pour  directrice  (1"),  de  déterminer 
les  droites  A  situées  dans  ces  plans  et  de  preudn?  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  et  de  la  droite  d.  Si,  en 
particulier  d  est  l'une  des  génératrices  du  cylindre  situées  dans  le  plan  il,  les  deux  points  de  rencontre  de  d  et 
<le  la  conique  Q  sont  confondus.  Par  suite,  les  deux  génératrices  du  cylindre  situées  dans  le  plan  ii  sont  tangentes 
à  la  conique  (Q).  Le  centre  oj  se  trouve  donc  sur  la  droite  du  plan  n  parallèle  à  ces  deux  génératrices  etéqui- 
distante.  Or,  quand  II  tourne  autour  de  A,  la  droite  considérée  engendre  un  cylindre  (R)  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  A  et  ayant  poui-  base  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  (r)  pas.sant  par  le  point  0.  On  sait  que  ce 
lieu  est  une  conique  iiomotlicti(|ue  à  (r')  et  passant  par  l'origine. 
Le  lieu  du  centre  (o  se  trouve  donc  sur  le  cylindre  (15). 

Pour  avoir  une  deuxième  surface  contenant  ce  lieu,  on  peut  chercher  les  points  de  la  conique  (U)  qui  sont 
situés  sur  les  droites  intersections  du  plan  tc  et  des  plans  menés  par  B  et  B'  parallèlement  au  plan  P.  On 
obtient  ainsi  par  une  construction  simple  deux  cordes  parallèles  de  la  conique,  et  la  droite  qui  joint  leurs 
milieux  passe  par  le  point  m.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  droite  engendre  une  quadri(iue  (L)  passant  par  la 
droite  A  et  par  la  parallèle  à  A  menée  par  le  ixntre  de  (I"). 

La  quadri(iue  (L)  et  le  cylindre  B  ayant  deux  génératrices  communes  parallèles  à  A  se  coupent  suivant 
ime  conique  qui  est  le  lieu  du  centre  de  la  conique  (Q). 

Supposons  que  la  conique  (r)  .soit  tangente  à  Ox;  il  en  est  de  même  de  laconique  (r'). 
Cherchons  dans  cette  hypothèse  le  degré  de  la  surface  1,  c'est-à-dire  le  nombre  de  droites  A  qui  rencontrent 
une  droite  quelconque  H.  Toutes  les  droites  ijui  rencontrent  15,  B'  et  II  engendrent  un  hyperboloïde  dont  le 
contour  apparent  sur  le  i)Ian  .cO//  parallèlement  à  0;  est  une  conique  (y)  tangente  aux  axes  0.t  et  Oy.  Les 
droites  A  qui  rencontrent  B,  B'  et  II  se  projettent  suivant  les  tangentes  communes  aux  coniques  (f)  et  (y). 
Ces  deux  coniques  étant  tangentes  à  Oij  admettent  en  outre  trois  tangentes  communes,  donc  i:  est  du  troisième 
degré. 

Si  (r)  est  tangente  à  O.c  (-t  à  0;/,  i;  est  du  second  degré. 

J.  HAAG. 

Très  bonne  solution  analytique  et  géométr)(|ue  :  .M.  L.  Bickart. 

Bonnes  solutions  :  MM.  15.  Bocvaist  ;  .1.  D.  Uufaot,   professeur  il  l'école  primaire  supérieure  de  Poitiers  ;   .\.  Chatei.et, 
élève  au  lycée  de  Douai  ;  L.  BARnÉ. 
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1235.  —  Etant  donnés  h-ois  axes  de  coordonnées  reclangulaires  Ox,  0;/,  0:,  une  droite  \  et  un  point 
I  SM7-  cette  droite,  on  considère  deux  points  variables  de  la  droite,  M,,  M,,  équidistants  de  I,  que  l'on  pro- 
jette sur  les  axes  en  A,,  B,,  Ci  et  Ao,  B,,  C.>,  et  on  considrre  en  outre  un  plan  P  coupant  les  axes  aux 
points  A,  B,  C  tels  que 


OA,  OB,  OCo 

d  étant  une  constante  donnée. 

l"  Déterminer  l'ordre  el  la  classe  de  la  surface   s   enveloppe  des  plans   P,    et  trouver  les  traces  de  cette 
surface  sur  les  plans  de  coordonnées. 

2°  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes   (A,  I)   qui  conduisent  à  la  même  surface   !..   Trouver  le 
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Ueu  des  droites  A  passant  pnv  un  point  donné,  l'enveloppe  des  droites    A    qui  sont  contenues  dans  un  plan 
donné,  et.  à  chaque  fois,  le  lieu  des  points  I  correspondants. 

3°  Montrer  qu'à  un  plan  P  on  peut  associer  un  plan  P'  tel  que  les  six  points  A,  B,  C,  A',  B',  C  soient 
sur  une  même  sphère  S.  Lieu  des  centres  et  enveloppe  des  sphères  S.  Enveloppe  des  plans  de  contact  des 
sphères  S  avec  leur  enveloppe.  Lieu  des  droite.^  d'intersection  des  plans  P  et  V. 

1.  Au  lieu  du  point  I,  nous  nous  donnerons  deux  points    7/i,(a,,  6,,  c,),  m2(as,  b,,  ci),    positions  parti- 
culières des  points  M,,  Mo  sur  la  droite  A. 


M  m 
En  posant  '    '   = — )-,     les  coordonnées  des  points  M,,  M^  seront  respectivement 

Ml?)!» 

(  a,  -h  X«,  ( 

Xn  = 


Vi 


a,-^la^ 

1  +  À 

fi,  -+-  Ih-i 

1-hX 

c,  +  Xr-i 

«2  +  Xa, 

1+X 

b.2  -h  X6, 

1+X 

Ci-Jr'/C, 

et  l'équation  du  plan  P 


1 

■d=0, 


s  écrira 

1-+-Xa  1-hXè  1-hXc  ^       ^ 

X-+-r/  X  +  éX-vc 

a,  6,  c 

avec  —  =  a,  ~—  =  b,  — L  =  c. 

rt2  0,  C, 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  a  une  équation  du  troisième  degré  en  X.  Par  un  point  M{aî,  j/,  :) 
de  l'espace,  il  passe  donc  trois  plans  P,  et  l'enveloppe  des  plans  P  est  une  surface  développable  S  de 
la  troisième  classe. 

X|,  Xj,  X3  étant  les  trois  racines  de  l'équation  (1),  il  est  aisé  d'exprimer  en  fonction  de -ces  quantités  les 
coordonnées  du  point  M.  1!  suffit  d'identifier  le  premier  membre  de  (I)  k 


(2) 
(1)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 


/.■(X  — Xi)(X-X,)(X  — X3)  . 
(X  -t-  a)(X  +  h)(\  +  c) 


ax  -\-  bij  -h  cz  —  d  -h  "H  ~. —  0, 


I:  —  a.v  -i-  by  -Jr  cz   -  d. 
Puis,  décomposant  la  fraction  (2)  en  éléments  simples  par  le  procédé  connu,  on  trouve 

r('n(X, -^a)  _    4'ri(X,  M-fi)  _   c'n(X|  +  c) 


X  = 


où  l'on  a  posé 


F  -^  ^  F  F 

{b  —  c)d  (c  _  n)d  __,  _    (a  — j)c? 


1  —  a»  i~b'-  1  —  c^ 

\ 

et     F(X, ,  Xo,  X.0  =  -j^  aa'nil^  -\- a)  —  {h  —  c){c  —  a){a  —  fi) 

Lorsque  le  point  M;.r,  y,  :)  est  sur  la  surface  S,  deux  des  racines  deviennentégales  X,  =  X3,  et 
les  formules  précédentes  expriment  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  en  fonction  de 
deux  paramètres  X^,  h. 
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Pour  que  le  point  (a;,  y,  z)  reste  sur  un  plan  donné 

u.v  -f- 1)1/  +  irz  +  )•  =  0, 
il  faut  qu'on  ait 

va' / ,(  +  -^  Vx   +  a)(Xs  +  ay  -  r{b  —  n{c  —  a){a  —  6)  =  0. 

Si  l'on  transporte  clans  les  expressions  de  x,\j,z  la  valeur  de  X,  tirée  de  la  précédente  équation, 
on  arrive  à  des  formules  (jui  no  contiennent  plus  que  le  paramètre  À,,  et  qui  montrent  que  la  section 
par  le  plan  donné  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre.  C'est  donc  également  l'ordre  de  la 
surface  -. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan     :  =  0    est  l'enveloppe  des  droites 


1  +  Xa  1  +  Xi 


■^-t-   ,    .    ,,  y-rf  =  0. 


X  -t-  a  X  H-  /> 

C'est  une  conique  à  centre  dont  l'équation  tangentielle  s'obtient  immédiatement  en  éliminant  X 
entre  les  équations 

1    (X-i-rt)d«4-(l-f-Xa)r  =  0, 
(   (\^b)dv  +  [i^lb)r  =  0, 

—  d-uv  +kd(u  —  v)r  ■+-  r-  —  0, 

1  —ab 

ou  k  =  r—  • 

a  —  0 

Les  traces  sur  les  plans    x  —  Q,    j/  =  0    sont  de  même 

—  dhw  -t-  gd{v  —  w)r  -+-  r-  =  0, 

—  d^wu~hhd(u)  —  v)r  -i-  r*  —  0, 

1  —  bc  ,         1  —  ca 


avec 


On  a  d'ailleurs  identiquement 

(3)  cjh-^gl;  +  lil;-\-{  =0. 

2.  La  surface  ï  pouvant  être  considérée  comme  la  développable  circonscrite  à  deux  des  trois 
coniques  à  centre  que  l'on  vient  de  trouver  dépend  seulement  de  trois  paramètres,  par  exemple  d,  g, 
k,  k  liés  par  la  relation  (3). 

Or  les  équations 

hc  +  g{b  —  c)  —  i  =  0,  ca -t- /((c  —  a)  —  1  =  0,  ab -i- k(a  —  b)  —  ^  =  0, 

où  ij,  /i,  />•  sont  des  constantes,  comparées  aux  équations  tangentielles  des  coniques  précédentes,  font 
voir  que  si  a,  p,  y  sont  une  solution  de  ces  équations,  les  autres  s'en  déduisent  par  les  formules 

1  +  Xa                  ,           1  +Xp                            l+Xv 
a  — — .  h  =  — —  ,  c  =  -; ■ 

Si  l'on  astreint  la  droite  A  à  passer  par  un  point  fixe,  on  peut  supposer  que  ce  point  fixe  est  le 
point  M2(ns,  b.,  c^).  Le  lieu  du  point  Mi  est  alors  la  cubique  gauche 

l  +  Xa  ,1-+-^?  1-hXy 


a. 


y  =  i>i- 


X^a  '  ^  --   X  +  p    '  M-  +  Ï 

passant  par  Mo(X  =  1),  et  le  symétrique  de  ce  point  par  rapport  à  l'origine  0(X  =  —  1).  11  en 
résulte  évidemment  que  le  lieu  de  la  droite  a  est  un  cône  du  deuxième  ordre  ayant  pour  sommet  le  point 
M»,  et  passant  par  le  point  0.  On  a  d'ailleurs  facilement  son  équation  en  éliminant  X,  jx  entre  les  trois 

équations  de  la  forme 

X  =  X  — (ij  =  ji(a,  _  (îj), 
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ce  qui  donne 

X  aX  ^a  —  1)02 

Y  pY  {?'—V)h, 

Z  yZ  (  Y —  1  )C5 

Le  lieu  du  point  I  est  la  cubiiiue  gauche  homothétique  dans  le  rapport  -^  de  la  cubique  lieu  de 
M,.  Elle  passe  donc  par  Mj  et  0. 

Pour  avoir  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  droites  A  contenues  dans  un  plan 
("o>  ^i>  «'(,.  ''o)'  il  nous  faut  éliminer  a,,  6,,  c,,  a,,  b.,,  c.  entre  les  relations 

Mono  -+-  Valii  -H  iVaC,  --h  »•„  =  0,  »a,  -|-  ^6,  -+-  wc^  -j-r  =  0, 

Uo(ai  —  Oi)  -+-  v„{b,  —  bi)  -1-  i('„(ci  —  c^)  =  0,  «(a,  —  a,)  H =  0. 

On  peut  remplacer  les  deux  premières  par 

(î-oW  —  u^r)a.i  -h  (rot)  —  Vor)b,  -\-  {nw  —  Wor)Ci  =  0. 
Remplaçant  ai,  b,,  c,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  «2,  62,  c,  et  éliminant  a,,  b^,  c,  il  vient 

Toii  —  î(„r         j'ou  -  l'oc       r^it'  —  M^or 
(a  — l)u„         (è-lK        (c -!)«■„       =0, 
(a  — l)u  {b—l)v         (c~i)/r 

"„«'  —  "'ow  =  L,     etc., 


ou  en  posant    ?'oU  —  Mo'' 


■IL- 


■mM 


•Y 


hN  =  0. 


1  _  a  l  —  'fi  •■"■■'     ■      1  -  Y 

Comme  on  a     /L  +  ?nM-t-  nN  =  0,     le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est  divisible  par 

IL  inM  ?iN 


X  -i-  1,     et  il  reste 
(4) 


1  _  a         1  —  fi         1  —  Y 
L'enveloppe  est,  comme  on  voit,  toujours  une  parabole. 


0. 


Remarque.  —  L'équation  (4),  où  /,  m,  »,  L,  M,  N  sont  considérés  comme  les  coordonnées  plucké- 
riennes  de  la  droite,  est  l'équation  du  complexe  des  droites  A.  On  peut  également  écrire  cette  équation 

fy/L-4-  ItinU  -+-  knN  =  0. 
11  nous  faut  maintenant  trouver  le  lieu  des  points  I  correspondants. 

Les  coordonnées  de  ce  point  étant 

(X-Hl)(l+<x) 


tx  =  ai  -t-  a,  =  a,  ■ 


-5    etc., 


l'équation    uoa,  -+-  vj'i  -+-  u'oc-i  -+-  ni  =  0    devient 

Moaf(X  +  a)  )■„ 


ou 


Comme  on  a    UoX 
plan  donné  et  du  plan 


(X-1 
■  i'„;/  -+-  Wt, 


-      1 

l  +  cc   ■ 


(Xh-1)  =  0. 


>■(, 


—  j  -)-  Unx  -+-  î'oi/  -H  ii\z  +  ro  =  0. 


Cil  =  0,     on  voit  que  le  lieu  de  I  est  la  droite  d'intei'section  du 


1 


:2—   -1 1 =  0  . 

1  -h  P  1  -H  Y  2 


3.  Si  l'on  remplace  X  par  —  dans  l'équation  du  plan  P,  on  obtient  un  plan  P' 

A 


X- 


X  +  a 


l+la  l+lb 


1-t-Xc 


■d  =  0, 
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qui  est  bien  celui  de  l'énoncé,  puisque  l'on  a  entre  les  coordonnées  a-,  ;/,  ;  et  x\  y',  z'  des  points  où 
les  deux  plans  rencontrent  les  axes,  les  deux  relations 

xx'  =  ytj'  —  zz'  =  d-. 
Les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  S  sont 

j ar  -t-  x'   _   d  (a-  H-  1  )(À-  -H  1  )  -h  Aal 

2       -  2"    a();^+l)  +  {«^  +  l)X  '     ^'^^ 
ou  en  posant 

X'-H-l  „-  +  l 

=  1^. 


A  a 

d   A;jH-  4  d  BfJH-4  d  Cu 


Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  S  est  donc  une  cubique  gauche  l",  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

A'  ,  B'  C  . 

La  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  la  sphère  S  étant  égale  à  d-,  on  peut  écrire  immédiate- 
ment son  équation 

a;2  H_  yi -t-  :»  _  r^x  —  2ny  —  2?:  -h  rf^  =  0, 
ou  bien  ; 

(5)         .r^  +  ,f  +  z'-  2|'x  -2V?/  -2C:  +  d' -  2(  ^-  x  +  — ?— y  +  -^  :)  =  0. 
Celte  sphère  touche  son  enveloppe  suivant  un  cercle  contenu  dans  le  plan  Q 

Si  l'on  exprime  que  l'équation  (5),  du  troisième  degré  en  tx,  a  une  racine  double,  on  trouve  que 
l'enveloppe  ^'  est  une  surface  du  huitième  ordre  (luailricirculaire. 

Le  plan  Q  de  contact  est  le  plan  mené  par  0  perpendiculairement  à  la  tangente  à  la  cubique  r  au 
point  (Ç,  r,,  Ç).  II  en  résulte  que  le  centre  du  cercle  de  contact  est  sur  la  tangente.  Comme  la  puissance 
de  l'origine  est  d-,  on  voit  comme  de  la  cubique  l'  on  peut  déduire  une  génération  de  i;  comme  lieu 
d'un  cercle. 

L'enveloppe  du  plan  Q  est  un  cùne  ayant  pour  sommet  l'origine.  On  obtient  aisément  son  équation 
tangentielle  ;  il  suffit  pour  cela  d'éliminer  ;ji  entre  les  équations 

(Jt-hA      _      U.-+-B      _      ix-t-C 

,B-C,(£)t  +  (C-A)(£)U(A-b(£)^=0, 


On  obtient  ainsi 


avec  r  =  0. 

C'est  un  cône  de  quatrième  classe, -admettant  pour  plans  tangents  d'inflexion  les  trois  plans  de 
coordonnées. 

Il  nous  reste  à  trouver  le  lieu  2'  des  droites  d'intersection  des  plans  P  et  P'. 

Par  un  point  (x,  y,  z)  d'une  de  ces  droites,  il  passe  trois  plans  tangents  à  la  développable  i:,  corres- 
pondant aux  trois  racines  de  l'équation  en  X 

i  —  la  i-U  l  —  lc  .       „ 

(1)  ^1 x  +  - ^î/-H-T :-d  =  0. 

^  '  X-t-a  i-^-b    ^        l-\-c 

On  aura  donc  l'équation  de  la  surface  i:'  en  exprimant  simplement  que  l'équation  du  troisième  degré 
en  X  a  deux  racines  dont  le  produit  est  1. 
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Cette  condition  est  pour  l'équation 

A„).'-f-A,).^-t-A2X+A3  =  0, 

Aj  —  A0A2  -+-  A, A;,  —  A3  =  0. 

Dans  le  cas  présent,  les  coefficients  de  l'équation  en  X  étant  linéaires  en  .r,  y,  z,  la  surface  l'  est 

du  deuxième  ordre. 

VASNIER. 

lionne  solution  de  M.  J.  Haag. 


1247.  —  On  considcrc  dans  Vcxpace,  une  parabole  cl  un  point  fixe  M. 

\"  Equation  de  la  surface  S,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur  les  plans 
tangents  à  la  parabole  ;  discuter  ces  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  P  de  la  parabole. 

2°  La  surface  S  est  coupée  par  un  plan  variable  passant  par  M  et  perpendiculaire  au  plan  P  suivant 
un  cercle  et  une  droite.  Lieu  du  centre  du  cercle. 

3°  La  surface  S  a  deu.v  points  singuliers  ;  définir  géométriquement  les  cônes  des  tangentes  et  les  sections 
planes  passant  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 

4"    Trouver  les  droites  et  les  coniques  tracées  sur  la  surface  S. 

1.   Soient    y'^  —  Spa- =  0,     :  =  0    les   équations  de  la  parabole  et    a,b,c    les  coordonnées  du 

point    M.    Un  plan    mx  +  uj/  +  w:  h-  ?•  =:  0    est  tangent  à  la  parabole  si  sa  trace  sur  le  plan  des    xy 

pv' 
touche  la  parabole,  c'est-à-dire  si  Ton  a    pv-  —  2m)-  =  0    ou     r  =  -^ — ;     il  en  résulte  que  l'équation 

pv- 
générale  des  plans  tangents  à  la  parabole  est    ux  -+-  vy  -\-  ivz  -h  ■—-  =  0,     ou 

(d  )  2u{ux  +  vy  -\-  wz)  -h  pv-  =  0 . 

,T  —  a         y  —  h         z  — c 
La  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  ce  plana  pour  équations    = = ; 

nous  aurons  donc  le  lieu  cherché  en  remplaçant  dans  l'équation  (1)  w,  v,  w   par  les  quantités  propor- 
tionnelles    X  ~  a,     y  —  b,     z—c.     Nous  trouvons  ainsi 

2(a;  —  a)[x(x  —  a)  -H  y{y  —  b)  -\-  z(z  —  c)]  -+-  p(y  —  h)'-  =  0. 
Cette  équation  représente  une  surface  du  troisième  degré  admettant  le  point  M  pour  point  double, 

passant  par  la  parallèle  à  Oi  menée  par  le  point   M  et  contenant  le  cercle  de  l'infini. 

/          c  \^      c- 
D'autre  part,  la  variable  s  ne  figure  que  dans  le  produit    z{z—c)    qui  peut  s'écrire     (~— -^j Y' 

e 
on  en  conclut  que  la  surface  est  symétrique  par  rapport  au  plan    -  —  -^  =0.     Nous  appellerons  ce  plan 

le  plan  Q,  il  est  parallèle  au  plan  P  delà  parabole  et  il  est  à  égale  distance  du  point  M   et  du  plan   P. 
Transportons  l'origine  des  coordonnées   au   point    M,    l'équation  de  la  surface  se   simplifie  et 
s'écrit 

x{x^  -+-  y'- -^  z'-)  +  x{ax  +by^czy-i-  ^y'  =  0, 

et  sous  cette  forme  nous  avons  en  évidence  l'équation  du  cône  des  tangentes  au  point  M, 

x{ax  -h  hg  -\-  cz)  +  ^  y^  =  0  ; 

nous  le  définirons  géométriquement  un  peu  plus  loin. 

La  section  de  la  surface  par  le  plan  3  —  /;  =  0  est  une  cubique  plane  dont  la  projection  sur  le 
plan  des   xy   a  pour  équation 

.t(a;-  -h  )/-)  -t-  ax^  +  bxg  -h  -^y-  -+-  h[l>  -\-  c)x  =  0. 
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Dans  le  cas  particulier  oii  h{h  +  c)  =  0,  celte  cubique  a  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tan- 
gentes en  ce  point  sont  réelles  si  6'-  — 2a/3>0,  c'est-à-'lire  si  le  point  M',  projection  du  point  M  sur 
le  plan  des  xij  est  situé  à  l'extérieur  de  la  parabole  donnée.  D'ailleurs  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette 
cubique  à  point  double  est  la  podaire  du  point   M'  par  rapport  à  la  parabole. 

Si  li{h  -+-  c)  n'est  pas  nul,  la  cubique  n'a  pas  de  point  double,  elle  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe 
des  y. 

2"  Soit  ;/  —  iiix  l'équation  d'un  plan  variable  passant  par  le  point  M  et  perpendiculaire  au  plan  P. 
L'intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  (S)  est  la  même  qu'avec  la  surface 

x(.v^  +!/■-+-  :'■')  +  x{nx  -+-  6y  +  cî)  -t-  -|-  m-x-  =  0  : 

celle-ci  se  décompose  en  un  plan    x  =  0,     et  en  une  sphère 

.■v^^y--hz--h(a  +  ^m^)x-hb>j  +  cz  =0. 

Il  en  résulte  que  l'intersection  du  plan  y  —  tnx  —0  et  de  la  surface  (S)  se  compose  de  l'axe  des 
z,  c'est-à-dire  de  la  droite  MM'  et  d'un  cercle.  Le  centre  w  de  ce  cercle  est  la  projection  sur  le  plan 
sécant  du  centre  de  la  sphère  ;  il  est  donc  défini  par  les  équations 


a         p  h 

(t)  y  —  mx  =  0,  = ; '         :  -I-  —  =  0. 

^  '  ^  —III  1  2 

Le  lieu  du  point   «o   est  donc  une  courbe  plane  située  dans  le  pian    :  +  —  =  0    (le  plan   Q)  ; 

l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des   xy  s'obtient  en  éliminant   m  entre  les  deux 
premières  équations  (2).  Le  résultat  de  cette  élimination  est 

ix{x^  +  1/2)  +  ax-  -h  bxy  4-  -^  =  0  ; 

cette  équation  représente  une  courbe  homothétique  de  la  podaire  de   M'  par  rapport  à  la  parabole. 

3.  Nous  avons  vu  que  le  point  M  était  un  point  double  de  la  surface  (S).  Comme  cette  surface  est 
symétrique  par  rapport  au  plan  0,  le  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport  au  plan  Q  est  également 
un  point  double.  On  peut  montrer  que  la  surface  n"a  pas  d'autres  points  singuliers  en  discutant  les 
équations     fl  =  0,     /'J  =  0,     /"j  =  0,     /'|  =  0.     mais  nous  l'établirons  géométriquement. 

Tout  plan  passant  par  l'un  des  points  M  ou  M'  coupe  la  surface  suivant  une  cubique  circulaire 
ayant  un  point  double  au  point  considéré  ;  dans  le  cas  où  le  plan  passe  par  la  droite  MM',  il  coupe  la 
surface  suivant  la  droite  M.M'  et  suivant  un  cercle  passant  par  M  et  M'. 

4.  Cherchons  d'abord  les  droites  de  la  surface.  Les  directions  asymptotiques  de  la  surface  sont 

données  par  l'équation 

x{x'  -i-  j/-  +  -J)  =  0, 
par  suite,  si  nous  excluons  les  droites  isotropes,  les  génératrices  de  la  surface  sont  parallèles  au  plan 
x  —  0,    c'est-à-dire  au  plan  des  yz. 

Coupons  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  ce  plan    j,'  =  J^,     la  section  est  une  conique, 

Ml-  +y--i-  ;-)  -+-  X(aX  h-  by  -\-  cz)  -f- 1-  y^  =  0, 

ou  (>'  +  y}/-  +  ^--'  +  ^^h  +  ^-^-^  +^'(^  +  «)  =  0' 

et  déterminons  À  en  sorte  que  cette  équation  représente  deux  droites.  Nous  obtenons  la  condition 
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A  la  solution  >.  =  0  correspond  une  conique  réduite  à  une  droite  double  y^  =  0;  nous  obtenons 
ainsi  la  droite     x  =  0,     y  =  0     située  sur  la  surface,  c'est  l'axe  des   3  ou  la  droite  MM'. 

Il  nous  reste  en  outre  une  éiiuation  du  troisième  degré,  à  chaque  racine  de  laquelle  correspondent 
deux  droites  de  la  surface  (S). 

Nous  trouvons  ainsi  sept  génératrices;  il  faut  y  ajouter  la  droite  de  l'infini  du  plan     x  —  0. 

Tout  plan  passant  par  l'une  de  ces  huit  droites  coupe  la  surface  suivant  une  conique,  qui  est  un 
cercle  pour  les  sept  premières  droites. 


Remarques  géométriques.  —  Tous  les  plans  parallèles  au  plan  P  sont  tangents  h  la  parabole  en  son 
point  à  l'infini  ;  par  suite  tous  les  points  de  la  droite  MM'  sont  des  points  simples  du  lieu.  Donc  la  droite  MM' 
est  une  génératrice  simple  de  la  surface  (S). 

Cherchons  les  points  de  cette  surface  qui  sont  situés  dans  un  pLin  R  passant  par  MM',  et  rencontrant  le 
plan  de  la  parabole  suivant  une  droile  M'P.  Ces  points  sont  les  projections  du  point  M  sur  les  plans  tangents 
à  la  parabole  qui  sont  perpendiculaires  au  plan  R  ;  or,  tous  ces  plans  passent  par 
une  même  droite  a  qui  est  la  tangente  à  la  parabole  perpendiculaire  à  MP,  et  par 
suite  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  menées  du  point  M  sur  le  plan  passant  par 
^  est  le  cercle  décrit  sur  MP  comme  diamètre. 

Il  résulte  de  là  que  la  surface  est  du  troisième  degré  et  qu'elle  est  symétrique 
par  lapport  au   plan    Q  perpendiculaire  au  milieu  1  de  MM'. 

l.e  centre  t.i  du  cercle  considéré  est  le  milieu  de  MP,  il  se  projette  sur  le  plan 
de  la  parabole  au  milieu  w'  de  M'P.  Le  lieu  du  point  P  est  la  podaire  de  M'  par  rapport 
à  la  parabole,  celui  de  u>'  est  la  courbe  homothétique  de  cette  podaire  dans  le  rapport 

— ■     On  en  déduit  aisément  le  lieu  du  point  w. 

lîeniarquons  aussi  que  la  surface  (S)  e.st  coupée  par  le  plan  P  suivant  la  podaire 
du  point  M'  par  rapport  à  la  parabole. 

Une  droite  quelconque    (D)    passant  par  le  point   M    rencontre  la  surface    (S)   en 
un  seul  point  H    qui  est  l'intersection  de    (D)   et  du  plan  tangent  à  la  parabole  per- 
pendiculaire   à    (D).    Donc  le  point    M    est  un  point  double.   Pour  que  le  point    H    coïncide   avec  le  point 
M,   il  faut  que  le  plan  tangent  considéré  passe  par  le  point  M.    Il  en  résulte  que  le  cône  des  tangentes  au  point 
M   est  le  cône  .supplémentaire  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  M  et  pour  directrice  la  parabole. 

Comme  la  surface  est  symétrique  par  rapport  au  plan  Q,  le  point  M'  est  aussi  un  point  double,  et  on  a 
aisément  le  cône  des  tangentes. 

Je  dis  que  la  surface  ne  peut  admettre  un  autre  point  double.  En  effet  si  elle  admettait  un  point  double  N 
en  dehors  de  M  et  M',  le  plan  NMM'  couperait  la  surface  suivant  les  trois  côtés  du  triangle  NMM',  or  cela  est 
impossible,  puisque  tout  plan  passant  par  MM'  coupe  la  surface  suivant  un  cercle. 

Etudions  enfin  la  section  de  la  surface  (S)  par  un  plan  quelconque  (U)  passant  par  le  point  M.  Les  plans 
tangents  à  la  parabole  correspondant  aux  points  de  cette  section  sont  tous  perpendiculaires  à  (n)  ;  leurs  traces 
sur  ce  plan  enveloppent  une  parabole  (K),  projection  orthogonale  de  la  parabole  donnée  sur  le  plan  (n).  La 
section  de  la  surface  par  ce  plan  est  donc  la  polaire  de  M  par  rapport  à  la  parabole  (K). 

J.  H.\AG. 
Bonnes  solutions  par  MM.  F!.  Iîodvaist,  Dnai.lor  Leciiam  etj.  Mena  h  Poitiers. 


1248.  —  Le  cercle  passant  par  les  projections  d'un  point  P  d'une  hyperbole  équilatère,  sur  les  côtés 
d'un  triangle  inscrit,  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

1 

Soient  X  et   y  =  —    les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  hyperbole  équilatère  rapportée 


à  ses  asymptotes. La  droite  qui  joint  les  points    M,  (  ,t,,  —  J,     M-A  xa,  —  u      et  la   perpendiculaire  à 
celte  droite  menée  par  le  point  r(   ;,  -^  j  de  la  courbe,  ont  respectivement  pour  équations  : 
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(1) 

(2) 

Soit 

(3) 


X  +  J|X..Y   =    X,-+  X;, 

jfjXoX  —  Y  —  X|i,; ;- 


X^  +  Y'^  =  XX  -4-  A 


l'équation  d'un  cercle  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole.  Nous  allons  exprimer  que  ce  cercle  passe 
par  le  point  d'intersection  des  droites  (1)  et  Ci).  Il  faut,  pour  cela,  éliminer  X  et  Y  entre  les  équations 
(1),  (-2)  et  (3).  A  cet  eiïet,  élevons  au  carré  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  (i)  et  (2)  et 
ajoutons;  il  vient 

(Xl  +X2f+  {.T,X,i  —   —  )  j^ 


X-  -+-  Y=  ^ 


1 


cjx; 


en  sorte  que  l'on  peut  remplacer  l'équation  (3)  par  la  suivante 


(4) 

La  condition  cherchée  s'écrit  dès  lors 

X 
I 

ou,  en  développant, 

XJ  x,x,(  XiX,î r  )-f-  ^1 


XX  +  ,uY=-. 


XiXy 


D 

Xl  ■+■  x, 
1 

XiX2^ 7* 


0, 


(5) 

Soit 

(6) 


x,  I  -h  (il  XiX2(X|  -h  x-2)  —  XfX-i^  "'""ri  —  N  =  0. 


X^  —  aX-'  +  pX  —  Y  =  0 
l'équation  du  troisième  degré  admettant  pour  racines  les  abscisses  x,  x,  et  Xj  des  sommets  M,  Mi,  1M2 

du  triangle  considéré.  Remplaçons  dans  (5)  le  produit   x,.t2  par  —  et  la  somme    x, +  xo    par    a  -  x  : 
cette  condition  pourra  s'écrire  : 

(7)     x*-(2a-X)x'^r-X.-i.('Y-i-)  +  a^-^lL^-r-Xl-  +  ,aY(a-?)  +  2Ylx  +  Y«[?-X]  =  0. 

Elle  devra  être  pareillement  vérifiée  par  les  abscisses  x,  et  Xo  des  sommets  M,  et  .M2.  Par  suite,  si 
l'on  considère  la  condition  (7)  comme  une  équation  en  x,  celte  équation  devra  admettre  les  trois 
racines  de  l'équation  (6).  Le  premier  membre  de  (7)  sera  identique  au  produitdu  premier  membre  de  (6) 
par  un  facteur  du  premier  degré,    x  —  h,     et  cette  identité  donnera  lieu  aux  quatre  équations  suivantes  : 


(8) 


2i- 

-X  = 

h  -(-a, 

^-  î^   "f  - 
V 

-\) 

-+-Ï- 

1 

/iï^ 

V 

X  f-+- 

<i'{{a  — 

-?)-+- 

2y  =  h<6 

-H  Y, 

T^(£- 

-X)  = 

=  /(. 

Nous  avons  donc  quatre  équations  ettrois  inconnues  seulement  :  X,  a  et  h.  Mais  il  est  facile  de  voir 
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que  ces  quatre  équations  se  réduisent  en  réalité  à  trois.  La  1"  et  la  4'  donnent  immédiatement 


(9)  X  =   ]-^^%  h  =  -lMzi|I 

1  -  y;  1  -  y^ 

La  seconde  s'écrit  en  tenant  compte  de  la  première 


et  donne 


(10)  fX=      '  ^^ 


Il  suffît  de  porter  ces  valeurs  de  /.,  [i,  h  dans  la  troisième  équation,  pour  constater  qu'elle  est  iden- 
tiquement vériliée. 

Cette  réduction  des  quatre  équations  (8)  à  trois  distinctes  établit  le  théorème,  puisqu'elle  permet 
de  déterminer  X  et  n  de  manière  que  le  cercle  (3),  qui  passe  parle  centre  de  l'hyperbole,  soit  en  même 
temps  circonscrit  au  triangle  ayant  pour  sommets  les  projections  du  point  P  sur  les  cotés  du 
triangle  MMiMo. 

Les  équations  (9)  et  (10)  donnent  de  plus  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  en  fonction  du 

paramètre  ?,  qui  définit  la  position  du  point  P  et  elles  montrent  que,  le  point  P  décrivant  l'hyperbole, 

le  centre  en  question  décrit  une  cubique  unicursale  à  point  double.  Cette  cubique    a  trois  asymptotes 

1 
réelles  correspondant  aux  valeurs  0,  oo,  — du  paramètre    ?.    Les  deux  premières  sont  parallèles  aux 

asymptotes  de  l'hyperbole.  La  troisième  correspond  à  un  point  P  particulier  facile  à  déterminer.  La 
condition  pour  que  quatre  points  de  l'hyperbole  soient  situés  deux  à  deux  sur  deux  droites  rectangu- 
laires est 

JL tir ^tJL -^JL  ^    —    "■        1.  » 

1            1                 1 
Donc      —  =  = La  position  particulière,  dont  il  s'agit,  s'obtient  donc  en  prenant 

le  symétrique  par  rapport  à  0  du  point  de  concours  H  des  hauteurs  du  triangle  MM, Ma.  Géométrique- 
ment, ce  résultat  est  immédiat. 

Soit  en  effet  H'  le  symétrique  de  H  par  rapport  au  point  0.  C'est  un  point  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  MMjMj,  puisque  ce  cercle  et  le  cercle  d'Euler  sont  homothétiques,  le  centre  et  le  rapport  d'ho- 

1 

mothétie  étant  H  et  —  •  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  du  triangle 

sont  en  ligne  droite  ;  le  centre  du  cercle  correspondant  est  rejeté  à  l'inQni  dans  la  direction  perpendi- 
culaire à  la  droite  de  Simpson  relative  à  H'. 

Quant  à  l'enveloppe  du  cercle  considéré,  c'est  la  courbe  homothétique  de  la  podaire  de  la  cubique 
précédente  relative  au  point  G,  le  centre  d'homothétie  étant  en  0  et  le  rapport  d'homothétie  étant  2. 

Solution  géométrique.  —  Soit  MMiMa  un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère  et  soient 
Ui  Ui,  Ui  les  projeciious  d'un  point  P  de  celte  courbe  sur  les  cotés  du  triangle. 

Imaginons  que  Mi,  Ma  et  P  restent  fixes,  mais  que  le  point  M  se  déplace  sur  l'hyperbole.  Le  point  Q  reste 
fixe.  Quant  aux  points  Qi  et  Q.  ils  décrivent  deux  cercles  (wi)  et  (wo)  admettant  respectivement  PM2  et  PMi 
comme  diamètres.  D'ailleurs  les  droites  QQ,  et  QU.'  engendrent  visil)lement  deux  faisceaux  homographiques 
de  môme  sommet,  dans  lesquels  le  rayon  QP  est  à  lui-même  son  propre  homologue.  Dès  lors,  dans  toute 
inversion  de  pOle  Q,  les  points  inverses  de  Ui  et  du  O2  décrivent  sur  les  deux  droites,  inverses  des  cercles  (lu,) 
et  (loa),  des  divisions  homographiques  telles  que  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe  par  un  point 
fixe.  Or  cette  droite  est  l'inverse  du  cercle  (I')  circonscrit  au  triangle  QQiUi-  Ce  cercle  passe  donc  lui-même 
par  un  point  fixe,  autre  que  le  point  Q,  lorsque  M  décrit  l'hypjrbole,  et  toute  la  question  revient  à  faire  voir 
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que  ce  point  n'est  autre  que  le  centre  de  la  courbe.  Il  suffit  pour  cela  de  montrer  que  dans  deux  positions  par- 
ticulières le  cercle  (y)  passe  par  0. 
y      1  Plaçons  le  point  M  ii  l'infini   sur 

Oi/.  Les  points  Q,  et  Qo  sont  alors  en 
I  et  J  sur  la  parallèle  à  l'asymptote 
Ox  menée  par  P.  Les  droites  01  et  OJ 
sont,  comme  on  sait,  les  diamètres 
conjugués  des  cordes  parallèles  à  PMj 

et  à  PM,,   de  sorte  que  l'angle  lOJ  est 

égal  à  l'angl®  M.PMa-  Or  on  a 


M.PMo 


PM,J  +  PMo[ 

=  pqT- 


PQI 


JQI  . 


Donc  lOJ  =  IQ.I  j  et,  par  suite, 
le  cercle  (r)  relatif  au  point  à  l'infini 
sur  0.7  passe  par  0.  Comme  le  cercle 
(r)  relatif  au  point  à  l'intini  sur  Oa; 
passe  aussi  parO,  le  théorème  se  trou- 
ve établi. 

Cette  dernière  partie  peut  encore 
s'établir  de  la  manière  suivante:   Pla- 
çons le  point  M  au  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  PM1M2,   le 
cercle  (r)  correspondant  est  le  cercle 
d'Euler,    il   passe   par   le   centre    de 
l'hyperbole. 
Pla(;ons  d'autre  part  le  point  M  au  (|uatriènie  point  d'intersection  U  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PM1M2 
avec  l'hyperbole.  Comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  l'orthoccntre  du  triangle  RM,Mj  est  le  symétrique 
P'  de  P  par  rapporta  0.  Le  cercle  (1")  correspondant  est  la  droite  de  Simpson  relative  au  point  P  et  au  triangle 

RM,Mj.  Elle  est  équidistante  de  P  et  de  P'.  Elle  passe  donc  aussi  parO. 

HOLDINIÉRE. 


Autre  solution 


—  Soient  /.r„ j  les  coordonnées  du  point  P  et  (a, —  )'    \^'  ~J"    (ï'  "~) 

celles  des  sommets  d'un  triangle  ABC  inscrit  dans  l'hyperbole  équilatère    xy  —  1=0. 

Nous  aurons  démontré  la  proposition  si  nous  prouvons  que  la  conique  qui  a  pour  foyer  le  point  P 
et  qui  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  est  aussi  tangente  à  la  perpendiculaire  élevée  au  centre  0 
de  l'hyperbole  à  la  droite  OP. 

L'équation  tangentielle  d'une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC  est 
l{u^-  -h  V  -j-  w^){n-('-  -hv  -^-  ir-()  -+-  iJ-(iiy-  +  i>  -1-  wy)(u%'  +  v-{-  u'3.)  -h  i'(ua-  -t-  u  +  ii'7i){u'^-  -i-v  -i-  w^)  —  0. 

Le  point  P  sera  foyer  de  cette  conique  si  dans  l'équation  obtenue  en  éliminant  w  entre  l'équation 
de  la  conique  et  celle  du  point  P  les  coefficients  de  u'  et  de  v-  sont  égaux  et  si  le  coefficient  de  uv  est 
nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

X(p  —  Xo)(-(  —  Xo)(?>  -t-  y)  +  Kl  —  aro)(«  —  Xo)(y  h-  «)  4-  v(a  —  xo)(P  —  .ro)(«  +  ?)  =  0, 
^{P— ■To)(ï-a-o)(^r^§  — l)-+-fx(Y-Xo)(a  — a-o)(Y«a-^— l)  +  v(a— a-o)(P  — xo){apxS-lJ  =  0. 

On  en  déduit 

0-v)(a-.-ro)(a^x5  +  l)    ^    (y-  ■,)(^^  -  x,){f-Xi  ^  i  )    ^   (7.-?)('i -x,)(fxl  + l)  ' 
L'équation  de  la  conique  est  alors 
(P  _^)(a  _Xo)(o.'x§-4-  l)(u?2  -hv-+-w^){uf  H-  w  -^  M'y)  4-  (y  -  ct)(i^ -Xo){?'xl-hl){uf '^-v  +  W'i){u7.'  +  v-i-wy.) 

4-  (a  —  P)(y  —  Xo){fxl  -f-  !)(««-  -t-  V  -H  Woi.]{u^^  -h  u  -+-  Mf  )  =  0. 
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Les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  élevée  en  0  à  la  droite  OP  sont    u  =  x?,.     v  =  l, 
remplaçons  u,  v,  w  par  ces  valeurs  dans  l'équation  delà  conique,  nous  avons 

La  quantité  entre  crochets  est  identiquement  nulle,  elle  théorème  est  démontré. 


0; 


Autre  solution  par  M.  DuALLon  Leckah. 


R.  BOUVAIST. 


CONCOURS  DE  1904 


I.  -  1311 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 

Mathématiques. 

On  donne  une  sphère  de  rayon  r,  de  centre  0  origine  de  coordonnées  rectangulaires,  Oa-, 
Oy,  Oc.  Un  point  de  cette  sphère  primitivement  situé  en  M^  sur  Oa;.  se  déplace 
uniformément  sur  le  grand  cercle  MoN,  de  Mo  vers  N,  avec  une  vitesse  angulaire 
10.  En  même  temps  le  plan  primitivement  situé  en  OMoN  tourne  uniformément 
autour  de  ON  de  OMoN  vers  OEN,  avec  la  même  vitesse  angulaire.  Par  suite  de  ce 
double  mouvement,  le  point  mobile  considéré,  au  bout  du  temps  t,  occupera  une 
certaine  position  M. 

lo  Déterminer  en  fonction  de  t  les  coordonnées  du  point  M,  les  composantes 
de  sa  vitesse  c,  et  celles  de  son  accélération  it-  suivant  les  directions  des  axes. 
Déterminer  aussi  la  grandeur  de  la  vitesse,  celles  de  l'accélération  tangentielle  w, 
et  de  l'accélération  normale  lo,,. 

2"  Construire  les  projections  sur  les  trois  plans  coordonnés  de   la  trajectoire  de  M. 

3°  L'accélération  totale  de  M  étant  représentée  par  une  droite  MW,  et  cette  droite  venant  percer  le  plan 
des  xy  en  P,  déterminer  dans  ce  plan  le  mouvement  du  point  P. 

Démontrer  que  la  droite  MW  rencontre  une  droite  fixe. 


IL  —  1312.  —  Déterminer  à  0,001  près  la  racine  positive  de  l'équation    x' 
quant  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 


-t-  a;2  —  27.48  =  0,     en  appli- 
(3 1  mai,  de  7  ti.  h  11  h.) 


Plii/siguc. 
Chimie. 


l'hysifiue  ri  Chimie. 

- 1.  —  Expérience  d'Andrews. 
II.  —  Théorie  de  l'électromètre  absolu. 


I.  —  Préparation  dans  les  laboratoires  et  analyse  de  l'ammoniaque. 

II.  —  Propriétés  qui  permettent  de  rapprocher  le  soufre  de  l'oxygène. 

{31  mai,  de  S  h.   112  à  5  h.  IIS.) 
Lavis. 

Exécuter  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou  a  teintes  fondues,  le  lavis  d'un 
solide  sphéro-conique.  Sa  surface  sera  supposée  être  blanche  et  dépolie.  Le  rayon 
lumineux  est  dirigé  à  40°  suivant  l'usage. 

(i"'  juin,  de  2  It.  à  4  li.) 

Calcul  trigonométrique. 

1313.  —  Dans  le  triangle  isocèle  ABC,  on  a  : 

b  =  c  =  35°", 876,  a  —  24°',853. 

On  demande  de  calculer;  1»  la  surface  du  triangle; 

2°  l'aire  du  secteur  circulaire  ABDC  dans  le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AH  ; 
3°  le  volume  engendré  par  la  révolution  complète  du  secteur  ABDC  tournant  autour  de 


son  axe  de  symétrie  AD. 


[l"'  juin,  de  4  II.  u  5  h. 
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Epure. 

1314.  —  On  tracera  un  cadre  de  SOO"""  de  largeur  sur  SSO"'"'.  de  hauteur,  et  une  ligne  de  terre  au  milieu 
de  la  hauteur. 

l'nc  sphère  de  rayon  égal  à  iO"",  a  son  centre  (o,  o')  situé  à  120°"°  du  côté  gauche  du  cadre,  à  50°""  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  et  à  G")""  en  avant  du  plan  vertical. 

Un  point  lumineux  (s,  .■-■')  est  à  100"""  à  gauche,  à  100'»"' en  avant,  et  à  20"""  au-dessus  du  rentre  de  la  sphère. 

Déterminer  par  ses  deux  projections  la  séparatrice  d'ombre  propre  de  la  sphère,  et  ses  ombres  portées  sur 
les  plans  do  projection  :  ces  dernières  seront  tracées  jusqu'aux  limites  du  cadre. 

On  déterminera  directement:  io  l.n  point  courant  (m,  m')  de  la  séparatrice,  et  la  tangente  mi,  m't'  en  ce 
point  ; 

2°  Les  ombres  portées  par  le  point  (m,  m')  sur  les  deux  plans  de  projection  et  les  tangentes  aux  courbes 
d'ombres  portées  ; 

30  Les  axes  de  chacune  des  projections  de  la  séparatrice  ; 

40  Les  lignes  et  les  points  importants  des  ombres  portées  sur  les  plans  de  projection. 

On  emploiera  les  traits  noirs  pour  tracer  les  parties  vues  ;  les  points  ronds  noirs  pour  les  parties  cachées  ; 
les  traits  rouges  pour  les  constructions.  Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  de  hachures. 

(2  juin,  de  7  II.  à  1  i  h.) 

ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

Mathématiques. 

1315.  —  1.  Ou  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  OX,  OY,  et,  sur  la  partie  positive  de  l'axe 
(les  X.  un  point  A,  d'abscisse  c. 

Appelons  en  général  parabole  (P)  une  parabole  qui  passe  par  le  point  A  et  dont  la  directrice  coïncide  avec 
l'axe  des  y,  K  le  foyer  de  cette  parabole,  a,  ^  les  coordonnées  de  ce  foyer. 

1°  Soit  B  un  point  d'une  parabole  (P),  soit  K  la  projection  de  ce  point  sur  la  directrice,  soit  S  l'aire  du 

triangle  OFK  ;  montrer  que  l'on  a 

OF-.OK   _   KF^GK  _ 
().\       -       KB       ~  *^- 
2°  Au  point  B  de  la  parabole  (P)  on  fait  correspondre  le  point  M  dont  les  coordonnées  u,  »  sont  données  par 
les  formules 
,,,  KF  OF  . 

U)  "  =  m-      "  =  -0^' 

les  seconds  membres  sont  pris  en  valeur  absolue,  en  sorte  que  les  nombres  m,  e  sont  positifs.  Quand  on  se 
donne  la  parabole  (P)  et  le  point  B  sur  cette  parabole,  le  point  M  est  déterminé  sans  ambiguïté.  Si  l'on  se 
donne  un  point  B  du  plan,  il  passe  en  général  deux  paraboles  (P)  par  ce  point.  On  appellera  première  para- 
bole relative  au  point  B  celle  des  deux  dont  le  foyerestle  plus  éloigné  de  la  directrice.  Soit  Fi  ce  foyer  ;  soit  Fo 
le  foyer  de  la  seconde  parabole.  Au  point  B  correspondent  alors  deux  points  M|,  Mj,  par  les  relations  (t),  où 
l'on  remplacera  successivement  F  par  Fi  et  par  Fa. 

Connaissant  les  coordonnées  x,  y  du  point  B,  on  demande  de  calculer  les  coordonnées  des  points  Mi,  M2. 
Quelles  sont  les  positions  limites  de  ces  points  lorsque  le  point  B  s'approche  d'un  point  Bo  situé  sur  la  partie 
positive  de  l'axe  des  x?  Quels  sont  les  lieux  décrits  par  ces  points  limites  quand  l'absci.sse  de  Bo  varie  ? 

3°  Inversement,  le  point  M  étant  donné  par  ses  coordonnées  ti,  v  on  demande  de  déterminer  les  coordon- 
nées X,  y  du  point  B  auquel  il  correspond  en  vertu  des  relations  (1),  ainsi  que  les  coordonnées  a,  ^  du  foyer  F, 
qui  tigure  dans  ces  relations,  de  la  parabole  (P)  sur  laquelle  le  point  B  doit  être  situé. 

Construire  géométriquement  le  point  F  et  le  point  B,  connaissant  le  point  M  et  l'unité  de  longueur. 

4°  Le  problème  précédent  admet  deux  solutions.  Dans  quelle  région  du  plan  le  point  M  doit-il  être  situé 
pour  que  ces  solutions  soient  réelles  ?  Dans  quelle  région  doit-il  être  situé  pour  que  la  parabole  (P),  dont  on  a 
déterminé  le  foyer,  soit  la  première  parabole  relative  au  point  B? 

IL  1°  Considérant  une  parabole  (P),  de  foyer  (a,  ^),  on  suppose  qu'un  arc  quelconque  de  cette  parabole  est 
pesant  :  la  densité  en  chaque  point  est  égale  à  la  racine  carrée  de  l'abscisse  x  de  ce  point,  en  sorte  que  le  poids 
de  l'élément  d'arc  ds  soit   /xds.     Montrer  que,  dans  ces  conditions,  le  poids  d'un  arc    AB   de  la  parabole  est 

égal  au  produit  par  y  —  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  la  directrice,  elles  deux  droites  OA,  KB.  (K  est, 
comme  plus  haut,  la  projection  de  B  sur  la  directrice.) 
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2°  On  suppose  que  les  deux  droites  OA,  KB  soient  aussi  pesantes  ;  la  densité  en  chacun  de  leurs  points  est 
encore  égale  à  la  racine  carrée  de  l'abscisse  de  ce  point.  Étudier,  quand  le  point  B  décrit  la  parabole  (P),  com- 
ment varie  la  différence  entre  le  poids  de  l'arc  AB  et  la  somme  des  poids  des  droites  OA,  KB.  Montrer  que, 
sur  chacun  des  arcs  indéfinis  de  la  parabole  qui  partent  du  point  A,  il  y  a  un  point  B,  et  un  seul,  pour  lequel 
cette  difïérence  est  nulle. 

3°  Le  point  B  étant  ainsi  déterminé  sur  la  parabole  (Pj,  soit  M  le  point  qui  lui  correspond  par  les  relations 
(t)  ;  montrer  que,  lorsque  la  parabole  (P)  varie,  le  point  M  reste  sur  une  conique,  qui  fait  partie  de  la  courbe 
du  troisième  degré  définie  par  l'équation 

2it3  +  2»'  — 3u2  — 3r2-|-l  =  0. 

N.  B.  —  Les  poids  dont  il  est  question  plus  haut  sont  positifs. 

{13i}iin,de  S  h.  à  S  k.) 

Physique. 

I.  —  Définition  et  mesure  de  l'inclinaison  magnétique. 

J'-  —  1316. —  On  construit  un  pendule,  assimilable  à  un  pendule  simple,  en  attachant  à  un  fil  isolant  très 
fin  et  parfaitement  flexible,  long  de  1  mètre,  une  boule  sphériquc  d'aluminium  (densité  2,67)  de  5  millin)ètres 
de  diamètre.  On  place  cette  boule,  loin  de  tout  autre  conducteur,  au  milieu  d'une  vaste  enceinte  conductrice 
reliée  au  sol  ;  et  on  la  charge  en  la  touchant  un  instant  avec  un  fil  métallique  très  fin  relié  à  un  des  pôles  d'une 
source  éloignée  dont  l'autre  pôle  est  au  sol.  La  différence  de  potentiel  ainsi  obtenue  est  de  300  volts. 

1°  Calculer  en  coulombs  la  charge  prise  par  la  lioule. 

2°  On  place,  symétriquement  par  rapport  à  la  boule  dans  sa  position  d'équilibre,  deux  grands  plateaux  ver- 
ticaux formant  condensateur  k  lame  d'air.  Leurs  faces  internes  parallèles  sont  distantes  de  10  centimètres.  On 
charge  ce  condensateur  avec  une  autre  source  qui  établit  aussitôt  une  différence  de  potentiel  de  iSOOO  volts 
entre  ses  armatures.  Ces  armatures  sont  supposées  assez  grandes  pour  qu'on  puisse  considérer  le  champ  élec- 
trostatique obtenu  comme  parfaitement  uniforme  et  on  peut  admettre  sans  erreur  sensible  qu'elles  sont  char- 
gées de  la  même  façon  que  si  la  boule  était  enlevée.  Le  pendule  prend  une  nouvelle  position  d'équilibre  : 
expliquer  comment  il  l'atteint  et  calculer  l'angle  d'écart  avec  la  verticale  en  tenant  compte  de  ce  que  cet  angle 
est  petit.  L'accélération  de  la  pesanteur  est  981  centimètres. 

3°  Le  résultat  du  calcul  précédent  est  indépendant  de  la  longueur  du  pendule  :  montrer  que  pourtant,  si 
celte  longueur  est  prise  trop  grande  et  dépasse  une  certaine  valeur  critique,  le  calcul  n'est  plus  valable.  Décrire, 
sans  calcul,  ce  qu'on  verrait  alors. 

4°  Le  pendule  étant  construit  et  chargé  comme  au  début,  on  imagine  qu'on  verse  entre  les  deux  plateaux 
un  liquide  parfaitement  isolant  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  aurait  la  valeur  constante  2,25  et  dont  la 
densité  serait  0,80.  Chercher  comment  la  déviation  est  modifiée  en  supposant  successivement  que  la  commu- 
nication du  condensateur  à  plateaux  avec  la  source  a  été  rompue  :  1°  après  l'introduction  du  liquide  ;  2°  avant 
que  l'on  verse  celui-ci. 

{14  juin,  de  8  h.  à  S  h.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


1317.  —  On  considère  une  conique  et  ses  cercles  bitangents  C  qui  ont  leurs  centres  sur  un  même  axe. 

i°  Il  y  a  deux  cercles  C  passant  par  un  point  P.  Les  construire  géométriquement.  Lieu  du  point  P  quand 
les  deux  cercles  qui  y  passent  sont  orthogonaux. 

2"  Il  y  a  deux  cercles  C  tangents  à  une  droite  D.  Les  construire.  Quand  les  deux  cercles  trouvés  sont-ils  du 
même  côté  de  la  droite  D? 

30  Le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec  la  droite  D  quand  celte  droite  se  déplace  en  gardant  la  même 
direction  est  une  conique  S. 

4°  La  conique  S  garde  le  même  cercle  orthoptique  et  ses  foyers  décrivent  un  ovale  de  Cassini  quand  la 
direction  de  la  droite  D  varie.  T.  L. 

1318.  —  Calculer  la  capacité  d'un  condensateur  sphériquc  dont  le  noyau,  formé  d'une  sphère  métallique 
de  rayon  Ri,  est  recouvert  d'une  couche  de  substance  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  spécifique  K  et  d'épais- 
seur uniforme  R— Ri  ;  autour  de  ce  noyau  se  trouve  une  enveloppe  concentrique  de  rayon  intérieur  R:  plus 
grand  que  R. 

♦ 
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ÉCOLE  CENTRALE  (1903,  I'«  Session,  fin.) 


Physique. 

1238.   -  On  mélanije  V«''  de  vapeur  d'eau  à  100°,  E*'  d'eau  à  f  et  G"  de  glace  à  zéro.  Quelle  sera 

V 

la  lempéralure  x  de  l'eau  qu'on  obtiendra  '.'  Quel  doit  être  le  rapport    ~    pour  que  la  température  finale 

soit  1°  ?  Chercher  x  avec  les  données  suivantes  : 

V  =  30,      E  =  2000,     G  =  130,      l  =  10,      chaleur  de  vaporisation       L  —  337,      chaleur  de  fusion 
l    ==80. 

Cha.\cav  perdue  par  V"''  de  vapeur  d'eau  passant  de  100°  à  x"  :     VL-(-V(lOO  —  x). 

Chn\cm  gagnée  par  E^''  d'eau  passant  de  t"  à  x"  :     E{x  —  l). 

Chaleur  gagnée  par  Gs''  de  glace  passant  de  0"  k  x"  :     G/-t-Gr. 

S'il  n'y  a  eu  aucun  échange  de  chaleur  avec  le  milieu  ambiant,  on  doit  avoir 

VL -t- V(iOO  —  x)  =  E(j;  -  <) -4- G/ -+- Gj, 
d'où  l'on  lire 

Si    X  =  t,    l'équation  devient 
d'où 

L'application  numérique  donne 


V(L  -+- 100)  -h  Et-  G/ 
X  ^  - 


V  -4-  E  -h  G 
VLh-V(100-0  =  Gl-h  G/, 

"g  ~    L-l-  100-  <  " 
a-  =  13°,29. 

Chimie. 

1239.  —  Une  salle  de  dimensions  G'",  4'", 3  et  5'"  renferme  de  l'air  pur  et  sec.  On  mélange  a  cet  air  le 
gaz  provenant  de  la  réaction,  à  chaud,  d'un  certain  poids  de  ferrocyanure  de  potassium  anhgdre  sur  un  excès 
d'acide  sulfurique  concentré.  On  prélève  i  00  litres  de  l'air  ainsi  vicié,  et  on  les  fait  passer  lentement  dans 
un  lulie  étroit  A  contenant  des  cristaux  d'anhydride  iodique,  puis  dans  un  tube  semblable  B  rempli  de 
cuivre  pulvérulent  très  pur. 

Les  tubes  A.  et  B  sont  disposés  dans  une  étuoe  chauffée  à  100^  environ  et  le  tube  à  cuivre  a  été  taré 
ananl  l'expérience.  Quand  elle  est  achevée,  son  poids  a  augmenté  de  22  milligr.,  838. 

On  demande  :  1°  D'expliquer  et  de  formuler  les  réactions  qui  se  passent  entre  le  ferrocyanure  et  l'acide 
sulfurique  concentré  d'une  part,  et  dans  chacun  des  tubes  A  e<  B  d'autre  part. 

2°  Quelle  est  la  proportion,  en  volumes,  du  gaz  étranger  mélangé  à  l'air  de  la  salle. 

3°  Quel  poids  de  ferrocyanure  anhydre  a  été  décomposé. 

Pour  simplifier,  on  supposera  les  gaz  mesurés  dans  les  conditions  normales,  et  on  ne  fera  pas  de 
correction. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 
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1.  Les  réactions  sont  représentées  par  les  équations  suivantes  : 

K'Fe(CAz)'  H-8S0*H^+6H^0  =  4SO*KH  +  SO'Fe  +  3SO'(AzH')^-h6CO, 
5CO-hPO=  =  3GO--l-I-, 

p  +  SîCu  =  cun^ 

2.  Lepoidsmoléculairederiodeétant2o4,  l'augmentation  de  poids  du  tube  B  représente  un  nombre 

de  millimolécules  d'iode  égal  à    ^^. —  =  0,00.     A  ces  molécules  d'iode  correspondent  5  fois  plus  de 

234 

molécules  d'oxyde  de  carbone,  c'est-à-dire  0,45  et,  par  conséquent,  un  volume     22cs32x0,4o  =  lO^^ 

10  1 

La  proportion  en  volume  d'oxyde  de  carbone  est  donc      ^^^^^^^^  =  ^qqqô"' 

3.  Si  dans  100'''  ou0'"°,l  il  y  a  0,45  millimolécules  d'oxyde  de  carbone,  dans    6x4,5x5  =  i'Sa™^ 
il  y  en  a    0,45  X  1350  =  «07,5. 

Or,  pour  fournir  6  molécules  d'oxyde  de  carbone,  il  faut  1  molécule  de  ferrocyanure  ;  pour  en  fournir 

607,5  il  faudra     '—      molécules  de  ferrocyanure  et  par  suite  un  poids  de  cette  substance  égal  à 

.5^^X368milligr.  =  37g^26. 
6 
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1243. On  considà-c  une  ellipse  et  son  cercle  principal  ;  un  rayon  mené  par  le  centre  0  de  l'ellipse 

rencontre  d'un  même  côté  du  grand  axe  l'ellipse  et  le  cercle,  respectivement  en  M  et  P.  Trouver  et  construire 
la  courbe  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  à  l'ellipse  avec  la  parallèle  au  petit  axe  menée  par 
le  point  P. 

Soient    —-+-  —  —  1  =  0    l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  et    x^-hy-  —  a-  =  0    celle 
a-         b- 

de  son  cercle  principal.  La  normale  en  un  point  M(a  cos  o,  b  sin  -i)  de  l'ellipse  a  pour  équation 

(1)  T^ <;-  =  0; 

^  '  cos  I)        sm  o 

le  ravon  DM  défmi  par  l'équation  — - —  =  -^ —  rencontre  le  cercle  principal  en  deux  points  P  et 
•'  r  -1  a  cos  Ci         osmo 

F';  celui  de  ces  deux  points  qui  est  situé  par  rapport  au  point  G  du  même  coté  que  le  point  M  a  pour 

abscisse 

a-  cos  9 

^  ■'  ~  yja-  cos-  o  -h-  62  sin^  ç  ' 

le  radical  étant  précédé  du  signe  -h.  D'ailleurs,  l'équation  (2)  représente  la  parallèle  à  Oy  menée  par 

ce  point. 

On  obtiendrait  l'équation  du  lieu  en  éliminant  tp  entre  les  deux  équations  (1)  et  (2).  On  peut  éviter 
ce  calcul  laborieux  en  résolvant  les  équations  par  rapport  k  x  ei  y;  on  obtient  de  cette  façon  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu  en  fonction  du  paramètre  cp 

a'^  cos  <p 
X  =    ,  ,  !..    .         ' 

y/a-  cos-  tp  -H  0^  sm^  o 

sino  r  a^  ,1 


■^  6     L  V  «"'  cos-  o-^b^  sin^  o  J 

et  pour  avoir  toute  la  courbe  il  suflit  de  faire  varier  o  dans  un  intervalle  d'étendue  égale  à  2-. 
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5i3 


Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendra  toute  la  courbe  en  faisant  varier  ç  de  0  à  —  et  en  prenant 

le  symétrique  de  la  portion  construite  par  rapport  aux  deux  axes. 
Les  dérivées  de  x  et  de  ;/  par  rapport  à  o  sont 

dx  ^  —  a-b^  sin  o 

do 


do 


(a' cosï  cp -f- 62  sin  2  o)i 

ces  a  f-  a^ 


[ 


\_  (n- cos  ^  ^ -h  b- sin- 0)'^ 


] 


dx 


Quand  o  croît  de  0  à  — »    -j-  est  constamment  négatif,  par  suite  x  décroît  de  n  à  0  ;  d'autre  part, 
comme    a-cos- ■?+ é-sin=  =>    est  toujours  inférieur  à  a^    -^  est  toujours  posi- 

tif,   et    y    croit   de  0  à  — A  ces  variations  correspond  l'arc  de  courbe 

AB. 

dx 
Pour    tf  =  0,    — —  est  nul,  la  tangente  au  point  A  est  parallèle  à  Oij.  Pour 

r.        du  ,     , 

'?  —  '^'   ~t'  ''^^  ""'-  '^  tanffenleau  pomt  B  est  parallèle  à  Ox.  En  achevant  par 
symétrie,  on  obtient  la  forme  de  courbe  ci-contre. 

J.  HAAG  et  R.  BOUVAIST. 

Bonne  SDliition  :  M.  Dnallor  LEcrun. 


1249.  —  Cdlculcr  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connaissant  la  bissectrice  de  l'angle 
droit  et  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  l'hypoténuse  en  tournant  autour  de  chacun  des  côtés  de 
l'angle  droit. 

Désignons  par  a  la  longueur  de  la  bissectrice,  par  x  et  y  les  longueurs  des  côtés  de  l'angle  droit 
du  triangle  rectangle  cherché-  Nous  aurons  d'abord 

,       xv.BC* 

XI/  =  a-  H , 

BC  étant  l'hypoténuse  du  triangle  ;  or    BC"  =  x^-hy^;     donc 

2x'^j/-  =  a-2(x+î/)2. 
L'aire  engendrée  par  l'hypoténuse  en  tournant  autour   de    AC   est 
A  !/  C         Tti.BC,    et,  en  tournant    autour    de   AB,    r.y.BC.  La    somme  des   deux 

aires  est  donc    ti(BC)(x  4-  y),     et  l'on  doit  égaler  cette  somme  à  une  quan- 
tité donné  -a-,  ce  qui  fournit  la  nouvelle  équation 

(x  ■+■  y)}/x^-^y'  —  a^ . 

Prenons  alors  pour  inconnues    x-\-y    et  xy  ;  la  première  équation  nous  fournira 

*!/  =  ■;^(^^-î/)' 

et,  en  portant  cette  valeur  de  xy  dans  la  seconde  équation,  nous  aurons 

(x  -h  yy\{x  -+-  y)'  —  <t^2{x  -+-  y)]  =z  a\ 
c'est-à-dire 

(1) 
en  représentant  par  u  l'inconnue    x  +  y. 


i«'  —  a/2u3  —  «'  =  0, 
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D'après  le  théorème  de  Descaries,  celte  âqualion  admet  une  racine  positive  et  une  seule,  elle  admet 
aussi  une  racine  négative  cl  une  seule.  La  racine  positive  est  seule  acceptable.  Appelons-la  u,  nous 

aurons    xt/  =  -j^u    et  x,  y  seront  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

aw 

Cette  équation  adniel  deux  racines  positives  ou  deux  racines  imaginaires  ;  si  la  condition  de  réalité 
est  remplie,  mais  seulement  dans  ce  cas,  les  racines  seront  acceptables.  Nous  devons  donc  avoir 

«2  —  2uav/2  >  0 

ou  M  >  2o(/2. 

Or  0  substitué  à  u  dans  l'équalion  (1)  donne  le  signe  — ,  il  faut  donc  que  2a^/â  substitué  à  u  dans 
la  même  équation  donne  le  même  signe.  La  condition  d'existence  du  triangle  est  ainsi 

«>aJ/32. 
Si  o  est  égal  à  ayâl,  la  valeur  de  u  est  égale  à  âa^/à,  l'équation  (2)  a  une  racine  double  elle  triangle 
est  isocèle. 

M.  THIÉRY,  lycée  de  Nancy. 
Bonne  solution  ;  M.  J.  Haai;,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 
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1319 .  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  une  sécante  variable  M'M  "  telle  que  les  coordon- 

11  11 

nées  des  points  M'  et  M",   {x',  i/')  et  (oc",  y")   satisfassent  à  la  relation    -^  -^-g,  —  ^  +  "^  " 

Trouver  le  lieu  du  pôle  de  la  droite    M'M"    par  rapport  à  l'ellipse.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  3»  degré  que 

l'on  demande  de  construire.  ,     •     .    n     j 

U.  Martin,  lycée  de  Bordeaux. 

1320.  -  On  donne  une  ellipse  (E)  et  deux  points  fixes  de  son  plan,  P  et  Q  ;  on  considère  tous  les  cer- 
cles (Q)  qui  passent  par  ces  deux  points  et  qui  coupent  l'ellipse  aux  points  variables  M  et  N  ;  soit  (D)  la 
droite  MN,  on  demande  : 

1»  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  droite   (D)    avec  la  polaire  du  centre  de  l'ellipse  par  rapport  au 

cercle  (Q)  * 

i"  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  droite   (D)   avec  la  polaire  du  centre  du  cercle    (û)    par  rapport  à 

rellipse  ; 

3"  Le  lieu  du  point  d'intersection  de   (D)  avec  la  droite  qui  joint  le  centre  de  l'ellipse  au  centre  du  cercle  ; 

4°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  (D)  avec  chacune  des  droites  qui  joignent  le  centre  du  cercle  aux  points 
fixes  P  et  Q  ; 

5»  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  (D)  avec  les  tangentes  aux  cercles  (U)  parallèles  à  la  droite  PQ. 

L.  Martin. 


BAll-LE-llUC.    —   lui'.    COUTE' JACOVET 


Le  liédacteur-Gévanl  :  U.  VUIBEKT. 


14"  Année.  N"  11  Août  1904. 
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TRIANGLE  INSCRIT   DANS  UNE    CONIQUE   ET    DONT  DEUX    COTES 
TOUCHENT  DEUX  AUTRES    CONIQUES 
par  M.  Mathieu  Weil. 


Considérons  trois  coniques  faisant  partie  d'un  même  faisceau  linéaire,  et  ayant  pour  équations  : 

(C)  x'-hy'-z'=-0, 

(C)  \x-'  -+-  By*  —z'=0, 

(C")  A'x^  H--  BY  -  :-  =  0. 

B-1         B'-i 

On  aura —  —  — =  k. 

A  —  1         A  —  1 

Soit  un  triangle  ABC  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  la  première  conique,  pendant  que    AB 
touche  la  seconde  conique,  et    AC    la  troisième.    On  sait  que  l'enveloppe  du 
^      côté  BC  est  formée  de  deux  coniques  du  faisceau;  nous  nous  proposons  d'effec- 
tuer le  calcul  qui  conduit  aux  équations  séparées  de  ces  deux  coniques. 

Un  point  de  la  conique   G   est  défini  par  un  paramètre   l   au  moyen  des 
formules 

1  —  r-'  2/ 


X  =  z ,  V  =  = 


l-^r-  "         t  H-  «* 

et  la  droite  qui  joint  deux  points  a  pour  équation 

x{l  —  W)  -f-  y[t  -f-  /')  —  :(1  -+-  W)  =  0. 
Un  point  de  laconique  G'  est  donné  par  les  formules 


X\/h.   =  z 


l  —  H-  ,_  2H 


Les  valeurs  de  0   correspondant  aux  points  où  cette  conique  est  coupée  par  la  droite  sont  données 

par  l'équation 

(.1_92\(1 — tl')         261/ -4- ri 


v'A  v^B 

La  condition  pour  que  la  droite  touche  la  conique  G'  est  donc 

B  A 

ou 

(t)  '  l\\-hU'-)-h2iJ.lx-hx^-+-l  =z  0, 

B  -  AB        ,  A  —  B  —  AB 

en  posant  l  =  x,  =  a, —  f^. 

A  A 

Opérant  de  même  pour  la  conique  C",  on  aura 

(2)  (^(l^Xy)  +  2i.'<y  +  j/-^+X'  =  0, 

avec  des  notations  analogues. 
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On  a  d'ailleurs,  en  remplaçant  B  par     1  -k  /.(A  —  1), 

AX=  (1  _/,•-(- A;A)(J  —A), 

A(l-p)=(l-/.-+A-A)(l+A). 
Éliminant  A,  il  vient 

4X  '  il' 

Nous  aurons,  en  éliminant  t  entre  les  équations  (1)  et  (2),  la  relation  entre  x  et  y  [x  désignant    t', 
et  y  désignant  t"),  qui  déûnit  l'enveloppe  du  côté  BC.  Le  résultat  de  l'élimination  est 

[2[(1  -h  IxW  +  ?/■-)  +  (H-  X'(/-^)(X  -u  x')]  -  ii^i^'xyj 

—  [iix-x-  —  4(1  +  lx%l  4-  a?')][4,u'-i/2  —  4(1  -1-  lyyl'  4-  y-)]  =    0, 
ou  bien 

[(ir^{){x'^y')M'^-^^ni^Y-^i)-^i'i''^yT--'^b''^'-(i^^^^^^^^  =  O- 

Considérons  l'expression 

li'-x'  —  (1  +  Xa;2)(X  -^  x')  -  (_"[ji-^  —  X^  _  l)x-  —  X(i;'  -h  i). 
On  a  iJ.'  —  r-  ~  2X  —  I  =  —  AU, 

d'où  1x2  —  X2  _  1  =  2X(1  -  2/c)  =  X/i  (A  =  2  -  4/;:), 

de  même  (i'^— X'^  —  lz=l'h. 

Posons     a- -(-y- =  U,     xy  =  z,     l'équation  devient 
[fXX'  +  1  )U  +  (X  +  X')(z^  H-  1)  —  2|j^,a'3]2  —  4XX'[U-^  —  hV(z^  -^  i) -+.  (-j -{- \f  +  (h^  —  4)s^l  =  0, 

ou  bien 

U2[).X'-lf-^2U[(XX'+l)A+2AXX'(z:'+l)]4-A--'  — 4XX'[(:2  +  i)2-+-(/i2_4);2]=0, 

en  écrivant     A  =  (X+X'j(:-^-hl)  — 2|x,a':. 

Cette  équation  se  décompose   si  la  quantité  sous  le  radical  est  un  carré  parfait;  cette  quantité  est 

égale  à  4XXD, 

D  =  (^2  -(-D^ijlV^  — 2KiJt';(c=-Hl)[A(XX'-hl)-t-2(X  +  X')|  +  :2[(XX'_l)2(yi2_4)_^4^2jj,/2j_ 

En  observant  que  l'on  a 

^'i^l'-i-^l  +  l'h, 
on  voit  bien  que,  dans  D,  le  coefticient  de  (:'■'-+- 1)^  est  fi-|Ji'-  ;  on  voit  aussi  que  Dest  le  carré  de 

{z^  -+.  l)[X(ji'-  :[/KXX'+- 1)  -t-  2(X  4-X')]. 
On  a  donc  l'équation  des  coniques  sous  la  forme 

CÙ'  —  ^y-V  =  H(:2  +  1)+Ls. 
Pour  lune  des  coniques,  on  aura 

H  =  — (XX'-H  1)(X  -h  X')  —  ihll'  +  2HLHI'  ^/XX', 
L  =  2iJi;ji\XX'  +  i)  —  2N/XV[/i(XX'  -f- 1  )  +  2(X  -i-X')J. 
Pour  l'autre  conique,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  iJTj^'. 
En  remplaçant  U  et  :  par  leurs  valeurs,  l'équation  de  la  conique  s'écrit 

x,(i'2  «"-  -4- 1)  H-  2<'r',a,  -+- 1'^  + 1"'  =  0, 

avec 

H  — L 


'1 


(XX'  — 1)2  '  2(XX'— If 

L'équation  ponctuelle  de  la  conique  est 

A.r^+Biv-— :'=0, 
avec 

X.  =  |^-B„  1.,  =  l-B,--^, 

Al  Al 

d'où 

Ai=    \-'!--^'  ,  2Bi  =  l-Xi_(.i, 

1  -4-  /,  —  Hi 
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ou  _ 

v/XX'  -h  1  \  =      iJt/  -+-  il  —  !)().'  —  1  )  -  (2  +  /O  \/>.X' 
A,  =  ' 


v/XX'_i  ./        .t,ji'-f-(X-i-l)(X'-f-l)-4-(2— /!)v/XX' 

_    jjtfi-  -h  (X  —  1)(X'  —  i)  —  (2  +  /i  jv^XX- 
'  ~  2(v'XV-  !)■- 

Ces  formules,  relativement  simples,  résolvent  le  problème  proposé;  les  méthodes  ordinaires  con- 
duisent à  des  calculs  très  pénibles. 
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Mathématiques. 

1256.  —  On  donne  la  parabole  y-  =  'ipx  rappariée  à  son  axe  el  à  sa  tangente  au  sommet,  et  un 
point  de  l'axe,  A,  d'abscisse  n. 

On  mène  par  A  une  sécante  coupant  la  parabole  aux  points  M  el  N  ;  puis  par  les  points  M  e<  N  on 
fait  passer  un  cercle  tangent  à  la  parabole:  soit  Q  le  point  de  contact.  On  demande  : 

i"  de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle,  quand  la  sécante  MN  tournera  autour  du  point  A; 

2°  de  trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  MN  avec  la  normale 
menée  à  la  parabole  au  point  Q. 

Construire  el  discuter  ces  lieux  selon  les  différentes  positions  du  point  A  sur  l'axe  de  la  parabole. 

1.  Soit  m  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  MN;  comme  il  existe  un  cercle  passant  parles 
points  où  la  parabole  est  rencontrée  par  M  N  et  par  la  tangente  au  point    Q,  le   coefficient  angulaire  de 

P 
cette  tangente  est  —m   et  son  équation  est    y-\-mx-^ — i— -  =  0.      L'équation  du  cercle  considéré  est 

2m 

donc  de  la  forme 

l{y'  —  'ipx)  -+-  (y  —  mx-h  ma)(  y  -+■  mx  -+-  -~  )  =  0, 

et  on  délL'iniine  X  en  écrivant  que  le  coefficient  de  x-  est  égal  à  celui  de  y-.  Nous  trouvons  ainsi 
X  =  — (l+7?r),  puis  en  remplaçant  X  par  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  nous  obtenons  pour 
équation  du  cercle 

—  mV  +  î/')-+--ï[(^^;j  +  «)'»'-+-^J-Hyf-^-+-»wj^-  Ç  =0. 

Les  coordonnées  du  centre  vérifient  les  équations 

3» 

—  2m-x-h{'ip-+-a)m--{- -^  =0, 

—  2m-i/H — \-ma=0. 

^        2w 

et  pour  avoir  l'équation  du  lieu  de  ce  point,  il  suffit  d'éliminer  m  entre  ces  deux  équations. 
La  première  nous  donne 

^*^  ""  =    2[2:r-2y-a]' 

d'autre  part  la  deuxième  peut  s'écrire 

—  4m^y  -+-  p  -+-  2am^  =  0 
ou  16m«!/'  =  (p  +  2a?n2)2; 


048 
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il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  cette  dernière  équation  m-  par  sa  valeur  (l).  Nous  trouvons  ainsi 


\Ç,yK 


8{'2x~'2p—af 


/JH- 


2.r- 


ou  27p!/-  =  (2j;  —  2jo  —  a){x  — p  -+-  ay. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point    x  =  p  —a.     y  =  0,     l'équation  se  sinipliûe  et 


devient 


y- 


x^i'ix  —  3a) 
27p 


Celte  équation  représente  une  courbe  du  troisième  degré  symétrique  par  rapport  à  Ox,  admettant 
un  point  double  à  Torigine  et  des  branches  infinies  paraboliques  parallèles  à  Oy. 
Nous  en  construirons  seulement  la  moitié  qui  correspond  à  l'équation 


les  radicaux  étant  précédés  du  signe 
La  dérivée  de  y  est 


dy 
dx 


_   3?s/2x  —  3a 


3(3?  —  g) 

slTlp{ix  —  3o) 


3a 


Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que     2a'  —  3a    soit  positif,  ou   que  x  soit  supérieur  à —-•  Comme 

a;  =  0    est  une  valeur  remarquable  correspondant  au  point  double,  nous  sommes  conduits  à  distinguer 
les  cas  suivants. 

Premier  cas.     a  <  0. 

La  variation  de  y  est  indiquée  par  le  tableau  suivant 


X 

a 

0 

H-oc 

dy 
dx 

— 

-t- 

+ 

y 

0 

décroît 

min 

croit 

0 

croît 

+  00 

On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  ABOC,  et  on  achève  par  symétrie  par  rapport  à  Oa;. 

Les   tangentes   au    point  double  ont  pour  coefficients  angulaires 


y 

/c 

<i^ 

tf\ 

B 

^         27p 


Deuxième  C.\s.     a  =  0. 

On  ne  peut  donner  à  j  que  des  valeurs 

du  ... 

est  constamment  positif  et 


positives,  —r- 
dx 

quand    x   croît  de  0  à     +  oo,     y  croît 

également  de  0   à    -f-cc.     Comme  —  a 

pour  limite  0  pour    a-  =  0,     l'origine  est 
unpointde  rebroussement  dont  la  tangente  est  Oa.'. 
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Troisième  Cas.     a  >  0. 


3a 


Dans  ce  cas  le  point  double  est  isolé.  Quand  x  croît  de  —^  h  +  oc,  j/  croît  de  0  à  -h  qo.  La  tan- 
gente au  point  A  (x  =  -^^  7  =  0  j  est  parallèle  à  Oy,  car  le  rap- 
port   :— —  croît  indéfiniment  quand  x  tend  vers  -^  • 

2 
2.  La  normale  au  point  (J   à  la  parabole  a  pour  coeflicient  angu- 
laire —  •  par  suite  l'équation  de  cette  droite  est 


m 
(2) 


(x  —  p) ' 


ou 


x  —  a 

y 


D'autre  part  de  l'équation  de  la  sécante  MN,   y  =  m{x — a),  on  tire 
Nous  aurons  donc  l'équalion  du  lieu  cherché  en  remplaçant  dans 


1  X  —  a 

l'équation  (2)  —  par  • >     ce  qui  nous  donne 

m  y 


{x  —  a)(x  —  p)         p{x  —  a) 


y  2y^ 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  transportant  l'origine  au  point    x  —  a,    y  =  0, 

2y\y'  -  x')  +  px'  -  2xtj\a  -  //)  =  0. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à   Ox   et  admettant  un 
point  triple  à  l'origine. 

Pour  la  construire  nous  poserons    y  =  ix,    nous  avons 

2<-(fl  — p)-p  . 

2r-(<«  — 1)      ' 

il  suffira  de  faire  varier  (  de  0  à     -hoo,     et  de  prendre  la  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue 
par  rappport  à  Ox. 


X  devient  infini  pour    <  =  1     et  s'annule  pour    t 


-  Y    2(a- 


V) 


;     cette  valeur  n'est  réelle  que 


si  a  est  plus  grand  que  p.  Dans  cette  dernière  hypothèse  il  est  nécessaire  de  comparer  ces  deux  valeurs 

3p  — 2n  ,,  ... 

1     est  égale  à    -j^ — ;-  ;    elle  est  positive  si 


de   t,  1  et    v/  ^     ^ 

V    2(a- 

o.<.-~    et  négative  si    a  > -^- 


V) 


La  différence 


2(a-p) 


2(a-p) 


Nous  aurons  donc  plusieurs  cas  à  examiner. 

En  outre  la  courbe  admet  une  asymptote  correspondant  à  la  valeur  l  —  i.  Pour  déterminer  cette 
asymptote,  cherchons  la  limite  de  y—x  ou  de  ix  —  x  ou  encore  x{t—{)  pour  t  =  \. 
Nous  avons 


y—x  = 


2fj 3jj 

la  limite  du  second  membre  est     — — - — —'     par  suite,  l'équation  de  l'asymptote  est 


Y  — a; 


2t'it  -+- 1) 

suite,  l'éc 
2a  — 3p 
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y-Y  = 


Pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote,  calculons  la  différence    y — Y  ; 
nous  avons 

''2t\a  —  p)  —  p        2a  — 3p 

—  ?^(2fl  —  3p) -+-  f\2a  —  p)—2p 

(<— 1)[— <^(:ja— 3p)-4-2p<-4-2p] 


Le  trinôme     o{l)  =  —  /-(2o  —  3;j)  -h2pt  -+-  2p    a  deux  racines  réelles  si  a  est  plus  grand  que 


5p 

"F 


dans  ce  cas  l'asymptote  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  à  distance  finie.  De  plus,  comme 


<f(l)  =  7p  —  2a,   on  en  conclut  que  dans  les  environs  de   t  =  l,  y  — Y  a  le  signe  de    (7p— 2a)(<  —  1). 
Cela  étant,  rien  n'est  plus  facile  que  d'avoir  les  différentes  formes  de  la  courbe. 

Premier  cas.      a  <  p. 

Le  signe  et  les  valeurs  remarquables  de  x  sont  indiquées 
dans  le  tableau  suivant 


0 


1 


-h  <»     —  ce 


—  0 


Gomme 


y 


1l\a  —  p)—p 


2<(<^  — 1) 

on  voit  que   pour     «  =  0,     y  est  infini,  et  pour    t 
est  nul. 

Pour    a  =  p,    on  a  une  courbe  analogue. 


■<»,    y 


Deuxième  cas. 


3n 


t 

0 

1 

./     /'         ,.^ 

V    (2p-«)         ^"^ 

X 

-HOC 

+ 

+  'X   00 

—           0            -H        0 

Si    a<-j-,    l'asymptote  ne  rencontre  pas  la  courbe,  c'est  le  cas  de  la  figure.  Si    «  >  -7-'    l'asymp- 

-1-  4 
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tote  L  rencontre  la  boucle  placée  au-dessous  do  Ox  en  deux  points.  Enlin  si    a  =  -7-1    L  est  tangente 

-1: 

à  la  boucle. 

Si    a  =  -^f    l'équation  du  lieu  s'écrit 

le  lieu  se  décompose  en  deux  droites  et  une  parabole. 


Troisième  cas. 


4i<«<i 


1 

0 

V   2(a  — p) 

1 

+  00 

X 

+  00 

^           0            - 

—  X   --H  00 

+       0 

7» 
Si    a  >  -^.    la  branche  de  courbe    A    est  au-dessous  de  l'asymptote  et  la  branche   R   au-dessus. 

Enfin  si  rt  =  —^,    les  deux  branches  A  et  B  sont  toutes  deux  au-dessous  de  l'asymptote.  Chaque 

asymptote  rencontre  la  courbe  en  un  seul  point. 

Assez  bonnes  solutions  [)ar  MM.  .1.  Haag  et  Gkiiabd,  lycée  Janson-de-Sailly. 


Physique. 


1257.  —  Un  câble  est  formé  d'un  conducteur  cylindrique  de  cuivre  A  séparé  d'une  enveloppe  cylin- 
drique en  plomb  B  par  une  matière  isolante  de  capacité  inductive  K.  Le  conducteur  de  cuivre  a  un 
diamètre  Di.  L'armature  cylindrique  de  plomb,  d'épaisseur  négligeable,  est  concentrique  au  conducteur  A 
et  a  un  diamètre  D».  On  établit  entre  le  conducteur  A  et  l'enveloppe  métallique  extérieure  B  une  différence 
de  potentiel  Vq.  On  demande  : 

1°  les  densités  électrii/ues  superficielles  sur  chacune  des  surfaces  métalliques  ; 

2"  la  différence  de  potentiel  V  qui  existe  entre  un  point  situé  à  la  distance  r  de  l'axe  et  un  point  de  la 
surface  du  conducteur  intérieur  ; 

3°  la  capacité  par  unité  de  longueur  de  ce  cable. 

Application  numérique  :     D,  =  5^/m,     D2  =  13™/m. 

1. —Le  potentiel  V  en  un  point  M  est  lié  au  champ  F  qui  agit  en  ce  point  par  la  relation  fonda- 
mentale 

dV  =  —  Fdr. 
Les  tubes  de  force  entre  les  deux  cylindres  ayant  la  forme  de  secteurs  cylindriques,  le  champ  varie 
en  raison  inverse  de  la  distance  à  l'axe  ;  si  donc   Fi    désigne,  en  particulier,  le  champ  dans  le  voisinage 
du  conducteur  A,  soit  à  une  distance  n  de  l'axe,  on  a 

Fr  =  F,r,. 


Le  champ  Fi  est  lui-même  égal  à 


K 


C7i  désignant  la  densité  superficielle  sur  le  conducteur  A. 


On  a  donc  successivement 


rfV 


Intégrons  entre  ri  et  r,,  il  vient 

(1)  V,-V, 


„  r,  iTiai    r, 

Fi  —  dr  = —  dr. 

r  K       r 


4to,        ,  .       rj 

-^r,.log.  nep.  — 
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d'où  en  remplaçant    V,  —  V»    par  V„, 

K  V„  K  V„ 


log.  nép.  —  log.  nep.  — - 

r,  D, 


=  KVoX  0,0767. 


De  même  la  densité  sur  le  conducteur  B  est 

K  Vo  K  V„ 


47tc,   ,  .       /■.         2tiD,  ,  ,       D, 

log.  nep.  — ^  log.  nép.  -yr- 


=  KVoX  0,0293, 


le  tout  en  unités  électrostatiques  C.  G.  S. 


2.  La  formule  (1),  appliquée  à  un  point  quelconque,  donne  en  appelant  V   le  potentiel  en  ce  point 
ou,  en  remplaçant  a,  par  sa  valeur 


V  —  Vi  =  —  -^  ?•,  log.  nép.  — . 
K  r. 


r 
log.  nép.  — 

log.  nép.  — 


3.  La  charge  Qi  par  unité  de  longueur  est     Qi  =  ^T^rto,  =  -^^o 


K  „  1 


log.  nép.  — 
''i 
0                     K 
Onendéduit    C,  =  -fr  = =  Kx  1,2049   unités  électrostatiques  CGS  =  Kx0,1339 

Vo  ,  ,       n 

2 log.  nep.  — 

ri 

microfarads  par  kilomètre. 
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1252.  —  On  considère  les  paraboloides  S  gui  admettent  une  parabole  principale  donnée  P. 

!■>  Lieu  des  ombilics  qui  ne  sont  pas  dans  le  plan  de  la  parabole  P. 

2°  Surface  engendrée  par  les  hyperboles  des  paraboloides  S  contenues  dans  leurs  plans  de  Monge.  Définir 
géométriquement  cette  surface  par  les  sections  planes  parallèles  à  Vaxe  de  la  parabole  P  et  perpendiculaires  à 
son  plan. 

3°  Il  y  a  un  paraboloide  S  langent  à  un  plan  Q.  Lieu  du  point  de  contact  quand  le  plan  Q  reste  paral- 
lèle à  un  plan  donné  ou  à  une  direction  donnée. 

4°  Mêmes  questions  si  le  plan  Q  passe  par  une  droite  fixe  ou  par  un  point  fixe.  Etudier  les  cas  de 
décomposition  de  la  surface  trouvée  dans  le  dernier  cas. 

Prenons  pour  axe  des  x  l'axe  de  la  parabole  P,  pour  axe  des  y  la  tangente  au  sommet  et  pour  axe 
des  z  la  normale  au  plan  de  cette  parabole.  Les  équations  de  cette  parabole  seront 

yi  —  2pï  =  G,  z  =  0. 

L'équation  générale  des  paraboloides  S  est 


l  étant  un  paramètre  arbitraire. 


—  ^-Y  =2ar. 
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1.  Les  plans  cycliques  de  cette  quadrique  sont  fournis  par  l'équation 

P         ^ 
S  prenant  successivement  pour  valeurs  les  valeurs     0,    — .    —    des  racines  de  l'équation  en  S.    Pour 

S  =  0,    on  trouve  une  solution  impropre,  les  plans  directeurs  du  paraboloïde  ;  pour    S  =  — ,    on  trouve 


Vx      p  /      p 


ce  sont  justement  les  plans  cycliques  perpendiculaires  au  plan  de  l'autre  parabole  principale  que   P, 

1 

ceux  dont  les  ombilics  ne  sont  pas  situés  dans  le  plan  de  la  parabole  P.  La  racine    S  =  —     donnerait 

les  plans  cycliques  perpendiculaires  au  plan  de  la  parabole  P. 

Par  conséquent,  les  ombilics  cherchés  sont  sur  les  diamètres  conjugués  des  plans 

(p  —  X)j'^  —  Xa;2  =  0  ; 
ces  plans  ont  pour  équations  respectives 

z^p — X  +  ojv'X  =  0 


et  z^p  —  X  —  x\/%  =  0  ; 

ils  sont  donc  représentés  tous  deux  par  l'équation    z^p  —  / — xv'X  =  0,     dans  laquelle  les  deux  radicaux 
ont  le  double  signe.  Le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  a  pour  équations 

ou,  dans  le  cas  actuel, 


M 

V           w 

> 

1 

= 

y 

0 

z 

v/X 

Xv/p  - 

X 

X/n  — X 
par  suite,  les  équations  du  diamètre  sont      y  =  0      et     c  = -j^ — •     Le  lieu  des  ombilics  est  donc 

dans  le  plan  y  =  0,  ce  qui  est  évident  a  priori,  et  l'on  trouve  son  autre  équation  en  éliminant  X  entre 
l'équation  de  la  seconde  parabole  principale,  z^  —  fkx  =  0,  et  celle  que  l'on  vient  d'obtenir;  on  trouve 
ainsi 

4X-3+:-— 2/ja:  =  0. 

Le  lieu  demandé  est  donc  l'ellipse  dont  les  équations  sont 

(1)  4x2-<-:2_2^a;  =  0    et    y  =  0. 

2.  Le  plan  de  Monge  du  paraboloïde  a  pour  équation     x  h — ^  =  0  ;     nous  aurons  l'équation  de 

la  surface  engendrée  par  l'intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  de  Monge  en  éliminant  X  entre  les  deux 
équations  ;  celle  du  plan  donne  X= — 2x~p,  et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  du  parabo- 
loïde, nous  avons 

(2)  (2a-  -hp)(y^  —  ipx)  —  pz^  =  0. 

C'est  l'équation  de  la  surface  cherchée.  Cette  surface  est  une  surface  cubique  symétrique  par  rapport 
aux  plans  des  xy  et  des  xz,  coupant  le  plan  des  xy  suivant  la  parabole  P  et  la  directrice  de  cette 
parabole  ;  elle  coupe  le  plan  des  yz  suivant  une  droite  à.l'infini  et  les  deux  bissectrices  de  l'angle  yOz, 
et  enlin,  le  plan  des  zx  suivant  l'ellipse 

(E)  4x^-f-:2  4.2pj;  =  0, 

symétrique  de  celle  que  nous  avons  trouvée  par  rapport  à  0:. 
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La  section  par  le  plan    y  =  k    a  pour  équation 

ix^-  4-  z-^  +  2px (2a; -h  /J)  =  0  ; 

P 
c'est  une  ellipse  homothétique  à  (E)  ayant  toujours  un  de  ses  axes  situés  dans  le  plan  des  xy    et  dont 
les  sommets  décrivent,  l'un,  la  parabole  P,  l'autre,  la  directrice  de  cette  parabole.  Avec  ces  indications, 
rien  n'est  plus  aisé  que  de  construire  une  quelconque  des  sections  faites  par  un  plan  parallèle  au  plan 
des  zx. 

3.  L'équation  tangentielle  de  S  est  pu^ +).«'-— 2u)' =  0  ;  elle  est  du  premier  degré  en  X, 
donc  il  y  a  un  paraboloïde  et  un  seul  tangent  au  plan  Q,  de  coordonnées  u,  v,  w,  r.  Pour  avoir  le  point 
de  contact,  il  faut  joindre  l'équation  de  ce'plan  à  celles  du  diamètre  de  ce  plan  ;  on  trouve  ainsi 

-1=  ^  =  ^, 
u         pv         hv 

et  ux  -]-  vy  +-  wz  -i-  »•  =  0. 

On  aura  le  lieu  en  éliminant  X  et  r  entre  ces  trois  équations  et  la  condition  de  contact  ;  ce  calcul 

donne  les  deux  équations 

1       ^        pv 

(3)  r 

[    2u(mx  +  vy  H-  wz)  —  itwz  -+-  pv^  =  0. 

Ce  sont  les  équations  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  ;.r. 

Si  le  plan  Q  reste  parallèle  à  une  direction  lixe  seulement  (a,  p,  y),  les  paramètres  m,  v,  w  sont 
liés  par  une  relation  U3.^v'^  +  Wi  =:  0,  et  le  lieu  sera  engendré  par  la  droite  (3)  quand  u,  v,  w 
varient  en  véritiant  la  relation  précédente.  Le  lieu  est  donc  une  surface  réglée  dont  on  obtiendra  l'équa- 
tion en  éliminant  u,    v,   lo  entre  les  trois  équations  rappelées  ;  la  première  donne     «  =  /J,      v  —  —y 

Si/  —  wct 
la  dernière  donne     «•  =  ^^ — i     et  l'équation  chercbée  est 

(4)  '  y(|/'-  -  2/3X)  -  (jiy  -  pa>  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs  le  plan  y  =  0  et  le  plan 
Yjy  —  ^i  =  0;  il  était  certain  à  l'avance  que  le  lieu  serait  une  surface  réglée  ayant  pour  plan  directeur  le 
plan  des  zx.  Ce  paraboloïde  contient  aussi  la  parabole  P. 

4.  Nous  allons  modifier  un  peu  la  méthode  suivie  dans  le  paragraphe  précédent,  en  ne  faisant  pas 
intervenir  d'une  façon  directe  le  plan  Q. 

Soient  (a,  ^,  y)  et  (a,  p',  y')  deux  points  de  la  droite  lixe  donnée  ;  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  au  paraboloïde  X  menés  par  cette  droite  sont  sur  la  droite  polaire  de  cette  droite,  c'est-à-dire 
sur  l'intersection  des  plans  polaires  des  deux  points  donnés 


;•  -  a  =  0, 

P  '' 

P  '■ 

\ 
Le  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  X  ou  -r-   entre  l'équation  du  paraboloïde  et  ces  deux-ci.  En  élimi- 
nant X  entre  la  première  et  la  seconde,  on  a 

(5)  V(y'  -  2pj7)  -^  zipx  _  py  -^  /ja)  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  hyperboloïde  qui  contient  la  parabole  P. 

En  éliminant  X  entre  les  deux  dernières,  on  trouve  l'équation  d'un  plan 

(6)  (PT'-#)î/-M(ï'-r)^-^='/-Ta']  =0. 


GÉOMÉTRIR  ANALYTIQUE 


555 


Dans  le  premier  cas,  le  lieu  demandé  est  donc  une  conique,  la  conique  représentée  par  les  équations 

(5)  et  (6). 

Dans  le  second  cas,  quand  le  plan  est  astreint  seulement  à  passer  par  un  point  lixe  (a,  ^,  y),  le  lieu 

est  Ihyperboloïde  (.ï). 

Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  les  équations  (5)  et  (6),  afm  de  donner  la  nature  exacte  de  chacun 

des  lieux. 

L'équation  (5)  est  linéaire  en  :,  donc  il  faut  la  résoudre  par  rapport  à  ;  et  cherchor  la  nature  de 
l'intersection  du  cylindre  parabolique  y-  —  2/)x  =  0  par  le  plan  asymptote  /«  —  Py  +  px  =  0  rela- 
tif ;\  la  direction  O2  :  en  éliminant  px  on  trouve  une  équation  du  second  degré  en  y 

y-  -  2^.7  -+-  2/)ï  =  0  ; 
ses  racines  sont  réelles  si      p—ipx  >  0,      c'est-à-dire  si  le  point  donné  est  à  l'extérieur  du  cylindre 
parabolique,  et  alors  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  si    p.^  — 2pa  <  0,     c'est  un  hyperbo- 
loïde  ù  deux  nappes,  et  si    p-  —  "Ipy.  =  0,     c'est  un  cône. 

Quant  au  plan  (6)  il  est  parallèle  à   0:    et  le  plan  mené  parallèlement  par  l'origine  contient  une 

génératrice  Oz,  du  cône  directeur  ;  il  en  contient  en  général  une  autre,  dillérantde  0:  ;  donc  la  section 

plane  de  l'hyperboloïde  est  une  hyperbole  en  général  ;  ce  ne  sera  une  parabole  que  si  le  plan  de  section 

est  tangent  au  cône  directeur,  c'est-à-dire  si  le  plan 

{Pï'-#)!/-P(ï'-t)^  =  0 
coïncide  avec  le  plan 

?'!-px  =  0; 
ceci  donne  la  condition 

Pï'-#-P(t'-ï)  =  o 

ou  y(p_^')  =  0. 

On  peut  évidemment  toujours  supposer  y  ^  0  ;  la  condition  se  réduit  donc  à  fJ  —  ?^0,  ce 
qui  signifie  que  la  droite  donnée  est  parallèle  au  plan  des  zx.  C'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  la 
section  plane  de  l'hyperboloïde  est  une  parabole. 

S'il  s'agit  d'un  point  donné  seul  (a,  ^,  y),  il  n'y  a  plus  aucune  hypothèse  à  faire  sur  ses  coordon- 
nées. On  voit  de  suite  que  pour  y  =  0,  la  surface  (0)  se  décompose  en  deux  plans  :  =  0  et 
px  —  (ît/  -(-pa  =  0.  Comme  on  s'en  assure  aisément,  il  n'y  a  pas  d'autre  cas  de  décomposition.  La  vraie 
solution  dans  ce  cas,  est  d'ailleurs  le  second  plan,  qui  est  le  plan  polaire  fixe  du  point  («,  ?■,  y)  par 
rapport  à  tous  les  paraboloïdes  du  faisceau. 

lionnes  solutions  :  MM.  U.  Bodvaist  ;  Fedcuot,  lycée  de  Dijon. 


Remarques  géométriques. 


—  1.  Toutes  les  surfaces  S  admettrontcommcplans  principaux  le  plan  de  P  et 
le  plan  perpendiculaire  k  celui-ci 
et  passant  par  l'axe  de  P.  La 
deuxième  parabole  principale 
sera  située  dans  ce  dernier  plan 
et  admettra  même  axe  et  même 
sommet  que  P.  Ceci  étant,  pre- 
nons pour  plan  de  figu.-e  le  plan 
de  cette  deuxième  parabole  prin- 
cipale P'  et  ligurons  dans  ce  plan 
la  parabole  P'  et  la  parabole  P 
après  une  rotation  de  90°  autour 
de  son  axe.  On  sait  que  le  para- 
boloïde  S  correspondant  peut 
être  engendré  par  une  parabole 
égale  à  P  qui  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même,  son  som- 
met décrivant  P'.  Ceci  étant,  soit    M  un  ombilic  non    situé  dans  le  plan  de    P.  C'est  un  point  de    P'   tel  que 
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01,,  corde  parallèle  à  la  tangente  MT  en  M,  soit  égale  au  segment  déterminé  par  S  sur  la  perpendiculaire  au 
plan  de  P'  menée  par  K,  milieu  de  OL.  Or  ce  segment  est  égal  a  la  corde  de  P,  passant  par  N',  tel  que 
ON'  =  MK  =  Oï,  et  perpendiculaire  à  Ox.  Cette  corde  est  donc  la  droite  projetant  M  sur  Ox.  Soit  1  le  point 
de  rencontre  de  cette  droite  avec  le  cercle  de  diamètre  OF,  situé  du  même  côté  que  M  par  rapport  à  Ox.  Nous 
avons  les  égalités  suivantes  : 

MN''  =  Ml'-  -  W  =  NN''  —  iM'-  =  40r.0N'  —  4ÔN''  =  40N'.N'F  =  4iN'-. 
ou  MN'  =z  2IN'. 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  ellipse  E  de  petit  axe  OF  et  dont  la  longueur  du  grand  axe  est  égale  à  20F. 

2.  Etudions  maintenant  lasurt'ace  engendrée  par  les  hyperboles  des  paraboloïdes  S  situés  dans  leurs  plans  de 
Monge.  Reprenons  la  figure  précédente,  mais  en  plaçant  P'  de  l'autre  côté  que  P  par  rapport  à  Oj,  pour  obte- 
nir des  points  réels  de  la  surface.  Soit  o  le  foyer  de  P',  F  celui  de  P,  Fu>  la  directrice  de  P.  Cherchons  la  sec- 
tion de  la  surface  par  le  plan  parallèle  à  0*  et  dont  la  trace  sur  le  plan  de  P  est  rabattue  sur  le  plan  de  la 
figure  suivant  wL.  Soit  M  l'un  des  points  de  la  section  correspondant  à  P'.  Ce  point  se  trouve  évidemment  sur 
la  parabole  égale  à  P',  d'axe  Lw  et  de  sommet  L.  On  a  donc 

MM'-  =  40-i.LM'. 

Or  0!p-4-0F  =  — OK. 

Donc  Oœ  =  —  (OK  +  OF)  =  OF'  —  OK  ==  KF'. 

Par  suite,  MM'^  =  4LM'.M'a)  —  4WS 

l  désignant  le  point  de  rencontre  de  MM'  avec  le  cercle  de  diamètre  «jL,  situé  du  même  côté  que  M  de  (oL. 
Quand  tp  décrit  Ox',  M  décrit  donc  avec  son  symétrique  par  rapport  à  wL  une  ellipse  de  petit  axe  wL  et 
dont  la  longueur  du  grand  axe  est  égale  à  2ojL.  Si  on  l'ait  varier  maintenant  «jL,  on  voit  que  la  surface  que 
nous  nous  proposions  d'étudier  peut  être  engendrée  par  une  ellipse  qui  se  déplace  et  varie  en  restant  homothé- 
tique  à  E  et  de  façon  que  les  sommets  de  son  petit  axe  décrivent  l'un  P,  l'autre  la  directrice  de  P.  Cette 
surface  est  d'ailleurs  du  3"  ordre,  comme  sa  section  par  le  plan  de  P,  laquelle  se  compose  de  P  et  de  sa  direc- 
trice Dans  la  figure  précédente,  on  vérifie  aisément  que  l'ellipse  trouvée  passe  par  0,  en  tenant  compte  de  ce 
que  L  est  sur  P.  On  en  conclut  que  les  bissectrices  de  l'angle  j/O;  appartiennent  à  la  surface. 

3  et  4.  —  Les  surfaces  S  font  partie  d'un  faisceau  tangenliel  défini  par  la  parabole  P  et  un  point  double  à 
l'infini  dans  la  direction  0:;.  Il  en  résulte  qu'il  y  a  une  seule  de  ces  surfaces 
tangente  à  un  plan  donné  Q.  Supposons  que  le  plan  Q  tourne  autour  d'une  droite 
donnée  D.  Cherchons  le  lieu  du  point  de  contact.  On  sait  que  le  lieu  des  pôles  d'un 
plan  Q  par  rapporta  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques  est  une  droite,  passant 
parle  point  de  contact  de  O  avec  la  quadrique  du  faisceau  tangente  h  ce  plan. 
Dans  le  cas  actuel,  cette  droite  sera  parallèle  à  0:  et  passera  par  le  pôle  M'  de  la 
trace  Iq  de  Q  sur  le  plan  de  P,  par  rapporta  P.  Le  point  de  contact  M  du  plan  Q 
avec  la  surface  S  qui  lui  est  tangente  est  donc  le  point  d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  droite  KE  d'intersection  de  Q  avec  le  plan  polaire  de  I  par  rapport 
au  cylindre  C  de  base  P  et  de  génératrices  parallèles  à  0;.  Or,  lorsque  Q  tourne 
autour  de  D,  ce  plan  polaire  reste  fixe,  ainsi  que  K.  M'  décrit  AB.  D'autre  part, 
on  voit  aisément  que  les  faisceaux  de  droites  KM  et  M'M  sont  homographiques. 
Donc  le  lieu  du  point  M  est  une  hyperbole  du  plan  ABK  passant  par  K  et  le  point 
;i  l'infini  dans  la  direction  Ox;.  On  a  les  tangentes  en  ces  points  en  cherchant  les  rayons  correspondants  au 
rayon  KK'  dans  les  deux  faisceaux.  En  particulier,  on  obtient  l'asymptote  parallèle  à  Oo  quia  pour  trace 
sur  AB  le  point  K"  conjugué  harmonique  de  K'  par  rapport  à  AB.  On  en  conclut  en  passant  que  pour  que 
l'hyperbole  se  décompose,  il  faut  et  suffit  que  R'  et  K"  coïncident  entre  eux  et  par  tuile  avec  l'un  des  points  A 
et  B,  ce  qui  exige  que  D  soit  tangente  à  C  La  deuxième  direction  asymptotique  de  l'hyperbole  est  la  direction 
du  rayon  KM  correspondant  au  cas  où  M'  est  à  l'infini,  et  par  suite  E  en  Ei,  milieu  de  AB.  [KEi  est  donc 
parallèle  à  la  deuxième  asymptote.  Remarquons  enfin  que  l'hyperbole  passe  par  les  points  A.  et  B.  Il  en  résulte 
que  lorsque  celle-ci  se  décompose,  elle  donne  la  génératrice  de  contact  BK  de  C  avec  le  plan  tangent  à  C 
mené  par  D  et  la  parallèle  à  KEi  menée  par  A.  Celle-ci  est  d'ailleurs  le  véritable  lieu,  car  la  première  droite 
correspond  au  cas  particulier  où  S  se  réduit  à  C.  Lorsque  D  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsque  les  plans  Q 
restent  parallèles  à  un  plan  donné,  on  se  trouve  dans  un  cas  de  décomposition  et  le  lieu  est  alors  une  droite 
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parallèle  aux  pians  diamétraux  de  C.  —  Pour  que  le  lieu  soit  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  que  K'  tombe 

en  El,  c'est-à-dire  que  (D)  soit  parallèle  aux  plans  diamétraux  de  C. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  points  M  lorsque    Q   tourne  autour  d'un  point  lixe    R.    Pour  cela,  nous 

pouvons  évidemment  supposer  qu  il  tourne  successivement  autour  des  droites 
passant  par  H  et  situées  dans  un  plan  quelconque,  un  plan  tangent  HKB  mené 
par  H  à  C,  par  exemple.  Le  lieu  cherché  sera  alors  la  surface  engendrée  par 
la  droite  AT  homothétiquede  KE,  parrapportà  B  etdanslerapport  2,  lorsque  IK 
tourne  autour  de  R.  Or  cette  droite  s'appuie  constamment  sur  B;.  Nous  allons 
montrer  qu'elle  s'appuie  également  sur  la  droite  A  intersection  du  plan  paral- 
lèle à  celui  de  P  mené  par  li  avec  le  plan  diamétral  conjugué  du  deuxième  plan 
tangent  à  C  issu  de  R.  En  effet,  on  a  sur  la  ligure 


BG;  _  K(.'  _  KM,  _  KR_  RR' 
BE,  ~  KE,  ~  KB  ~"  Kl  ~  TT' 
Donc  R'G'i  est  parallèle  à  l'axe  de  P.  Il  en  est  de  môme  de  RG'.  Or  le  lieu 
de  G  est  l'homotliétique  du  lieu  de  G'  par  rapport  à  Ri  dans  le  rapport  2. 
G  décrit  donc  une  droite  qui  est  bien  A.  On  vérilie  aisément  que  les  points  T 
et  G  se  correspondent  homograpliiquomcnt.  (iT  décrit  donc  une  quadrique 
Téglée,  qui  contient  P  et  B;.  En  considérant  l'autre  plan  tangent  mené  par  R 
à  C,  on  aura  le  deuxième  système  de  génératrices.  Tant  que  R  sera  à  distance 
finie,  cette  quadrique  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  R  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  si  Q  reste  parallèle 
à  une  direction  donnée,  le  lieu  sera  un  paraboloïde  hyperbolique.  Si  R  est  en  K  sur  C,  le  lieu  est  le  cône  de 
sommet  T  et  de  base  P.  Enfin  si  R  est  en  T  dans  le  flan  de  P,  la(iuadrique  se  décompose  en  deux  plans,  le 
plan  ABj  et  le  plan  de  P,  lequel  est  d'ailleurs  obtenu  dans  le  cas  particulier  oii  S  se  réduit  à  deux  fois  ce  plan . 
On  montre  d'ailleurs  aisément  que  ce  cas  de  décomposition  est  unique. 

J .  HAAG,  é\kye  de  l'École  normale  supérieure. 


1254.  —  Par  lesommel  d'une  slrophoide  droite  el  par  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe,  on  peut 
mener  deux  cercles  tangents  à  la  strophoide  ;  le  cercle  passant  par  le  sommet  et  les  contacts  enveloppe  une 
cissoide  droite. 

Soit 

x{x'  4-  If)  =  a(x-  "  if) 

l'équation  de  la  strophoide  rapportée  à  son  axe  de  symétrie  et  à  la  perpendiculaire  menée  par  le   point 
double.  Si  nous  posons    y  —  tx,     nous  avons  de  suite  les  équations  paramétriques  de  cette  courbe 


a(l  -  f') 


!/ 


a/(l  —  t-) 


P 


Le  sommet  a  pour  coordonnées  a  et  0,  le  t  de  ce  point  est  0;  les  t  du  point  double  sont!  et    —  1  ; 
enfin  les  t  des  points  à  l'infini  sont  oo,  i  et    —i. 
Cela  posé,  soit 

x'-  +  y'-  —  lux  —  2pi/  -h  Y  =  0 
l'équation  d'un  cercle  quelconque  ;  si  nous  cherchons  les  t  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la 
strophoide,  nous  avons  une  équation  du  quatrième  degré  en  t 

a-{V  —  i'-)^-ta{<t^^l){\.  -C-)^^[\_-^i^)  =  0, 
OU     (1)  «'<*-4-2ap<''H-(2<7«  — 2a^-(-Y)<2— 2(z?«-fa^— 2aoc-4-Y  =0, 

et  nous  voyons  de  suite  que  les  racines  de  cette  équation  sont  liées  par  la  relation 

Or  le  cercle  doit  passer  au  sommet  de  la  strophoide  ;  donc  l'une  des  valeurs  de  t  est  nulle,  /.,    par 
e.xemple,  et  la  relation  se  réduit  à 


t,-^-t, 


■  'lt2'3 


0. 
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Soit  alors  X  le  paramètre  du  point  de  la  strophoide  par  lequel  le  cercle  est  mené,  les  deux  autres 
paramètres  des  points  de  rencontre  du  cercle  du  faisceau  avec  la  strophoide  sont  liés  par  la  relation 

^j+Zo  +  X  +  X^,/,  =  0. 

Pour  que  le  cercle  soit  tangent  à  la  strophoide,  il  faudra  que     t,  —  t,;       donc  les  paramètres  des 
points  decontact  sont   fournis  par  l'équation  du  second  degré 

{->)  X/2  +  2/-4-X  =  0; 

il  y  a  deux  solutions,  donc  deux  cercles  répondant  à  la  question. 

Pour  que  les  points  de  contact  soient  sur  un  cercle  passant  au  sommet,  et  de  coordonnées   a,  p,  y. 

il  faudra  que  l'éciuation  (1)  ait  pour  racines  0  et  aussi  les  deux  racines  de  (i). 

Nous  aurons  donc  déjà 

a^  —  2aa  -h  Y  =  0, 

ou  Y  =  2f/a  —  a^, 

puis, 

af  +  2?/2  ^  (43t  _  3„);  —  2|3  =  (X^^  +  2<  -h  l){pt  -t-  q). 

Le  calcul  d'identification  est  facile  et  donne  successivement 


a 
p=-. 

2[ 

a 

^-i 

"-"       2X2  ' 

et 

Le  cercle  cherché  est  donc 

Y  =  fl^(l- 

^)- 

1 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  ce  cercle  en  écrivant  que  l'équation  du  second  degré  en  —  a  une 

A 

racine  double,  ce  qui  donne 

(3)  ay-  —  'i[x  —  a)\{x  —  af  h-  y'']  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  cubique  circulaire  ayant  pour  point  double  le  point  (a,  0}.  En  portant  les  axes 
parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  l'équation  devient 

4a;(a:--l-y^)  — a»/^=  0, 

et  l'on  reconnaît  là  l'équation  d'une  cissoïde  droite. 

PARROD  et  J.  HAAG. 

Bonnes  solutions  :  MJI.  .1.  Roua,  à  Toulouse  ;  X,  à  Dijon  ;  L.  Michel  ;  G.  DuLiMBtnT,  à  Grenoble,  Dnallob  Lecbah. 

Solution  géométrique.  —  Dans  le  numéro  d'Août  1903  de  la  Revue,  j'ai  démontré  le  théorème 
suivant: 

Par  un  point  M  ijris  sur  une  strophoide  droite  on  peut  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes,  et  la  droite 
joignant  les  points  de  contact  enveloppe  une  parabole  dont  le  sommet  coïncide  avec  celui  de  la  strophoide  et  dont  le 
foyer  est  le  sy>nétri(jue  du  point  double  par  rapport  au  sommet  commun. 

Transformant  par  inversion  ce  théorème  en  prenant  pour  pôle  le  sommet  de  la  strophoide  et  pour  puis- 
.«ance  d'inversion  le  carré  de  la  distance  du  sommet  au  point  double,  (dans  ces  conditions  la  strophoide  se 
transforme  en  elle-même),  on  obtient  la  proposition  à  démontrer. 

R.  BOUVAIST. 

Bonnes  solutions:  MM.  J.  Haag,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure;  M.  Thiébï,  lycée  de  Nancy  ;  X.  à  Dijon. 
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AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

Mutilé inniiques  élémentaires.  (*) 

On  (ioiinf,  dans  nn  pUiii,  Houx  points  A  et  A'  et  une  di-oite  D  menée  par  A  ;  un  cercle  variable  F,  situé 
dans  ce  plan,  passe  cnnst.unniorit  par  A  et  A'.  Autour  du  point  variable  M  où  ce  cercle  rencontre  D,  on  fait 
tourner  la  tangente  en  ce  point  a  r  d'un  angle  donné  a  dans  le  plan  orienté  ;  soit  A  la  droite  ainsi  obtenue. 

1'^  La  droite  A  rencontre  1'  en  un  point  M'  autre  que  M  ;  le  lieu  des  points  M'  est  une  droite  D'  que  l'on 
construira. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  la  projection  orthogonale  du  point  A'  sur  A. 

2»  Démontrer  que  le  lieu  g('ornétri(iue  du  pôle  P  de  A  par  rapport  à  r  est  une  droite  d. 

3°  Soil  (/i  une  droite  donnée  dans  le  plan  ;  chercher  si  celte  droite  peut  être  regardée  comme  lieu  (/  du 
point  P,  en  choisissant  convenablement  la  droite  D  et  l'angle  a. 

4°  Trouver  l'enveloppe  de  <l  lorsque  I)  tourne  autour  du  point  A,  l'angle  a  restant  constant. 

î)»  Soil  T  le  triangle  dont  les  sommets  sont  le  point  P  elles  points  de  rencontre  de  A  avec  r  :  étudier  le 
déplacement  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

{■i  juillet,  de  7  h.  à  S  li.) 

Malhémnti(jues  spécialr.i. 
1321.  —  On  donne  un  cylindre  délini  en  cooi'données  rectangulaires  par  l'équation 

y-  —  ^px  =  0 
et  un  plan  dont  l'éqnalion  est 

z  —  bti  +  'h{x  —  ny)  =  0. 

t»  Calculer  les  coordonnées  rtn  sommet  S  de  la  parabole  section  du  cylindre  parle  plan.  Trouver  la 
courbe  C  lieu  géométrique  de  ce  sommet  quand  X  varie,  a  et  6  restant  tixes.  Montrer  que  cette  courbe  possède 
en  général  deux  points  doubles  et  peut  être  placée  sur  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

2°  On  considère  la  cijurbe  particulière  C  obtenue  en  posant 

«  =  I,  6=0. 

Quelles  sont  les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs  de  À  qui  correspondent  aux  points  de  rencontre 
de  C  avec  un  plan  arbitraire  ? 

Discuter  la  réalilé  des  points  de  rencontre  de  celte  courbe  avec  un  plan  osculateur  quelconque. 

3"  Démontrer  que,  par  toute  droite  tangente  en  un  point  A  à  C,  on  peut  mener  trois  plans  qui  lui  soient 
tangents  chacun  en  un  point  antre  que  A  ;  réalité  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangents  à  la  courbe   C   se  partagent  en  deux  familles  ;  démontrer  que  les  plans  de  l'une  des 

familles  sont  tanucnls  au  cylindre  parabolique  et  ceux  de  l'autre  famille  tangents  à  une  surface  du  second  ordre 

dont  on  déterminera  le  genre. 

[.T  juillet,  de  7  h.  à  2  II.) 

Composition  nur  l'.Atiahjse  et  ses  applications  géométriques. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  ;  un  point  C  de  l'axe  O.v,  d'ordonnée  positive  /(  esll  e  centre 
d'une  circonférence  de  rayon  R  située  dans  le  plan  xOy.  Une  droite  AB,  delongucurconstante  a,  sedéplacede 
façon  que  son  extrémité  A  reste  sur  l'axe  Oa:  et  son  extrémité  B  sur  la  circonférence.  On  suppose 

R  <  /(  et  a  >  R  +  h. 

Soient  Ç  l'abscisse  variable  du  point  A,  et  9,  0  les  angles  que  font  respectivement  les  directions  AB  et  CB 

o  6 

avec  la  direction  Oy.  Soient  en  outre  X  et  t  les  valeurs  respectives  de   tg  ^   et  de    tg  — . 

1"  Les  paramètres  l,  X  et  t  satisfont  k  des  relations  de  la  forme 

d^ rfX     _      dt 

v/P(Ç")  -  v/Q(X)   -  n/RTF)' 

(•)  Dfs  solutions  étu  liées  de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires  sont  publiées  dans  \e  Journal  de  Mat'iémati'juei 
élémentaires. 
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où  P(?),  Q(X),  R(()  sont  trois  polynômes  du  quatrième  degré  respectivement  en  ?,  en  1  et  en  t,  à  coefficients 
constants.  Former  ces  relations  et  en  déduire  les  expressions  de  ^  X  et  «  en  fonctions  elliptiques  d'un  para- 
mètre u,  à  l'aide  des  fonctions  su,  en,  du  de  Jacobi.  On  fera  en  sorte  que,  dans  ces  expressions,  à  la  valeur 
M  =:  0  corresponde  la  plus  grande  valeur  que  peut  prendre  ?,  lorsque  les  éléments  géométriques  de  la  figure 
sont  tous  réels.  On  discutera  les  formules  obtenues. 

2°  Exprimer  en  fonction  de  u  la  surface  du  triangle  ABC  et  le  rapport  des  vitesses  des  points  A  et  B  dans 
le  mouvement  de  AB. 

3°  Soient  r  la  courbe  enveloppe  de  AB  et  M  le  point  de  contact  de  AB  avec  cette  enveloppe.  Démontrer 

que  la  diffi'ri'ntielle  de  l'arc    s  =  MuM  de  la  courbe  r,  compté  à  partir  d'un  certain  point  fixe  Mo,  est  donnée 

par  la  formule 

ds^-  =  (da,  —  sin  ad^)\ 

où   ai    désigne  le  segment    AM   estimé  positivement  dans  le  sens   AB.   Déduire  de  là  l'expression  de  s  en 

fonction  de  u. 

{6  juillet,  de  7  II.  à  2  h.] 
Mécanique  i-ationnelle. 

Soit  Oxij:  un  trièdre  trirectangulaire  dont  le  sommet  0  est  fixe.  Le  point  0  est  le  centre  d'un  anneau 
formé  par  une  tige  circulaire  infiniment  mince,  sans  masse,  placée  dans  le  plan  xOy 
et  invariablement  liée  à  ce  plan.  Deux  sphères  massives,  homogènes,  identiques, 
ayant  leurs  centres  c  et  c'  sur  la  tige,  sont  traversées  par  elle  et  ne  peuvent  ainsi  que 
glisser  le  long  de  l'anneau;  elles  sont  en  outre  assujetties,  par  certaines  liaisons,  à 
rester  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox.  On  suppose  d'ailleurs  que  ces  liaisons  sont 
sans  frottement  et  qu'il  en  est  de  même  du  glissement  des  sphères  sur  l'anneau. 
Enfin,  aucune  force  extérieure  n'agit  sur  le  système  ainsi  constitué. 

d°  Former  les  équations  différentielles  qui  déterminent  la  rotation  instantanée  du 
trièdre  Oxy:s  et  l'angle  «  que  font  avec  Ox  les  droites  Oc  et  Oc'.   Indiquer  ensuite 
comment,  en  supposant  ces  équations  intégrées,  on  pourra  calculer  les  angles  d'Euler 
qui  définissent  la  position  du  trièdre  relativement  à  des  axes  fixes  convenablement 
choisis  et  comment  aussi  on  peut  calculer  les  forces  de  liaison  qui  agissent  sur  cha- 
cune des  sphères,  regardée  comme  lilire. 
2''  A  un  certain  moment,  on  introduit  brusquement  une  liaison  nouvelle  qui  fixe  invariablement  les  deux 
sphères  à  la  tige  :  déterminer  les  variations  de  vitesse  qui  peuvent  se  produire,  ainsi  que  les  percussions  de 
liaison  que  subit  à  ce  moment  chacune  des  sphères. 

3°  La  liaison  brusquement  introduite  étant  supposée  persistante,  former  les  nouvelles  équations  différen- 
tielles du  mouvement  du  système.  Admettons  en  outre  qu'à  l'instant  de  la  percussion  l'angle  u  était  égal  à 

— ,    étudier  complètement  ce  mouvement  ;  puis  trouver  un  point  de  l'anneau  tel  que  si,  à  une  époque  ulté- 

4 

rieure  donnée,  on  fixe  brusquement  ce  point,  le  système  soit  subitement  et  tout  entier  immobilisé. 

Nota.  —  On  appellera  a  le  rayon  de  l'anneau,  h  et  vi  le  rayon  et  la  masse  de  chacune  des  sphères. 

(7  juillet,  de  7  h.  à  2  li.) 

BOURSES  DE  LICENCE  PRÈS  LES  FACULTÉS  DES  SCIENCES 
Sciences  mathématiques. 

1322.  —  On  considère  la  courbe  (C)  dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

—        1 

1°  Soit  A  celui  des  points  dintlexion  de  cette  courbe  dont  l'abscisse  est  négative.  Entre  quelles  limites  le 
coefficient  angulaire  m  d'une  sécante  menée  par  le  point  A  doit-il  être  compris  pour  que  cette  sécante  ren- 
contre la  courbe  (C)  en  deux  points  réels  A',  A"  autres  que  le  point  A?  Comment  sont  placées,  par  rapport  à 
la  courbe  (C),  les  droites  limites  entre  lesquelles  la  sécante  doit  être  comprise? 

2°  On  mène  par  le  point  A  une  tangente  à  la  courbe  (C),  en  un  point  B,  autre  que  le  point  A:  évaluer 
l'aire  comprise  entre  la  droite  AB  et  la  courbe. 

3°  Quel  est  le  lieu  (D)  du  milieu  des  deux  points  A',  A",  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A?  On 
ne  figurera  que  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des  points  d'intersection  réels,  et  on  déterminera  les  coor- 
données des  points  communs  aux  courbes  (C)  et  (D). 

(21  juin,  de  8  h.  à  midi.) 


QUESTION  PROPOSEE  561 


Sciences  physiques. 

Physique. 
I.  Description  el  usage  du  spectroscope. 

H.  —  1323.  —  Un  tube  vertical  de  300  mètres  de  haut  renferme  de  l'air  à  une  température  uniforme  de  20 
degrés.  On  demande  de  donner  l'expression  numérique  du  rapport  des  pressions  en  lias  et  en  haut  de  cette 
colonne. 

On  admettra  que  l'air  ohéit  rigoureusement  à  la  loi  de  Mariette  et  que  l'intensité  de  la  pesanteur  a  la  valeur 
constante  981  en  tous  les  points  de  la  colonne. 

Chimie. 

I.  Préparation  et  propriétés  de  l'acide  azoteux  et  des  azotiles. 

II.  —  1324.—  Un  mélange  de  chlorure,  bromure  et  iodure  de  potassium  secs  pèse  ôk^S'H.  On  demande  la 
composition  de  ce  mélange  étant  donnés  les  résultats  suivants: 

On  dissout  ce  mélange  dans  l'eau  et  on  partage  cette  dissolution  en  deux  parties  égales  A  et  B.  Dans  la 
partie  K  on  verse  de  l'azotate  d'argent  jusqu'à  précipitation  complète.  Le  précipité  recueilli  et  desséché  pèse 
58'-,2075. 

On  chaufi'e  la  partie  B  avec  de  l'eau  de  brome  et  on  continue  l'ébullition  jusqu'à  ce  que  l'excès  de  brome 
ait  disparu  ;  on  précipite  par  l'azotate  d'argent  la  liqueur  ainsi  obtenue  et  on  recueille  le  précipité  dont  le  poids 

est  4gr,9125. 

(22  juin,  de  S  h.  à  midi.) 

ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
Épure . 

On  prendra  comme  origine  0  le  centre  de  la  feuille,  comme  axe  des  x  le  grand  axe  de  la  feuille. 

On  donne  les  points 

(lo)  X  —  —5,  2/  =  0; 

(a)  a;=  —  5,  V  =  6, 

et  l'on  construit  le  triangle  équilatéral  a'^-(  ayant  pour  centre  oi  et  pour  sommet  a. 

Les  points  a,  ^,  •(,  sont  les  pieds  des  axes  verticaux  de  trois  paraboloïdesde  révolution  dont  les  sommets  et 
les  foyers  ont  respectivement  pour  cotes  16  et  15. 

Représenter  en  projection  horizontale  seulement,  le  système  des  trois  paraboloïdes  solides  et  de  même 
substance,  en  ne  conservant  de  cet  objet  que  la  région  au-dessus  du  plan  horizontal  supposé  opaque  et 
illimité. 

Ombres  de  ce  système,  les  rayons  lumineux  étant  inclinés  à  45°  sur  le  plan  horizontal  et  parallèles  en 

projection  horizontale  à  Ow,  de  façon  que  l'ombre  sur  le  plan  horizontal  soit  à  droite. 

Calculer  les  coordonnées  des  points  brillants  sur  les  trois  paraboloïdes. 

(27  juillet,  de  8  h.  à  midi.) 

♦ 


QUESTION   PROPOSEE 

1325.  —  On  donne  une  ellipse  E  et  un  point  P  dans  son  plan. 

1°  Trouver  le  nombre  des  cercles  osculateurs  à  l'ellipse  et  tels  que  chacune  des  cordes  communes  à  ces 
cercles  et  à  l'ellipse  passe  par  P. 

2»  Trouver,  pour  chacune  des  positions  de  P,  combien  de  ces  cercles  sont  réels. 

3°  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  l'ellipse  et  de  ces  cercles  sont  sur  un  même  cercle  G. 

4°  Enveloppe  r  des  cercles  G,  quand  D  décrit  l'ellipse  donnée. 

5°  La  courbe  r  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de  cercles  qui  coupent  orthogonalement 

un  cercle  fixe  et  dont  les  centres  sont  sur  une  conique  tixe.  De  combien  de  manières  dilTérentes  la  courbe    r 

est-elle  susceptible  de  ce  mode  de  génération  ? 

(Agrégation,  1882.) 
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ALGEBRE 


1250. Calculer  les  côlés  de  l'aïujle  droit  d'un  triangle  rectangle  connaissanl  la  hauteur  abaissée  du 

sommet  de  l'anale  droit  sur  l'hypoténuse  et  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  en  tournant 
autour  des  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

Soient  x  et   y  les  longueurs  des  côtés  de  l'angle  droit,  /;    la  hauteur  relative  à  l'hypoténuse  et 

— Tta^  la  somme  des  deux  volumes  indiqués.  Nous  avons  d'abord,  d'après 
un  théorème  connu, 

J_  -  JL    J_- 

puis  y'^a,-!/-t-y-a;y- =  -7:a^ 

X  et  )/  sont  donc  fournis  par  les  deux  équations 

li-(a"  +  y-)  =  x'Y, 
a;;/(.r  -+-  g)  =  a^. 

Prenons  pour  inconnues  .t  4-  y  =  w  et  xg  —  v,     nous  aurons 

h^u-—  Î2y)  =  V- 
et  uv  —  a'  ; 

la  seconde  donne     u  =  ■ — ,   et  la  première  devient  alors 


,.[^_,„J^„., 


ou 

(1)  y»-l-2/i^y»  — /(V/''  =  0. 

Telle  est  l'équation  qui  donne  v;  d'après  le  théorème  de  Descartes,  elle  a  une  racine  positive  et  une 

seule,  et  de  même  une  racine  négative.  La  racine  positive  est  seule  acceptable. 

a' 
Appelons-la  v,  nous  aurons  alors    i*  =  —     et  x,  y  sont  les  racines  de  l'équation 

(2)  X'- a? -1-0  =  0; 

celle-ci  a  ses  deux  racines  positives  ou  imaginaires,  et  la  condition  de  réalité  est 

„'•  _  4î,3  >  0, 

ou 

a^ 

Or  0  substitué  à  v  dans  l'équation  (1)  donne  le  signe     —  ;     donc  le  nombre   -.— j   substituée  v. 
devra  donner  le  signe     -^.     Nous  trouvons  ainsi  l'unique  condition  de  possibilité 
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Si  1  on  a    h  —     /âîji'    on  a  aussi    v  =  —-,     1  équation  (1.)  a  ses  racines  égales  et  le  triangle 


\/2V4 


V4 


est  isocèle. 

Bonne  solution:  M.  J.  Haag,  élève  de  Itcole  normale  supérieure. 


M.  THIÉRY,  lycée  de  Nancy. 
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1230.  —  On  donne  un  cercle  (C),  deux  points  P  et  P'  sur  un  même  diamètre,  et  une  droite  (D)  per- 
pendiculaire à  PP'.  D'un  point  quelconque  S  d(^  (D)  on  mène  les  sécantes  PS  et  P'S  qui  coupent  respecti- 
vement le  cercle  (C)  en  A,  B  et  A',  B'.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  S'  de  AA'  et  BB',  et  le  Heu 
du  point  de  rencontre  S"  de  AB'  et  BA'. 

Montrer  que  lorsque  le  point  P  seul  est  donné,  on  peut  toujours  déterminer  la  position  du  point  P'  et 
de  la  droite  (D),  de  telle  façon  que  le  lieu  de  S'  soit  la  droit'-  (D),  et  le  lieu  de  S"  le  diamètre  PP'. 

Prenons  comme  axe  des  x  le  diamètre  PP'  du  cercle  et  comme  axe  des  y  le  diamètre  perpendicu- 
laire ;  désignons  par  p  et  p'  les  abscisses  des  points  P  et  P'  et 
soient  a;--Hi/' — R- =  0,  x— «  =  0  les  équations  du  cercle 
(C)  et  de  la  droite  (D). 

Représentons  par  X  l'ordonnée  variable  du  point  S  ;  les 
coordonnées  de  ce  point  sont  a  et  X,  par  suite  les  équations  des 
droites  SP  et  SP'  sont  respectivement 


a  —  p 


X  —  p 


a  —  p 


ou 


E  =  l{x  —  p)  —  y(a  —  p)  =  0,         E'  =l{x —p')—ij{a  —  p')  =  0. 
L'équation  générale   des  coniques  passant  par   les  quatre 
points  A,  B,  A'  B'  est  alors 

llx,  y)  =  K*-"  -t-  y-  -  R^)  4-  EE'  =  0, 
et  comme  les  points  S'  et  S"  sont  les  pôles  doubles  de  ce  faisceau  de  coniques,  les  coordonnées  de  ces 
points  vérifient  les  équations 

■a(E  +  E')  =  0, 


-^^2,. 


dx 


^  =  2iJ^y  —  [a  —  p)E'  —  (a-p'}E  =  0, 


J^  ==  _  2|j,R-^  _  IpE'  —  )p'E  : 
0: 


0. 


Nous  aurons  le  lieu  des  points  S'  et  S"  en  éliminant  X  et  |i.  entre  ces  trois  équations.  La  première 
et  la  troisième  nous  donnent 

X     ' 


(1)  E  -+-  E'  = 

et  comme  la  seconde  peut  s'écrire 


pE'-+-p'E  =  — 


2iiy  —  a(E  -H  E')  -H  pE'  +  p'E  =  0, 


on  peut  éliminer  aisément    E+E'    et    pE'  +  p'E,     et  on  obtient 

luax        2hiR2         „ 
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y 


et  nous  porterons 


ou  ^i{ly  -+-ax—R-}  =0. 

La  solution     a  =  0    nous  donne     E  =  0,     E'  =  0,     et  ces  équations  déterminent  le  point  S,  qui 
est  aussi  un  pôle  double  du  faisceau  considéré.  Le  lieu  de  ce  point  est  la  droite  (D). 

En  écartant  cette  solution  nous  avons    '>^y-h  nx  —  R-  —  0,     ou    À  = 

celte  valeur  de  X  dans  la  relation 

E  4-E'      _    a- 

pE'  H-  p'E  ~  IF' 

obtenue  en  éliminant  \i.  entre  les  relations  (1). 

(  R=  —  aa?)(2j;  _  p  —  p')  —  y\'îa  —p  —  p') 


Nous  trouvons  ainsi 


(R^  —  ax][{p  -+-  p')x  —  2pp']  —  y\a{p-^p')—  2pp'] 


X 


ou 

(2)    y-\x[a{p -t- p')  —  2pp'i  —  R2(2a  -  p  —  p')]  —  ( R-  —ax)ïx[[p  -+- p')x  —  'ipp']  —  R-(2.r  —  p  —  p')1  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu  des  points  S'  et  S",  elle  représente  une  courbe  du  troisième  degré, 
symétrique  par  rapport  à  Ox.  On  pourrait  la  construire  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y-. 

Pour  que  le  point  S'  décrive  la  droite  (D),  il  faut  que  le  premier  membre  de  l'équation  (S)  soit 
divisible  par  x — a,  et  pour  cela  que  le  coeHicient  de  y-  et  le  terme  indépendant  de  y^  s'annulent 
quand  on  y  remplace  x  par  a.  On  obtient  ainsi  l'unique  condition 

a[a(p  +  p')  —  2pp']  —  RH2a  —  p  —  p')  =  0, 


ou 


(3) 


a-\ (pH-p')  — 2(R2-t-pp' 


0. 


Cette  condition  exprime  que  les  points  P  et  P'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 

R^ 
points  de  Ox  qui  ont  pour  abscisses  a  et  — ,    c'est-à-dire  par  rapport  aux  deux  points  Q  et  Q',  Q'  étant 

le  pôle  de  la  droite  (D)  par  rapport  au  cercle  [C). 

Supposons  cette  condition  remplie,  et  divisons  par    a:- 


■  P')  -  2w'j  -  ik'  -  fla)[(p  -^  p')x 


a    le  premier  membre  de  l'équation  (2), 

R^ 

ip-hp) 


'h 


0 


nous  obtenons  yU'ip- 

■  L  ■        •  a 

ou  (4)  ay-[a{p  +p')  -  tpp')  -h  (R'^  —  ax)\p  -+-  p')  =  0, 

et  cette  équation  représente  deux  droites  passant  par  le  point  Q'. 

Pour  que  ces  deux  droites  soient  confondues  avec  Ox,  il  faut  que    p-\-p'    soit  nul;  mais  alors  la 

relation  Qi)  nous  donne  pp'=  — R^,  et  nous  en  déduisons 
p  =  R,  p'  =  —  R,  ce  qui  est  un  cas  très  particulier.  Par  con- 
séquent, si  le  point  P  est  donné  arbitrairement  sur  Oj,  il  est 
impossible  que  le  lieu  se  compose  de  la  droite  (D)  et  de  la  droite 
PP. 

Tous  ces  résultats  peuvent  s'expliquer  géométriquement. 
En  effet,  si  les  deux  points  S  et  S'  sont  situés  sur  la  droite 
(D),  cette  droite  est  la  polaire  de  S"  par  rapport  à  l'angle  ASA'  et 
aussi  par  rapport  au  cercle.  Donc  le  point  S"  coïncide  avec  Q', 
c'est  un  point  fixe,  et  les  deux  points  P  et  P'  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  à  Q  et  Q'. 

Les  deux  droites  représentées  par  l'équation  (4)  corres- 
pondent au  cas  où  les  droites  SP  et  SP'  sont  tangentes  au  cercle, 
c'est-à-dire  au  cas  où  le  point  S  est  en  Si  ou  en  Sa-  Les  polaires 
de  ces  points,    HiK,  et   HjKi  font  partie  du  lieu,  car  tous  les 

points  de  la  droite  H^K,   par  exemple  sont  des  pôles  doubles    du  faisceau  de  coniques  défini  par 

le  cercle  et  l'ensemble  des  droites  SjP  et  S,P'. 
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Par  suite  l'uqualion  ('/)  représente  les  droites  H|K,  et  IIjK,  ;  il  serait  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier 
analyliquemont. 

Si  eu  particulier  les  points  P  et  P'  sont  aux  extrémités  du  diamètre  OQ,  les  points  S,  et  S,  sont  à 
l'infini  sur  la  droite  (D)  et  les  droites  H,lv,  et  HoKj  sont  confondues  avec  OQ. 

Solution  par  M.  J.  Haag. 


1245. —  On  considrre  deux  droites  fixes  A,  A'  el  deux  points  fixes  A  et  A'.  On  prend  sur  ces  droites 

AM 
des  points  M  et  M'  tels  que    — —  =  k,     et  on  demande  le  lieudupoint  de  rencontre  des  droites  AM,  A'M', 

ainsi  que  l'enveloppe  de  la  droite  MM'. 

Prenons  pour  axes  les  droites  A  et  A'  et  désignons  par  x,,  y,  les  coordonnées  du  point  A   et  par 

Xi,  iji  celles  du  point  A'. 

Soient  a,  pies  coordonnées  d'un  point  P  du  lieu.  La  droite  PA  a 
pour  équation 

y  — ?/■  ^  ^— y. 

X  —  Xi  a  —  Xi 

elle  rencontre  Ox  en  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
par  suite  le  carré  de  la  distance  AM  est 

ou  Âm'=  ^^-^^[(«-a',)-^4-(P-j/.)i  +  2(a-x,)(p_y,)cose]. 

De  mênae  les  coordonnées  du  point  M'  sont 

a  —  Xî 
et  la  longueur  A'M'  est  définie  par  l'égalité 

Â^'=  (^^3^[«-^2)^  +  (?-y2)^  +  2(a-.r.)(p-y.)cose]. 

A  M 
Écrivons  maintenant  que  le  rapport  — —  est  égal  à  k,  nous  avons 

A  M 

^,  ^   yii'^—ocif     (g  -  j;,)"  4-  (P  -  y.)"  +  2(a  —  .riX^  —y.)  cos  6 
xl{^  —  ij,y  '  (a  -  x,y  -)-  (p  —  !/..)2  +  2(a  —  .i,-2)(p  —  j/2)  cos  0  ' 

OU,  en  remplaçant  «  et  ^  par  x,  y, 

r/i{x-x,Y[{x-Xiy  +  (i/— i/,)'  +  2(a;  -  x,){ij  -  y,)  cosO] 

—k'xliy  -7j,y[(x-Xif  ^(tj-y,y-+%c~x,){,j-ij.2)cosf)]^0, 
telle  est  1  équation  du  lieu. 

Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  circulaire,  admettant  pour  points  doubles 

les  points  A  et  A'  ainsi  que  le  point  B,  intersection  de  la  parallèle  à  Ox  menée  par  le  point  A  et  de 

la  parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  A'  ;  par  suite,  cette  courbe  est  unicursale.  Elle  admet  deux  direc- 

tions  asymptotiques  réelles  ayant  pour  coefficients  angulaires    ±  -^ — ,    et  une  asymptote  parallèle  à 

chacune  de  ces  directions. 


S66  ÉCOLE  CENTRALE 


Soil  maintenant    ux^  vy  H-  w  =  0     l'équation  delà  droite  MM'  ;  l'abscisse  du  point  M  est  égale  à 

W   5 


par  suite  nous  avons 
u 


2  /  W   \~  I  W  \ 

AM    =/j,  +  — j   4-2/2-1- 2Lr,H jî/,cosO, 

Â^'"  =  a;=-(- (i/,-+-— j    -hSxafyo-l-  — jcosO. 


AM 


En  écrivant  que  est  égal  à  K,  on  obtient  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe 

u-[(wx,  -t-M')^-l-M-?/;-t-2ui(/i(u.ri-(-''')cos6] — ]i''-u\v^3:\  -^{vyi-i-wY  -i-2vx.2(vy2  +  w)COS  «]  =  0. 
Cette  équation  représente  une  courbe  de  quatrième  classe  qui  admet  trois  tangentes  doubles,  savoir, 
les  droites  A,  a'  et  la  droite  de  l'infini. 

On  pouvait  prévoir  géométriquement  ces  divers  résultats  en  remarquant  que  la  correspondance 
entre  les  droites  AM  et  A'M'  est  du  genre  (2,  2)  ainsi  que  la  correspondance  entre  les  points  M  et  M' 
sur  les  droites  A  et  ^'. 

J.  HAAG  et  R.  BOUVAIST. 


CONCOURS  DE  1904  (Suite). 


ECOLE  CENTRALE 

Mathématiques. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  ET  CINÉMATIQUE. 


1326.  —  1°  Construire  la  ligne  S  dont  l'équation  est  :  p  =  jwv'cosâuj,    m  étant  une  longueur  donnée. 

2°  Soient  G,  G'  les  points  de  l'axe  polaire  situés  à  la  distance      — ^— -     du   pôle   :    Vérifier   que   le    produit 

(iMxG'M  reste  constant  lorsque  le  point  M  parcourt  la  ligne  S.  En  déduire  un  procédé  graphique  pour  tra- 
cer la  tangente  en  un  point  .M  arbitraire  de  la  ligne  S. 

(Application  de  la  projection  de  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur.) 

3°  On  considère  deux  cercles  égaux  qui  se  coupent  à  angle  droit  et  dont  les  centres  C  et  C  sont  à  la  dis- 
tance 2a.  Un  mobile  M  parcourt  le  cercle  C,  un  autre  parcourt  C  de  sorte  que  la  distance  MM'  reste  égale  à 
2a.  Prouver  que  le  lieu  géométrique  du  milieu  P  de  MM'  se  compose  d'un  cercle  C"  etd'uneligne  S'  semblable 
à  la  ligne  S  (1°). 

On  démontrera  que  si  l'on  joint  le  milieu  0  de  CC  à  chacun  des  points  M, M',  tels  que  le  milieu  P  de  MM' 
soit  sur  la  ligne  S',  on  obtient  deux  droites  symétriques  par  rapport  à  CC. 

4°  Du  mode  de  génération  de  la  ligne  S'  déduire  un  procédé  graphique  pour  tracer  la  normale  en  un  point 
donné  de  cette  ligne.  Cas  où  cette  normale  est  perpendiculaire  k  CC. 

5°  Le  point  M  décrivant  le  cercle  C,  en  sorte  que  la  droite  OM  tourne  uniformément  autour  du  point  0, 
trouver  l'expression  de  la  vitesse  du  point  P  sur  S'  et  discuter  le  résultat. 

Statique. 

I.   —  Des  forces  parallèles  Fi,  F2,   ...,  F„  sont  appliquées  en  des  points  Ai,  Aa,  ,..,  A„. 

1°  Définir  lecentre.de  ce  système  de  forces  parallèles. 

2°  Calculer  les  coordonnées  de  ce  point  en  fonction  des  coordonnées  des  points  d'application. 


ECOLK  CENTRALE 


o67 


II.  -  1327.  —  Un  corps,  dont  lo  poids  est  Ui''-,  repose  sur  une  table  horizontale  qui  pèse  elle-même  36k»'. 
Cette  table  est  portée  par  trois  pieds  verticaux,  égaux,  dont  les  traces  sur  le  sol  horizontal  sont  les  sommets 
d'un  triangle  rectangle  ABC  ;  les  côtés  AB.AC  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  ont  pour  longueurs' 0"', 3  et  0'",4. 
Calculer  les  pressions  exercées  sur  le  sol,  sachant  que  les  projections  sur  ce  sol  des  centres  de  gravité  delà 
table  et  du  corps  qu'elle  porte  coincidenl,  la  première  avec  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ABC,  la  seconde 
avec  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle. 


{10  juin,  de?  h.  à  II  h.) 


Physique  et  Chimie. 


I.  —  !,a  loupe. 


1328.  —  Une  enveloppe  thermomélrique,  pleine  d'ail' à  la  pression  p,  est  Formée  d'une  sphère  de 
rayon  R  reliée  par  un  tube  étroit  de  rayon  r  et  de  longueur  l  à  un  entonnoir  cylindrique  de  dia- 
mètre d. 

Donner  la  formule  qui  fait  connaître  le  volume  x  de  mercure  qu'il  faut  verser  dans  cet  appareil 
pour  que  ce  liquide  comprimant  l'air  contenu  au-dessous  de  A  puisse  couler  dans  le  réservoir  sphé- 
rique  et  le  remplir  k  moitié. 

On  admettra  que  le  tiibeAB  est  assez  étroit  pour  que  l'air  ne  puisse  sortir;  le  mercure  le  remplit 
entièrement  et  ne  l'orme  pa<  de  goutte  en   H.    Il  n'y  a  pas  de  variation  de  température. 

Application  numérique  :    p  =  70'"',0,    r  =  0^"',l,     l{  =  2' ",5,    d  —  2'"",0,     /  =  2b«"',0. 


III. 


■  Acétviène. 


IV.  —  1329.  —  1°  On  attaque  7  grammes  de  fer  pur  par  un  grand  excès  d'acide  sulfuriqne  froid  et  étendu 
(au  sixième).  On  opère  à  l'abii  de  l'air.  Kcriro  la  réaction  et  dire  quel  est  le  composé  formé  en  dissolution  dans 
la  liqueur.  En  calculer  le  poids. 

2°  Celte  liqueur  qui  contient,  outre  le  sel  formé,  un  excès  d'acide  sulfuriqne,  est  agitée  avec  un  litre  de 
chlore  mesuré  dans  les  conditions  normales. 

Que  se  passe-l  il  1  Écrire  la  réaction.  Quand  l'action  du  chlore  est  terminée,  dire  s'il  reste  encore  une  cer- 
taine quantité  du  sel  formé  en  1°.  En  ce  cas,  calculer  cette  quantité. 

3°  Dans  la  liqueur  qui  vient  d'être  soumise  à  l'action  du  chlore  et  qui  contient  encore  un  grand  excès  d'acide 
sulfuriqne  étendu  en  plus  des  sels  de  fer,  on  verse  la  solution  étendue  et  froide  de  2-',lt"i  de  permanganate  de 
potassium  (MnO'K).  Dire  ce  qui  se  passe;  écrire  la  réaction.  Ueste-t-il  du  permanganate  quand  la  réaction  est 
terminée  1  En  ce  cas,  caculer  le  poids  du  permanganate  restant. 

4°  Enfin,  on  demande  quel  volume  de  chlore  il  faudrait  employer  dans  l'expé- 
rience 2"  pour  que  le  permanganate  ajouté  ensuite  reste  inattaqué.  (On  admettra  que 
la  température  reste  assez  basse  pour  que  le  permanganate  ne  réagisse  pas  sur  l'acide 
sulfurique.) 

(Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques.) 

{lôjuin,  de  2  h.  lj-2  à  5  h.  1/2.) 


Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'ume  surf.^ce  de  rkvolution  avec  u.n  cylindre.  —  Solide  commun. 

1330.  —  Une  surface  de   révolution   est  engendrée  par  la  droite  de   front  (AB, 
A'B')  tournant  autour  de  l'axe  vertical   ZZ'. 

On  considère  la  sphère  inscrite  dans  cette  surface  suivant  le  parallèle  P'  de  cote 
145'"'"  et  on  circonscrit  à  cette  sphère  un  cylindre  ayant  G, G'  comme  direction  de  ses  génératrices. —  (Ladirec- 
ion  G, G'  est  inclinée  de  60°  sur  le  plan  horizontal  et  la  projection  horizontale  g  est  à  30°  surXY). 


568  QUESTION  PROPOSÉE 


On  demande  de  construire  l'intersection  de  la  surface  de  révolution  avec  le  cylindre. 

Oïl  représentera  le  solide  commun  aux  deux  surfaces  en  le  limitant  au  plan  horizontal  de  projection  et  au 
plan  horizontal  H'   de  cote  220'"'". 

Cadre  de  270'"'"  sur  450'"'".  —  XY  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  à  250'"'"  du  côté  supérieur.  —  ZZ'  au 
milieu  do  la  feuille.  —  Éloignement  de  Z,  100>"'".  —  Éloignement  de  AB,  150'"'".  Inclinaison  de  AB  sur  le 
plan  horizontal,  60».  —  Cote  de  B',  100""".  —  Cote  de  P',  145°"".  —  Cote  de  H',  220'""'.  —  Direction  G  à  30° 
sur  XY.  —  Inclinaison  de  G, G'   sur  le  plan  horizontal,  60°. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur  :  Intersection  d'une  surface  de  révolution  avec 
un  cvlindre.  —  Solide  commun. 


Trigonométrie . 
Problème. 


[16  juin,  de  7  h.  à  11  h. 


1331.  —  Dans  un  triangle  ABC    on  donne   le   côté    c,  l'angle    C  opposé   à  ce  côté  et    la  différence    des 
carrés  des  deux  autres  côtés,   a-  —  b-  =  [x-. 

1°  Exprimer  la  tangente  de  l'angle    B   en  fonction  des  données. 
2°  Donner  les  conditions  de  possibilité  du  triangle. 
3°  Construire  la  solution  répondant  à 

c  =  3'^^'",5,  C  =  30°,  n»  =  6""!. 

Calcul. 

1332.  —  Calculer  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont  à  l'équation 

Va.cosa 
COtg  X  —  — -. — - — T-TT  ■ 

a  =  131°49'25"n,  f)  =  36<'43'15"6,  a  =  —  0,085  617  48. 

(Ï6juin,  de  2 h.  1/2  à  5  h.  1/2.) 


QUESTION  PROPOSÉE 


1333. Par  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  pris  deux  à  deux,  on  fait  passer  trois  cercles  qui  se  coupent 

en  un  même  point  0. 

i»  Tout  cercle  to  qui  passe  en  0  rencontre  les  cercles  OBC,  OCk,  OAB  en  des  points  A',  B',  G'  tels  que  les 
droites  OA',  OB',  OC    rencontrent  les  côtés  correspondants  du  triangle   BC,   CA,  AB   en  trois  points  en  ligne 

droite. 

2°  Les  droites  qui  joignent  les  points  de  rencontre  A,,  B„  C,  du  cercle  u)  avec  OA,  OB,  OC  respectivement 
aux  points  A',  B',  C  passent  par  le  même  point. 

T.  Lemoyne. 
♦ 


Question  1320  (M.  Martin).  —  .M.  Barisien  signale  que  la  question  se  simplifie  notablement  et 
présente  plus  d'intérêt  en  supposant  les  points  P  et  Q  sur  l'ellipse-  L'auteur  a  peut  être  commis  une 
erreur  et  oublié  de  mentionner  cette  particularité.  Nojs  engageons  nos  lecteurs  à  se  placer  dans 
celte  hypothèse  et  adressons  nos  remerciements  à  notre  dévoué  collaborateur,  qui  a  pris  la  peine  de 
nous  signaler  cette  heureuse  modification. 
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SUR   LES  COURBES   UMCURSALES   DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 

par  M.  J    Richard,  professeur  au  lycée  Je  Dijon. 


On  considère  généralement  les  courbes  uiiicursales  du  quatrième  degré  comme  étant  celles  qui  ont 
trois  points  doubles  ;  mais  des  cas  singuliers  échappent  à  celte  règle. 

Dans  ce  qui  suit,  je  vais  étudier  toutes  les  courbes  unicursales  du  quatrième  degré;  je  montrerai 
qu'o;i  les  olilieiil  fii  Irans/ormant  des  coniques  par  une  Iransformation  Oirationnelle  quelconque  du  second 
degré. 

Soient 

(1)  ?ï  =  Ao,       p.'/  =  ?(o,       ?i  =  m^ 

les  équations  qui  donnent  les  coordonnées  homogènes,  ou  trilinéaires  d'un  point  de  la  courbe  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  t. 

inversement,  on  peut.exprimer  l  en  fonction  de  i-,  y,  :  ;  à  cet  efTet,  prenons  deux  polynômes  homo- 
gènes du  second  degré  à  coellicients  arbitraires,  G  et  H,  et  cherchons  ;\  déterminer  ces  coefficients  de 
façon  que  l'équation 

(2)  G  4-  /H  =  0 

devienne  une  identité,  lorsqu'on  remplace  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  on  fonction  de  /. 

G  et  H  ayant  chacun  six  coefficients,  et  le  polynôme  G  +  <1I  étant  du  neuvième  degré  en  t, 
lorsque  x,  xj,z  ont  été  remplacées  par  leurs  valeurs,  on  aura  dix  équations  homogènes  à  douze  inconnues. 
On  pourra  donc  trouver  une  infinité  de  polynômes  G  et  H. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  un  premier  couple  de  polynômes  G,  H,  l'équation  (2)  donnera  t  en  fonc- 
tion de  X,  y,  z. 

Soit  G,,  Hi  un  second  couple;  on  aura  d'une  paît     /  = —i     et  d'autre  part,     l  = — -—- , 

H  Hi 

en  sorte  que  l'équation  delà  courbe  du  quatrième  degré  sera  : 

(3)  GH,  -HG,  =0, 

a  et  p  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  les  polynômes  aG  +  fiGi,  ïH+JiH,  satisferont  aussi  à  la 
question. 

Je  dis  que,  réciproquement  tous  les  polynômes  satisfaisant  à  la  question  sont  de  cette  forme.  En 
effet,  supposons  qu'il  puisse  exister  deux  autres  polynômes    G_.   et  H2  qui  ne  soient  pas  de  cette  forme. 

Les  polynômes  aG -t- ^GiH-yGo,  aH -h  pH, -i-yH,  répondraient  aussi  à  la  question.  L'équation  de 
la  courbe  pourrait  s'écrire 

(4)  G(aH  -+-  pH,  +-.H,)-  H(aG-f-  pG,  -t- vG,)  =  0. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  choisir  y  de  façon  que  cette  équation  manque  par  exemple  de 
terme  en  :*.  Or  on  peut  toujours  supposer  que  la  courbe  donnée  ne  passe  pas  par  le  point  x  =  Q, 
\l  =0.  Il  y  aurait  exception  si  H,  et  G.  avaient  leurs  coefficients  de  z*  proportionnels  à  ceux  de  H, 
et  G,,  mais  si  H.  et  G,  ne  sont  pas  identiques  à  H,  et  G,,  on  pourra  toujours  faire  disparaître  un  terme 
dans  l'équation  de  la  courbe,  terme  qui  ne  disparaîtrait  pas  si  y  restait  arbitraire,  ce  qui  est  absurde. 
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Notre  courbe  est  alors  engendrée  par  l'intersection  de  deux  coniques  mobiles. 

i     G-1-/H  =0, 

^  '  /   G, -+-/H,  =0, 

qui  se  correspondent  homograpliiquement. 

Inversement,  considérons  deux  pareilles  coniques 

G-i-m=0,  G, +  m,  =0, 

prises  d'une  façon  quelconque.  Leurs  points  d'intersection  engendreront  toujours  la  courbe  du  4*  degré 

GH, -HG,  =  0. 

Mais  cette  courbe  ne  sera  pas  unicursale.  Pour  qu'à  une  valeur  de  t  ne  corresponde  qu'un  point 
mobile,  il  faut  que  les  deux  coniques  (3)  se  coupent  en  trois  points  fixes.  Ces  trois  points  peuvent  être 
tous  distincts,  ou  bien  deux  d'entre  eux  peuvent  être  confondus,  ou  enfin  ils  peuvent  être  tous  trois 
confondus. 

De  là  trois  cas  que  nous  allons  considérer  séparément. 

l"  Cas.  —  Les  deux  coniques  (3)  passent  par  trois  points  fixes  distincts.  On  peut  prendre  ces  trois 
points  comme  sommets  du  triangle  de  référence. 
On  pourra  donc  supposer  : 

G    =  nyz  -+-  hzx  -+-  cxy, 

II  =  n'ijz  -\-h'zx-\-c'xy. 
et 

G,  =  ai/:  +  p:x  -h'ixy, 

Hi  =  d'yz  -+-  P':.r  -f-y'.Tiy. 
Mais  alors  la  transformation 

p\  =  i/:,  pY  =  zx,  pZ  =  xy 

change  G,  II,  Gi,  H,  en  des  polynômes  du  premier  degré  et  la  quartique  en  conique. 

La  quartique  a  dans  ce  cas  trois  points  doubles,  les  trois  sommets  du  triangle  de  référence.  Les 
points  doubles  ont  leurs  tangentes  distinctes  ou  non,  selon  que  les  points  où  la  conique  transformée  de 
la  quartique  coupe  les  côtés  du  triangle  de  référence  sont  distincts  ou  non. 

2"  Cas.  —  Les  deux  coniques  représentées  par  l'équation  (5)  passent  par  trois  points  fixes  dont  deux 
sont  confondus. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  défini  de  la  façon  suivante. 

Le  côté  AB  (:  =  0)  est  tangent  en  A  aux  deux  coniques  représentées  par  l'équation  (5).  Toutes  ces 
coniques  passent  en  outre  par  le  point  C  (x  =  0,  y  =  0),  de  façon  que  la  droite  x  =  0  soit  la 
droite  AC.  On  pourra  prendre  alors 


G 

=  y.x'-  +jî.r:  -hfyz. 

H 

=  a'.r^  -+-  ^'xz  H-  y'!/:. 

G, 

=  ax^  -i-hrz  -hcyz, 

H> 

—  a'x-  -h  b'xz  -+■  c'yz. 

On  a  encore  une  transformation  changeant  ces  coniques  en  droites  : 

pX  =  X-,  pY  =  a,-;,  pZ  =  yz. 

Cette  transformation  a  pour  inverse  la  suivante  : 

Ix  =  XY,  ly  =  ZX,  À:  =  Y^. 

Les  quarliques  correspondantes  se  transforment  encore  en  coniques.  Ces  quartiques  n'ont  plus  ici 
que  deux  points  doubles. 

L'un  de  ces  points  doubles  présente  une  singularité  d'ordre  élevé. 


SUR  UNE  QUESTION    D'EXAMEiX  371 


Pour  se  rendre  compte  de  la  nature  de  ce  point,  le  leclmir  pourra  construire  la  courbe 

''■■  =  ■;;—?• 

3°  Cas.  —  Les  deux  coniques  définies  par  l'équation  (5)  sont  osculatrices  en  un  point. 
L'équation  générale  des  coniques  osculatrices  entre  elles  à  l'origine  et  tangentes  à  Ox  est    • 

ot(.r'  —  yz)  -4-  ^xy  +  --y-  =  0. 

En  effet,  deux  de  ces  coniques,  la  précédente  et  celle-ci 

a'(.Ti  —  J/:.)  +  '^•xy  H-  -l'y"-  =  0 
se  coupent  sur  les  deux  droites 

[(^a'  -  a^')x  -+-  (Ya'  —  j-/),'/!'/  =  0. 

La  droite    ;/  =  0    est  la  tangente  h  l'origine.  L'autre  droite  passe  aussi  par  l'origine.  Les  coniques 
sont  donc  osculatrices. 

Nous  avons  donc  ici  la  tranformation 

pX  =  .T*  —  j/:,  pV  =  xy,  pZ  =  y^. 

L'inverse  est  la  suivante: 

Xx=Y-— ZX,  ''/=/',  ).:  r=  YZ. 

Dans  ce  cas,  les  qnartiqucs  n'ont  plus  qu'un  point  double.  On  doit  s'attendre  à  trouver  en  ce  point 
une  singularité  d'ordre  élevé. 

Le  lecteur  pourra,  alin  de  s'en  rendre  compte,  étudier  dans  le  voisinage  de  l'origine  la  courbe 

(•r'^  — ?/)- =  ?/'{-i"' +  ;/-)• 

Ce  qui  précède  montre  qu'une  courbe  de  degré  m  peut  l' tre  unicursale  sans  avoir — 


points  doubles. 

La  discussion  pour  les  courbes  d'un  degré  m  supérieur  à  'i  offre  des  difficultés  spéciales.  Les  poly- 
nômes fi  et  H  sont  alors  de  degré     m  —  2,     et  l'équation  (3)  n'est  plus  de  degré  m. 


SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN 

par  Jl.   R.  Bouvaist. 


Aux  examens  oraux  de  l'École  Polytechnique,  l'année  dernière  et  les  années  précédentes,  on  a  fré- 
quemment posé  la  question  suivante  :  Etudier  les  surfaces  de  rruolulion  passant  par  l'interseclion  de  deux 
surfaces  de  révolution  données;  l'objet  de  cette  courte  note  est  de  résoudre  géométriquement  la  question 
dont  la  solution  analytique  n'offre  aucune  diflicullé. 

Je  démontrerai  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

TuKuRÈ.ME.  —  Lu  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  par  l'intersection  de  deux  coniques  C  et 
C  bitangcnles  à  une  même  troisième  2,  on  puisse  faire  passer  une  conique  G"  bitanrjente  à  S,  c'est  que  les 
cordes  de  contact  de  S  avec  G  et  C  soient  conjuguées  par  rapport  à  S. 

Les  trois  cordes  de  contact  de  C,  G',  C"  avec  S  forment  un  triangle  conjugué  à  S. 
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Soienl  P,  P',  Q  les  cordes  de  contact  de  C,  C,  C"  avec  S,  soient  a,  p,  f,  ô  les  quatre  points  d'inter- 
section de  G  et  de  C.  Quand  deux  coniques  sont  bilan- 
gentes  à  une  même  troisième,  les  cordes  de  contact  forment 
un  faisceau  harmonique  avec  un  système  de  sécantes  com- 
munes. 

P  et  P'  forment  un  faisceau  harmonique  avec  ay,  p8, 
par  exemple,  se  coupant  en  A;  P  et  Q  forment  un  faisceau 
harmonique  avec  3a,  py  par  exemple,  se  coupant  en  B.  Or,  B, 
situé  sur  P,  a  même  polaire  par  rapport  à  C  et  S,  il  a  aussi 
même  polaire  par  rapport  à  C  et  C,  donc  même  polaire  par 
rapport  ii  S  et  C,  c'est  le  pôle  de  P'  par  rapport  à  S.  Soit  M 
le  pôle  de  P  par  rapport  à  ï,  les  droites  AM,  a^,  oy  et  Q 
forment  un  faisceau  harmonique,  il  existe  par  suite  une 
conique  C  passant  par  apyS  et  bitangente  à  S,  la  corde  de  contact  étant  AM.  Le  théorème  est 
démontré. 

Supposons  maintenant  que  la  conique  S  soit  le  cercle  de  l'infini,  C  et  C,  les  sections  de  deux 
cônes  de  révolution  de  sommet  S  par  le  plan  de  l'infini,  le  théorème  démontré  devient  le  suivant  : 

La  condition  nécessaire  el.  suffisaiile  pour  </ue  par  l'interseclion  de  deux  cônes  de  7-évoltilion  on  puisse 
faire  passer  un  cône  de  révolution  est  que  les  axes  de  ces  deux  cônes  soienl  reclangtdaires .  L'axe  du  cône  de 
révolution  passant  par  leur  intersection  forme  un  trièdre  irirectangle  avec  leurs  axes. 
U'où  la  condition  cherchée. 

Remarque  de  la  Rédaction.  —  L'auteur  a  oublié  de  mentionner  le  cas  où  les  deux  coniques  C  et  C 
sont  tangentes  à  S  aux  deux  mômes  points;  dans  ce  cas,  toutes  les  coniques  du  faisceau  (G,  G)  sont 
bitangentes  à  S. 

Par  conséquent  quand  deux  quadriques  de  révolution  ont  leurs  axes  parallèles,  toutes  les  quadri- 
ques  du  faisceau  qu'elles  déterminent  sont  do  révolution. 
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1253.  —  Démontrer  que  trois  cercles  passant  par  le  point  de  rebroussement  d'une  cissoide  droite  et 
coupant  ort/iogonalemenl  cette  courbe  en  trois  points  en  ligne  droite,  ont  même  axe  radical  et  que  les  droites 
joignant  le  point  de  rebroussement  aux  centres  de  ces  cercles,  coupent  la  cissoide  en  trois  points  enligne  droite. 

La  cissoide  droite,  rapportée  à  ses  axes  ordinaires,  a  pour  équation 

x{x--i-y-)  =  ai/-. 

Si  l'on  pose     y  —  Ix,     on  déduit  de  là 

at^ 


puis. 


al'' 


1  -+-  t- 
Goupons  cette  ligne  par  la  droite  dont  l'équation  est 

ux  +  Dy  -h-  w  =  0, 
nous  aurons  pour  fournir  les  paramètres  des  points  de  rencontre,  l'équation  du  troisième  degré 

avt^  -+■  {au  -+-  w)t^  -h  tu  —  0. 
Les  trois  racines  de  cette  équation  sont  liées  par  la  relation 

a'  -+-  il"  -f.  l't"  =  0, 
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qui  est  indépendante  de  la  droite  choisie,  c'est-à-dire  indépendante  de    u,    v,    a-  ;     donc  c'est  là  la 
relation  qui  existe  enire  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite. 
Soit  maintenant 

i^  -t-  y-  —  2ï.i-  —  23v  =  0 

l'équation  du  cercle  qui  passe  au  point  de  rebroussement,  au  point  l,  et  qui  est  orthogonal  à  lacissoide 
en  ce  dernier  point.  Nous  avons  d'abord 

2ï  -f-  2?^  —  at-  ~  0, 

pour  exprimer  que  le  cercle  passe  au  point  /  ;  puis, 


(/(/ 


1, 


X  et  1/  étant  les  fonctions  de  /  que  nous  avons  trouvées,  pour  exprimer  que  le  cercle  est  orthogonal  à  la 


cissoïde.  Remplaçons  dans  cette  équation  x    et   i/   par  leurs  valeurs,    x'   et    if   par 


(1  +  <T 


et 


nous  aurons  la  nouvelle  équation  que  doivent  vérifier  a  et  p 


«<(3  -H<-)— •2[J=  al\ 
a  et  ^  sont  donc  donnés  par  deux  équations  du  premier  degré  et  rien  n'est  plus  aisé  que  de  les  calculer; 


on  trouve  ainsi 


al- 


1} 


at" 


l'-h'i  '        r- 

Par  conséquent,  le  cercle  on  ([uestion  a  pour  équation 

at' 


c-  -h  y- .T 


t^ 


-î/=0; 


quand  l  varie,  son  centre  décrit  une  cubique  dont  il  est  aisé  d'avoir  l'équation. 

Les  trois  cercles  de  l'énoncé  s'obtiennent  donc  en  remplaçant,  dans  l'équation  précédente,  /  par  trois 
nombres  quelconques  vérifiant  la  relation  tl'  +  11'  -ht'l"  —  0.  Pour  démontrer  que  ces  cercles  ont 
même  axe  radical,  il  sullit  ici,  puisque  les  cercles  ont  déjà  un  point  commun,  de  démontrer  que  les  trois 
centres  sont  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  de  vérifier  que  le  déterminant 


(II- 

<--l-2 

at'- 

r-4-2 

at'" 
l"-  -t-  2 


ai' 


2(/-^-2) 

2tr--4-2^ 
al"^ 


2(r^-l-2) 
est  nul. 

Multiplions  la  première  ligne  par      t-  +  2,      la  seconde  par    i'- -|- 2,     la  troisième  par     ^'--+-2; 

puis  divisons   la  première  colonne  par    a,    la    deuxième  par     —     et   retranchons  ensuite  la   pre- 
mière colonne  de  la  dernière,  qui  après  sera  divisible  par  2,  il  viendra  finalement 

t-  i'  1 

t''  l''  1       =  0. 

r-        t'"        1 

Or  ce  déterminant  est  égal  à 

[t—l'){l'  -  t"){t"  -  l)(tt'-\-  il"  -+-  t't")  ; 
donc  il  est  nul. 

Quant  aux  droites  qui  joignent  l'origine  aux  centres  des  trois  cercles  elles  ont  pour  coefficients 
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/       ('      t" 
angulaires    — i    — ,    — ;    ces  trois  paramètres  vérifient  aussi  la  relation     in'  =  0;     donc  les  points  où 


les  trois  droites  rencontrent  la  cissoïde  sont  en  ligne  droite. 


PARROD. 


Bonnes  solutions  :    MM.   X..  lycée  de  Dijon  ;   Thiéry,  lycée  de  Nancy  ;    ,1.  Haah,  élève  de  l'École  normale  supérieure  : 
F.  Gébaro,  lycée  Janson-de-Sailly  ;   Duliubert,  à  Grenoble;  Unallor  Lecbam  ;  i.  Roda,  à  Toulouse. 

Solution  géométrique.  —  Transformons  par  inversion  en  prenantle point  derebroussement  A  comme 
pôle.  La  cissoïde  se  transforme  en  une  parabole  ayant  son  sommet  en  A.  Les  cercles  orthogonaux  à  la  cissoïde 
se  transforment  en  normales  à  la  parabole  et  leurs  pieds  sont  sur  un  cercle  passant  par  l'origine  ;  il  en  résulte 
(théorème  de  Joachimstal)  que  ces  normales  sont  concourantes  ;  donc  les  cercles  ont  un  point  commun  autre 
que  A  ;  donc  ils  ont  môme  axe  radical. 

Les  droites  joignant  A  aux  centres  des  cercles  se  transforment  en  elles-mêmes  et  sont  les  perpendiculaires 

abaissées  de  A  sur  les  trois  normales  à  la  parabole.  Soient  PM,  PN,  PR 
ces  trois  normales,  et  soit  ])ar  exemple  AM'  la  perpendiculaire  à  PM  qui 
rencontre  la  parabole  en  M'. 

La  tangente  en  M  est  parallèle  à  A.M'  et  comme  les  diamètres  dans 
une  parabole  sont  parallèles  à  l'axe,  il  en  résulte  évideumient  que  M'  a 
une  ordonnée  double  de  celle  de  M.  D'ailleurs,  pour  que  les  normales  en 
trois  points  soient  concourantes,  il  faut  et  il  .suffit  que  le  triangle  formé 
par  leurs  pieds  ait  son  centre  de  gravité  sur  l'axe,  c'est-k  dire  que  la 
somme  des  ordonnées  de  ces  pieds  soit  nulle.  Puisque  cela  est  pour  les 
trois  points  M,  N,  R,  il  en  sera  donc  aussi  de  même  pour  les  trois  points 
M',  N',  R'  et  ces  trois  points  étant  les  pieds  de  trois  normales  concou- 
rantes sont  sur  un  cercle  passant  par  le  point  A.  Ceci  transformé  par 
inversion  démontre  le  second  théorème  sur  la  cissoïde. 

X.,  lycée  de  Dijon. 
Mêmes  solutions  de  MM.  R.  Bouvaist;  M.  Thiéoy  ;  J.  Haag,  élève  de  l'École  normale  supérieure  :  A.  Dagobv  :   J.  Roda. 


1258.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  une  droite  D,  on  sait  que  tout  poitit  de  la  droite  est  le  centre 
d'une  conique  de  l'elUpsoide. 

1°  On  demande  l'enveloppe  du  plan  de  celte  conique  quand  son  centre  décrit  la  droite  D. 

2°  Cette  enveloppe  est  un  cylindre  parabolique.  Trouver  la  relation  qui  lie  les  droites  D  pour  lesquelles 
les  génératrices  de  ce  ciilindre  sont  parallèles  à  un  plan  P  passant  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

3°  Toutes  ces  droites  D  rencontrent  une  droite  fixe  A.  Trouver  le  lieu  décrit  par  A,  quand  le  plnn  P 
varie  en  coupant  l'ellipsoide  suirant  une  ellipse  d'aire  constante. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  ses  axes  et  soient 

a^        0^        c- 

x  —  Xq  _   y  —  y^   _  z  —  z„ 


IV 


et 

l'équation  de  l'ellipsoïde  et  celles  de  la  droite  D. 

1.  Considérons  un  point  M  de  la  droite  D  ayant  pour  coordonnées  x^  +?!',  'Jo+?î',  ^o  +  P'"- 
Ce  point  M  est  le  centre  de  la  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  passant  par  M  et  parallèle  au 
plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  OM.  Le  plan  en  question  a  pour  équation 

:,  _  (,„  ^  ,u)]  '2±îl  +[,/-(,„  +  p.)j  ^^  +  \^  -  (3„  +  P^")J  =^  =  0  '. 
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ordonnons  cette  équation  par  rapport  à  p  : 

[u-         V-         w- ~\        \~  i(x         vu        irz        ^/ uxn  M        xx,, 

a-         0-         c-  J         L  «"  0-         c-  \  a-  /J         a- 

L'équation  de  l'enveloppe  de  ce  plan  est  alors 

C'est  l'équation  d'un  cylindre  parabolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'intersection  des  deux 
plans 


M.r        vil        wz 
'  o-         b-         c- 

(2)  ^+-^  +  ^-0, 

a-  0-  c- 

c'esl-ii-dire  parallèles  au  diamètre  conjugué  du  plan  déterminé  par  la  droite  D  et  par  le  centre  0  de 
l'ellipsoïde. 

2.  Pour  que  ces  génératrices  soient  parallèles  à  un  plan  P  représenté  par 

(3)  ^-t-^-"> 


a-         b 


c- 


=  0. 


il  faut  et  il  suflit  que  les  trois  plans  (1),  (2),  (3)  se  coupent  suivant  une  droite,  c'est-à-dire,  que  l'on  ait 

•'■'o  J/u  ",| 

u  V  10 

3.  Cette  condition  peut  s'écrire 

■j-p^  fi'/+Y''  =  0, 
p,  q,  r,  u,  y,  w  désignant  les  coordonnées  pliickériennes  des  droites  (D). 

Ces  droites  forment  un  complexe  linéaire  spécial,  toutes  les  droites  (D)  rencontrent  la  droite  A  de 

coordonnées  0,  0,  0,  a,  ?,  ■(,  c'est-à-dire  la  droite     —  =  -^  =  —  •     Cela  se  voit  d'ailleurs  immédia- 

a  ^  Y 

tement  sur  le  déterminant. 

Pour  exprimer  que  le  plan  P  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  d'aire  constante,  considérons 
l'équation  aux  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  section  : 

£  ^  f 

d'  b^  c- 

^—, T    =  0 


a-  —  p^        b-  —  p-        c 
et  exprimons  que  le  produit  des  racines  est  constant  •' 


L  a*        6*        c*  J  L  a^        ^j        ^2  J 


Si  on  regarde  a,  p,  y,  comme  des  coordonnées  courantes,  cette  équation  est  l'équation  du  cône  lieu  des 

droites  A. 

FEUCHOT,  lycée  de  Dijon. 

Bonnes  solutions  :   MM.  J.  Renaru,  à  Dijon  ;   Parrod,  à  Vesoul  ;  .1.  D.  Dukaut,  à  Poitiers;  J.  Haag;   M.  Thiérv,  à   Nancy  : 
R.  BoiiVAisT  ;  J.  Roda. 
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Solution  géométrique.  —  1.  Soit  A  un  point  mobile  sur  D  ;  le  plan  de  la  conique  qui  a  son  centre  en  A 
est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  de  OA  ;  il  reste  donc  parallèle  au  diamètre  conjugué  du  plan  (0,  D), 
et,  par  suite,  enveloppe  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  ce  diamètre.  Pour  avoir  la  base  de 
ce  cylindre  sur  le  plan  (0,  D)  il  faut  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  menée  par  A  parallèlement  au  diamètre 
conjugué  de  OA  dans  la  conique  de  section  par  le  plan  (0,  D)  ;  cette  droite  trace  sur  la  droite  l>  et  sur  la  droite 
de  l'infini  deux  divisions  homographiques  ;  elle  enveloppe  donc  une  parabole  et  l'enveloppe  demandée  est  un 
cylindre  parabolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  diamètre  conjugué  D'  du  plan  (0,  D). 

2.  Le  diamètre  conjugué  de  tout  plan  passant  par  D'  est  situé  dans  le  plan  (0,  D)  et  rencontre  la  droite  D. 
Si  donc  la  droite  D'  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  menée  par  le  centre  0  de  l'ellipsoïde  se  meut 
dans  un  plan  donné  P,  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan,  A,  rencontre  la  droite  D.  Les  droites  D  forment  donc 
un  complexe  spécial  ayant  pour  axe  la  droite  A. 

3.  Lorsque  le  plan  P  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  d'aire  constante,  il  enveloppe  un  cône  du  second 
degré.  Son  diamètre  A  décrit  alors  le  cône  réciproque  par  rapport  au  cône  asymptote  de  l'ellipsoïde. 

PARROD,  il  Vesoul. 


1271. —  On  considère  deux  courbes  (A),  (B)  et  un  rayon  mobile  issu  du  point  fixe  0  et  qui  les 
coupe  en  A.  et  B  ;  ce  rayon  coupe  en  M  une  troisième  courbe  (M). 

Trouver  cette  dernière  courbe  snchant  que  sa  tangente  en  M  est  divisée  au  point  M  dans  un  rapport 
constant  par  les  tangentes  en  A,  B  à  (A)  et  (B),  ou  par  les  parallèles  à  ces  mêmes  tangentes  vienées  par 
le  pôle. 

Cette  question  qui  constitue,  comme  nous  allons  le  voir,  un  exercice  élégant  d'intégration,  nous  a 

paru  devoir  intéresser  les  élèves  actuels  des  classes  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  en  leur  fournissant  l'occasion  de  s'exercer  dans 
une  autre  voie  que  les  voies  habituelles.  C'est  ce  qui  nous  a 
poussé  à  l'insérer  dans  la  lievuc. 

1.  Prenons  pour  axes  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires passant  au  point  0  et  appelons  A,  B,  M  les  points  de 
rencontre  des  trois  courbes  (A),  (B),  (M)  avec  une  droite  passant 
en  0;  appelons  aussi,  [x^,  ?/,),  (x..,  j/j),  {x,  y)  les  coordonnées 
de  ces  trois  points.  Les  é(|ualions  des  tangentes  en  ces  points  aux 
trois  courbes  signalées  sont 

\  —  y,  —y\(\—xt)  =  0, 


et 


Y-î/2-!/;(X-^,)  =  0, 
Y  -  y  -  y\X  -  X)  =  0, 


avec  les  notations 


Ecrivons  la  dernière  ainsi 


!/»  = 


dx« 


y  = 


dy_ 
dx 


v-;/ 


1  y' 

et  appelons   p   la  valeur  commune  des  deux  rapports  ;    p   sera  proportionnel  à  la  valeur  algébrique  du 
vecteur  MP  qui  va  du  point  M  au  point  courant  P  de  la  droite,  et  nous  aurons 

X  =  a;-|-p,  Y  =  y-H  pt/'. 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  des  deux  autres  tangentes,  nous  aurons  deux  nombres 
p,  et  p-i  proportionnels  à  MA'  et  MB', 

?ifî/'  —  y\)  -+-  y  —  yi  —  î/'/-»  —  •''i)  =  o, 
?2(y'  -y'ù  +  y-  y-^  —  y-iC-»  —  ^0  =  o- 
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Séparons  ces  ét|uations  eu  deux  membres,  divisons  membre  à  me:nbre  et  posons    —  —  k,     nous 
aurons  (inalement  la  relation 


i,y'  —  y\  _  !/  — ?/i— y.'^  — ^"I 


Passons  maintenant  aux  coordonnées  polaires  adjointes  au  système  [x,  y)  et  désignons  par  >•  et  0 
les  coordonnées  polaires  du  point  M,  par  r,  et  0  cellesdu  point  A  etenûnpar  r.  et  0  celles  dupoint  B; 
nous  aurons 

,;•  =  )•  cos  0,  1/  —  )■  sin  0, 

puis, 

dx  =  dr  cos  ')  —  r  sin  0(/0, 

dy  =  dr  sin  0  -h  r  cos  0(/U, 

du  ,         r  sin  0  -+-  r  cos  0  dr 

et     —'-    =  V  =  -; ; r—T'    avec    )•'  =  -—. 

rfj  ^         /•  cos  0  —  /•  sm  0  rfe 

De  même    oti  =  /■,  cosO,     i/,  =  r,  sino.     ptc. 

Le  second  membre  de  la  relation  trouvée  antérieurement  s'écrit  alors 

(r  —  >■,)  sin  ')'»•;  cos  0  —  ri  sin  6)  —  (r  —  ri)  cos  H(r',  sin  8  -+-  r,  cos  6) 
()•  —  r-i)  sin  ')(rô  cos  0  —  r,  sin  0)  —  (r  —  r,)  cos  b[r'.,  sin  0  +  n  cos  6) 

ilsen^duità     '''^''~'"'^ 
r.(r  — r.,) 

Le  premier  membre  devient 

()•' sinO-i-r  cosO)(r;  cosfl  —  r,  sin  0)  —  (r;  sin  0 -h- r,  cos  9)(»'' cos9  —  r  sin  6) 
(r'  sin  6  H-  r  cos  6)(7-!,  cos  0  —  r^  sin  0)  —  ir.,  sin  0  +■  >■,,  cos  (l)(c'  cos  0  —  r  sin  0) 

il  se  réduit  a  k  — 7 : — 


La  relation  elle-même  devient  donc 

rr'^—r'r,         '".(r  — r,) 


k- 


-  i-'r.,  r.i(r  —  r,) 

OU 

k(rr\  —  r'ri)r.i(r  —  r,)  =  {rr'.,  —  7•'r.,)r^{r  —  r,). 

Divisons  maintenant  les  deux  membres  par  r",  nous  obtiendrons 


ou  enfin 


A-D  —  .  r.{r  -  )•.,)  =    D  —  .  r,(r  _  r,), 
r  r 


D^  D^ 


r  \  r  J  r  \  r  j 

Si  nous  posons,  pour  abréger,     —  =  «,    —  =  r,    et  que  nous  revenions  à  la  notation  différen- 
tielle, cette  équation  s'écrit 


du  dv 


!<(1  —U)  V{\   V) 

ou 

, ,'  du          ..du    \  dv           dv 

k( H  -: = [ 


\  u  1 


1—0 
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Sous  cette  forme,  elle  est  immédiatement  intégrable  et  nous  donne 


u  ,      Ce 

kL- =  L 


1  —  î(  1  ^  u 

C  étant  une  constante  arbilrairp. 

Finalement  r  est  donné  en  l'onction  de  0  par  l'équation 

v''  Cl) 


(  l  —  «)'■■         1—1' 

CASPARTincLiERs.  —  Si  l'on  suppose  que  latangente  est  toujours  parallèle  à  cellede  la  courbe  (B),  A-  est 

nul(puisque?,  esttoujoursinrini)Pirona    y^  =  <-      o"      77  ~  *^"'     ce   qui   montre  bien  que  la 

courbe  cherchée  est  homolhétique  à  la  courbe  (B). 

Si  l'on  suppose  que  la  tangente  passe  toujours  au  point  de  rencontre  des  deux  autres,      A-  =  1      et 

l'on  a  la  solution  particulière 

u       __      Co 
1  —  u  1  —  r 

qui  donne  r  linéairement 

r,  Ce» 


r  —  r,  r  —  î'j 

^°"  r(Cr,-r,)  =  r,»-,(C-l). 

2.  Il  nous  reste  à  étudier  la  seconde  question,  celle  que  l'on  obtient  en  remplaçant  les  deux  tan- 
gentes aux  courbes  (A)  et  (B),  en  A  et  B,  par  leurs  parallèles  à  l'origine.  Alors  les  équations  des 
deux  premières  droites  sont  remplacées  par 

Y-y;X  =  0, 

Y-î/;x=o, 

et  les  segments  MA'  et  MB"  sont  proportionnels  aux  valeurs  de  ?  fournies  par  les  deux  équations 

?i(!/'  —  ?/'i~)  -+-;/-  ?/'.■'■  =  ^> 
'dy'  —  yd  +  y  —  y>  =  ^- 

La  relation  entre  la  fonction  y  et  x  est  alors 

I.  ?/'  —  ?/i  ^  y  —  y> 
' .'/'  —  y'i      y  —  ?/■•■'• 

En-passant  aux  coordonnées  polaires  et  en  gardant  les  notations  de  la  première  partie,  le  second 
membre  de  la  relation  devient 

sin  0(/-;  cos  0  —  »■,  sin  B)  —  cos  <l{r\  sin  6  +  r,  cos  6] 
sin  b{r'i  cos  6  —  Co  sin  6)  —  cos  «(ci  sin  6  +  n  cos  6) 

ri 
ou  —  • 

'■■2 

La  relation  entre  r  et  6  est  donc  dans  le  cas  actuel 

j_  rr\  —  r'r,    ^   'i\_  ^ 
rr'.,  —  r'r.j  r., 

ou  At,,(/-/-;  —  r'/-,)  =  ri(rr',  —  r'r,). 

r>\  —  r'i't  A.  ■    ,      j      ''' 

Divisons  les  deux  membres  par  r"^   et  remarquons  que est  la  dérivée  de  — ,   nous 
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aurons 


ou  enfin 


;tr.,D—   ^  r,D  - 
/•  r 


r. 


k 


,h( 


Posons  encore  pour  abréger,    —  --  u,    —  =  v,     nous  aurons  tinalemenl  l'équalion  difTérenlielle 
—  ,    et  nous  en  conclurons,  en  intégrant, 


ALm  =  LCt), 
(lU  Cv  =  u*', 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Celte  équation  donne  r  en  fonction  de  6,  et  la  question  est  résolue 
pour  chaque  valeur  de  •/.•. 

Ici,  encore,  comme  dans  le   problème  précédent,  nous  trouvons   à  chaque  fois    une  infinité  de 
solutions. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Carkou  et  J.  Haau. 


1272.  —  Trouver  la  podaire  d'une  épidjcloide  ordinaire  par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe. 

Soient  0  le  cercle  fixe,  0'  le  cercle  mobile  qui  roule  sans  j^lissement  sur  le  cercle  fixe  ;  soient  en 

outre  M  le  point  de  contact,  P  le  point  décrivant  l'épicycloïdc  ordi- 
naire et  A  la  position  initiale  du  point  P  quand  il  est  en  contact  avec 
le  cercle  fixe. 

Nous  prendrons  comme  axe  des  x  le  diamètre  OA,  orienté  de 
U  vers  A,  comme  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire,  orienté 


dans  un  sens  tel  que  l'angle    xOy 


—      si  l'on    prend  comme 


celle  de  O'P  est    R'cos(-  — 6- 


■•f* 


sens  positif  le  sens  de  marche  du  point  de  contact  sur  le  cercle 
tixe,  et  nous  appellerons  "  l'angle  décrit  par  le  rayon  de  con- 
tact dans  le  cercle  fixe,  cp  l'angle  décrit  par  le  rayon  de  contact  dans 
le  cercle  mobile. 

Nous  aurons  les  coordonnées  du  point  P  en  projetant  OP  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  contour  OO'P  sur  les  axes. 

Projetons  d'abord  sur  Oa-  :  la  projection  de  00'  est 
fRH-K')cosfi: 
;     donc 


X  =  (R -+- R') cos ')  —  R' cos (')+ ç) . 

De  même,  en  projetant  sur  Oij,  nous  aurons 

,y  =  (R  +  R')  sin  8  —  R'  sin  (6  -t-  o"). 

D'autre  part,  le  mouvement  ayant  lieu  sans  glissement,  les  chemins  décrits  par  le  point  de  contact 

R' 
sur  les  deux  cercles  sont  égaux  et  nous  pouvons  écrire     RO  =  R't?,     d'oii    0  =  —o;     en  posant 
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R' 

—  —  /r,     les  équations  de  l'épicycloïde  seront 
R 

i  X  =  (R -1- R')  cos  A:tt.  —  R' cos  (A  +  l)o, 
^  '  (  j/  =  (R+R')sin/rt  — R'sin  (/;■-+- l)o. 

Ces  équations  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  i.  ;  quand  o  varie  de  0  à  2-,  elles  donnent  la 
portion  de  l'épicycloïde  qui  correspond  à  une  rotation  complète  du  cercle  mobile.  Cette  branche  de 
courbe  se  reproduit  indétiniment  :  il  sutlit  de  la  faire  tourner  autour  du  point  0  d'un  angle  égal  à  'ik-n  pour 
avoir  la  seconde  branche,  puis  d'un  angle  encore  égal  k  '■IkT.   pour  avoir  la  troisième  branche,  et  ainsi 

de  suite.  Si   k  est  commensurable  et  égal  à  —,  »  et  p  étant  premiers  entre  eux,  au  bout  de  p  rotations 

nécessaires  d'amplitude  'ikr.,  la  branche  revient  se  placer  sur  la  première  et  la  courbe  est  fermée;  elle 
est  algébrique,  comme  on  le  voit  sans  peine. 

On  démontre  sans  peine  aussi  que  la  tangente  en  P  est  la  droite  PN  ou,  ce  qui  est  équivalent,  que 
la  normale  en  P  est  la  droite  MP  :  il  sullit  de  former  l'équation  de  la  tangente  ou  celle  de  la  nor- 
male. Nous  ne  ferons  pas  ce  calcul.  y 

La  podaire  relative  au  point  0  s'obtiendra  donc  en  abaissant  de  0  une  perpendiculaire  Oï  sur  PN 
et  en  cherchant  le  lieu  du  point  T. 

Or,  01  est  parallèle  à  MP  et  dans  un  rapport  constant  avec  MP  ;  les  projections  de  OT  seront 

OT 
donc  connues  dès  que  nous  connaîtrons  celles  de  MP,  car  le  rapport  — — -  est  visiblement   égal    à 

R  _i_  on' 

Quant  aux  projections  de  MP,  elles  s'obtiennent  immédiatement  en  retranchant  de  x   et 


2R' 
de  y  les  projections  de  OM  sur  les   axes,  c'est-à-dire  Rcosô  et  RsinO;  les  projections  de  MP  sont 

donc 

II'  cosO—  R'cos(0  -t-o), 

et  R'sine  — R'sin(e -+-tp); 

donc  celles  de  T  sont 

R-+-^2R\       ,  ,,       ,,  ^ 

= [COS  Ko  —  COS  (/.■  -H  l)cBj, 

^'^'  '  R  +  2R'     .    ,  •    ,/       l^  1 

=  -^ sm  /.-o  —  sm  (k  -*-  1  )o  I . 

Ce  sont  les  équations  de  la  podaire  ;  elle  est  algébrique  ou  transcendante  dans  les  mêmes  cas  que 
l'épicycloïde,  algébrique  si  k  est  commensurable,  transcendante  si  k  est  incommensurable. 

La  géométrie  va  nous  renseigner  aisément  sur  la  nature  de  ce  lieu.  Joignons  T  au  milieu  de  ON, 
au  point  L  ;  nous  voyons  de  suite  ([ue  LT  est  parallèle  à  OP  et  a  une  grandeur  constante,  la  moitié 
de  ON;  donc  si  on  prolonge  OT  jusqu'à  son  point  de  rencontre  en  Q  avec  le  rayon  OP,  on  voit  que 
O'Q  est  constant  aussi  et  égal  à  00',  PQ  est  donc  égal  à  R  cl  le  point  Q  décrit  une  épicycloïde  allongée 
dont  les  boucles  intérieures  passent  toutes  au  point  0. 

Le  point  T  décrit  l'épicycloïde  allongée  qu'on  obtient  en  prenant  la  figure  homothétique  de  celle-ci 

OL  R  -1-  2R' 

dans  le  rapport    -^- =  ^j^—^  • 

Lucien  ORLANDO, 

élève  de  r.\cadémie  militaire  de  Turin. 

Bonnes  solutions:  MM.  Micliel  Cobstanuaki  :  i.  Haag  :  E.-N.  Bakisien  :  Janost. 
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1276.  —  On  considère  deux  poinisU  et  M'  d'une  ellipse  situés  aux  extrémités  de  deux  diamèlres  con- 
jugués et  tes  deux  droites  A  et   A'  symétriques  du  grand  axe  par  rapport  aux  tangentes  en  M  et  M'. 

Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  droites  quand  le  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  donnée. 
Même  question  en  remplaçant  la  tangente  en  M  et  la  tangente  en  M'  par  les  normales. 

1.  Nous  supposerons  que  l'ellipse  soit  rapportée  à  ses  axes  et  ait  pour  équation 

o-         0- 

et  nous  désignerons  par  9  l'anomalie  excentrique  du  point  M  ;  l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

alors 

X  cos  o        1/  sin  o 

-t-  -^ — -  —1=0. 

a  0 

Désignons  par  «  et  0  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Ox  et  par  x,  ;/  les  coordonnées 
du  point  symétrique  par  rapport  ;i  la  tangente  en  M,  nous  aurons  à  exprimer  que  le  milieu  de  deux 
points  est  sur  la  tangente  et  que  la  droite  qui  les  joint  est  perpendiculaire  à  cette  tangente  ;  cela  nous 
donnera  les  deux  relations 

(a-i-x)cos'?        ysino 


•2  =  0, 


et 


a  sin  (S 


j  ^  ï         h  cos  o 


entre  lesquelles  il  nous  suffira  d'éliminer  a  pour  avoir  l'équation  de  la  droite  A  ;  nous  trouvons  ainsi 
2aéj;  sin  o  cos  <p  -(-  (a-  sin-  o—b-  cos-  tp)i/  —  2a^6  siu  <f  =  0. 

L'équation  de  la  droite  A'  se  déduit  de  celle-ci  en  y  changeant    9  en     ^H--^  ;     ceci  nous  donne 

—  2a6x  sin  o  cos  œ  -+-  [a^  cos'^'o  —  h-  sin-o);/  —  2a-6  cos  cp  =  0. 
Ajoutons  et  retranchons  ces  deux  équations  ;  nous  avons  successivement 

c-y  =  2fl-6(sin  9  -1-  cos  9), 
Aahx  sin  9  cos  9  =  (a^4-  è-)j/  cos  29  -+-  2a-i(sin  9  —  cos  9)  ; 
en  portant  la  valeur  de  y  dans  la  seconde  équation  et  en  simplifiant,  nous  obtenons  aisément  la  valeur 
de  X.  Les  équations  paramétriques  du  lieu  sont  donc 

_  a(cos9  — sin9)[(o2 -1- 6^)  sin9Cos  9  +  ft''; 

(•-sin9C0S9 

^  '                                   '             2a'-ô(sino-i-coso) 
?/- -. 

Pour  obtenir  l'équation  cartésienne  de  ce  lieu,  nous  écrivons 

c-y 
sm  o  -t-  cos  9  =    ^  ,,  » 
la-o 

et  nous  élevons  cette  relation  au  carré,  nous  obtenons  ainsi 

•  '7  cV 

sin  9COS9  =  — -(    .   ,. , 1 

cette  valeur,  portée  dans  x,  nous  donne  ensuite 

X 


cos  c  —  sm  t»  = 


o    c\a^  +  b-)y'^  —  ia'b^ 
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et  le  calcul  s'achève  en  écrivant  que 

(cos  o  -f-  sin  9)-  +  (cos  o  —  sin  ff  —  2. 
Toutes  simplifications  faites,  l'équation  cherchée  est 

(2)  Aa'b^x%ch/  —  Aa''b-)-  =  [Ha'b''  —  c'y')[c%a^  -+-  6%^  _  4a*éi«]a. 

Elle  représente  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  pour  asymptotes  doubles  les  droites 

.    'ia-b 


y 


et  comprise  tout  entière  entre  les  deux  droites     y 


c- 


'isl'in-b 


Cette  courbe  admet  l'origine  pour  centre,  les  deux  axes  pour  axes  de  symétrie,  et  pour  points  dou- 
blés  les  deux  points     a;  =  0,     y  =±  —  ^    ;     elle  a  en  outre  deux  sommets  sur  O.ï-,  les  points 


cv/a^  -I-  b' 


cnlin  que  les  trois  nombres 


0.       En    remarquant 


c\la^  -+■  b^ 

sont  classés  par  ordre 

de  grandeur  croissante,  il  est  facile  de 
placer  cette  courbe  :  la  figure  ci-contre  en 
donne  la  forme  telle  que  les  remarques 
précédentes  le  suggèrent. 

11  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  cette 
forme  à  l'aide  des  deux  équations  paramé- 
triques. Posons,  à  cet  effet,  l  ~  sin  o  cos  1, 
nous  aurons 

cos  9  H-  sin  9  =  \/l  +  2i, 


cos  tf  —  sin  9  =  y/i  —  2;. 


puis. 


y 


a 


{a^^b^)t-hb'- 


ir-h2t: 


ces  équations  montrent  d'une  façon  évidente  les  diverses  symétries  de  la  courbe,  et,  en  outre,  que  t  ne 

1  1 

peut  varier  que  de à     -i--^--     Il  nous  suffira  donc  de  construire  dans  cet  intervalle  la  portion 

de  la  courbe  qui  correspond  aux  valeurs  arithmétiques  des  deux  radicaux. 

Pour    <  = 1     1/  est  nul  et  x  égal  à    «y/â  ;  la  branche  étudiée  part  du  point  A. 

62  2a-li 


Pour     t  =  - 
arrive  en  b. 

Pour     /  =  —  t,     X  =  —  ce     et     ;/ 
supérieure,  mais  au-dessous,  on  G. 


X  devient  nul  et  y,  égal  à     ;/„ 


cJa»  -+-  b' 


le  point  qui  décrit  la  ligne 


^a^b 


yi- 


—  e'  :     le  point  vient  à  l'infini  sur  l'asymptote 
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2a'- 4 
Pour    /=-!-£,      X  =  -h  X,     y  —  y,  -^-i"  z=  — -^ — \~  %",    y  esl  plus  grand  que  j/i  :   le  point  passe 

au-dessus  de  l'asymptote,  en  I). 

„  ^  i  2Vàrt-/> 

hndn,  pour     /  =  — .     ./  =  0,     y  =  i/o  ^ :     le  ponit  vient  en  E  sur  Oi/. 

Ces  résultats  sont  encore  confirmés  par  l'étude  des  variations  des  deux  fonctions  x  et  j/  :  t/  est  visi- 
blement croissante  et  la  dérivée  de  x,  étant  toujours  négative,  montre  que  celle-ci  est  toujours  dé- 
croissante. 


2.  Nous  appliquerons  la  nn^me  méthode  au  problème  ohtonu  en  remplaçant  les  tangentes  en  M  et 
en  M'  par  les  normaios  en  ces  points,  el  nous  obtiendrons  d'abord,  pour  équations  des  analogues 
de  A  et  A', 

2a6  sinçcosox-i- (fl'-sin'o  —  6- cos-ti'i!/ —  2ic'sin<?cos-o  =  0, 

—  2rt/;  sin  •=  cos  tpx  -h  {n-  cos-  -p  —  h'  sin'  o"»!/  —  26c-  cos  <p  sin-  .>  =  0  ; 
puis,  pour  équations  paramétriques  du  nouveau  lieu, 

I_   (cos  ç  —  sin  tf)[(a'  -i-  4-)  sin  s»  cos  o  -f-  a^] 
y  =  2/>  sin  o  cos  œ  (cos  ç  -t-  sin  o). 

En  posant,  comme  précédemment, 

/  =  sin  -i  cos  ç, 
nous  avons  ensuite 


(  X  Z3:  /'—^^    ï{a'-  -4-  6^)/ H-  a2\ 
[y  =  'iblv'i  -+-'■21. 

Il  est  assez  difficile  d'obtenir  l'équation  cartésienne  du  lieu  et  nous  nous  contenterons  des  équations 
(4)  pour  étudier  sa  forme.  Elles  nous  montrent  immédiatement  que  les  deux  axes  de  coordonnées  sont 

1  1 

deux  axes  de  symétrie  et  que    l   doit  varier  de     — — •     à    -i--^-     D'autre  part,  les    dérivées  de  x 

et  de  y  sont 


X 


24(14-30 


\/i-h'it 


et  les  valeurs  particulières  de  <   sont ,     —~,     0.     -—; tt-i     -^r  •     Nous  avons  donc  immé- 

'^  2  3  3((T--4-o  I         s 

diatementle  tableau  ci- après  : 
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,  !     ,,.' 


b^ 

0 

3(a2  -H  Ij") 

1 
"2 

J' 

y' 

?/ 

c^ 

0 

a/â 

cr. 

— 

déc. 

(t 

'^b     ,,„:„, 

3v/'3  ^ ' 

Cl'. 

4- 

cr. 

" 

0 

cr.  . 

-h 

cr 

Max. 

déc. 

-+- 

cr. 

0 

/Va 

2a 


■  oc 
oc 


0 
Dès  lors  rien  n'est  plus  simple  que  de  tracer  la  courbe;  nous  n'insisterons  pas  davantage. 

P.\RROD. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  R.  Bouvaist,  .1.  IIaag.  ^ 
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1278.  —  Dans  la  machine  de  Linde,  l'air,  qu'on  supposera  puisé  dans  l'atmosphère  à  la  température 
de  0°,  est  comprimé  à  200  atmosphères  puis  détendu  à  20  atmosphères.  Dans  cette  opération,  une  fraction  x 
de  l'air  se  liquéfie.  L'air  non  liquéfié  et  supposé  ramené  à  0°  par  échange  de  chaleur  avec  le  courant  d'air 
invei'se  est  comprimé  de  nouveau,  à  température  constante,  de  20  à  200  atmosphères  et  on  lui  ajoute  de 
l'air  atmosphérique,  que  l'on  porte  également  à  200  atmosphères,  pour  compenser  le  départ  de  celui  qui  s'est 
liquéfié,  puis  on  détend,  et  ainsi  de  suite. 

.Sachant  que  la  machine  fournil  un  demi-kilogramme  d'air  liquide  par  cheval-heure,  on  demande  de 
déterminer  x. 

Soit  m  lamasse  d'air  puiséodans  l'atmosphère,  comprimée  à  200'"™  puisdétendue  à  âO^»"".  La  partie  non 

liquéfiée,  m(l  —  r),  est  reprise  à  la  pression  p,  =  20=''"',  son  volume  est  r,  = — ^^ oii    i,  =  — î-^^,, 

'i  Po 


Po  désignant  la  pression  atmosphérique  et    t„    la  masse  spécifique   correspondante,  c'est-à-dire 
en  unités  C.  G.  S.  Le  travail  dû  à  la  compression,  supposée  isotherme,  jusqu'à    p^  =  SOC""!,    est 


1 

773 


uh  =  p,v,  log.  nép. 


P^ 


La  partie  liquéfiée   mx  est  remplacée  par  une  masse  égale  qu'on  doit  porter  de   p„   à   jo^  ;  son 
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volume  initial  est     u„  = et  le  travail  de  compression  jusqu'à  p^  est 


p, 
Wi  1=  po»o  log.  nép.  —^ 


Le  travail  total  est 
Pendant  une  heure, 


mfl — x)                   Mo            ma;,          .Pi            "*   />          .      P2  ,  .     P' \ 

(t's  =  «o  — ^ ^log.nép.  —-^Po .log.  nép.  —  =p„ —    iog.  nep. i-xlog.  nep—  ). 

!?„  Jh  Ou  Pi  ÎQ     \  P'  Po  / 


nix-  =  300, 
?i>  =  3  600  X  73  X  1 000  X  'J81 X 100, 
d'autre  part  Po  =  76x  13,()Xf81. 

Les  Iog.  nép.  peuvent  être  remplacés  par  les  Iog.  vulg.  divisés  par  le  module  0,4.343. 

On  trouve  (inalement 

X  =  0,0.36. 

J.  JANOSY,  à  Budapest. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


1334.  —  On  ronsiflère  les  triangles  ABC  inscrits  dans  une  ellipse  et  dont  les  hauteurs  sont  normales  à 
rellipso  on  des  points  antres  que  A,  R,  C. 

l""  Le  cercle  circonscrit  à  un  de  ces  triangles  rencontre  l'ellipse  en  un  quatrième  point  D.  Prouver  que 
l'orthocentre  H  du  triangle  ABC  est  le  point  de  Frcgier  relatif  à  la  normale  en  D  à  l'ellipse. 

2"  Trouver  les  lieux  de  l'orthocentre  11,  du  ccntrede  gravité  C,  et  du  centre  tu  du  cercle  circonscrit,  quand 
le  triangle  ABC  varie.  Trouver  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  triangle. 

VaSiMER. 

1335.  —  Par  les  pieds  do  quatre  normales  menées  d'un  point  M  à  une  ellipse  passent  deux  paraboles. 
Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  courbe  quelconque,  les  a.\es  des  deux  paraboles  se  déplacent  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  et  leur  point  d'intersection  décrit  une  courbe  du  même  degré. 

J.  G.  NicoLEsco,  à  Bucharest. 

i 

1336.  —  Un  moteur  développant  une  puissance  utile  de  -— -  de  cheval  fait  tourner  une  machine  élec- 
trique dont  l'un  des  pôles  est  au  sol  et  l'autre  en  communication  avec  une  batterie  de  3  condensateurs  réunis 

1-15 
en  cascade  et  dont  les  capacités  sont  respectivement  — r^^.     -^  et  -rrr-  de  microfarad.  La  dernière  armature 
'^  ^  100        luO         iOO 

de  la  batterie  est  au  sol  et  les  deux  armatures  extrêmes  sont  reliées  d'autre  part  à  un  excitateur  dont  la  distance 

explosive  correspond  à  une  dift'érence  de  potentiel  de  8500  volts.  CetexcitaleurfournitSétincelles  par  seconde. 

Calculer  la  chaleur  dégagée  en  une  seconde  par  les  frottements  de  la  machine. 

On  sait  que  le  cheval-vapeur  représente  75  kilogrammètres  par  seconde. 
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1251.  —  Soient  AB  une  corde  fixe  d'un  cercle  donné  et  M  un  point  variable  sur  la  circonférence  de 
ce  cercle.  Trouver  cl  construire  les  courbes  lieux  des  pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  des  angles 
A.  et  B  du  triangle   MAB. 

Il  est  évident  d'abord  que  rien  ne  distingue  le  point  A  du  point   H   et  que  le  lieu  relatif  à   A    est  le 

mrine  que  le  lieu  relatif  à  B.  Figurons  alors  le  triangle  MAB  qui 
correspond  à  une  position  du  point  M  et  ses  deux  bissectrices  ;  puis, 
menons  la  médiane  du  triangle  aATi,  la  droite  Ajx.  Le  triangle  aA^ 
étant  rectangle  en  A,  nous  avons  Aix  =  |jia  =  [ifl  ;  d'ailleurs  la 
division  MBafi  étant  harmonique,  nous  avons  aussi 

(jia    =:  ijLiVl .  [jiB  ; 

donc  i-i-k'  =  [iM.jJiB. 

Il  en  résulte  que  [xA.  est  tangente  au  cercle  en    A,    (jiA  est  donc 

une  droite  fixe.  Alors  nous  menons  par  le  point  B,  lixesur  AB,  une 

sécante    Bpt   qui  rencontre  l'autre  côté  de  l'angle  lixc   BA|j.   en    jjl,    et  nous  prenons  sur  cette  sécante,  à 

partir  du  point  yi,  deux  longueurs  égales  à  |xA,     |jiï  =  |Jt^  =  (jiA  ;     donc  le  lieu  des  points  «,  ^  est  une 

strophoïde  oblique,  ayant  son  point  double  en  A. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  évident  parle  calcul,  car,  si  nous  prenons   AB    comme  axe  polaire  et  que 

nous  désignions  Aoc  par  p,  AB  par  a,  BAa  par  w  et  AMB  par  0,  le  triangle  aAB  nous  donne 


sin  (2io 


par  suite. 


f))         sin  (w 
sin  (2oj  -H  0) 


6) 


'  sin(io-(-0) 

Telle  est  l'équation  du  lieu  :  on  vérifiera  facilement  que  c'est  une  strophoïde  ayant  un  point  double 
en  A  et  son  asymptote  parallèle  à  Au,  aune  distance  de  cette  droite,  et  de  l'autre  côté,  égale  k  la 
distance  de  B  à  Ajj.. 

R.  BOUVAIST. 
Bonne  solution  :  M.  J.  Haag,  élève  de  l'École  normale  supérieure.         . 


1255.  —  On  considère  un  cercle  G  et  un  point  A  fixes.  On  prend  sur  le  cercle  G  deux  couples  de 
points  diamétralement  opposés  PP',  UQ' .  Enveloppe  des  droites  PQ,  lorsque  les  couples  de  droites  AP 
AP'  ;  AQ,  A(J'  ont  les  mêmes  bissectrices. 

Prenons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  le  point  A(a,  0)  étant  situé  sur  Ox,  et 
désignons  par  y  —  inx  —  0  l'équation  de  la  droite  PP'.  par  y  —  m'x  —  0  l'équation  de  la 
droite  QQ'. 

Si  nous  portons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  A,  c'est-à-dire  si  nous  changeons  x 


* 
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en     3:-{~a,      l'équation   de    la  droite    PF    devient      ij  —  m{x -\- a)  =  0,      celle   du   cercle,   qui  était 
a;'  -4-  >/-  —  R-  =  0,     devient     {x  -+-  af  -+-  y-  —  R-  =  0 

ou  x--i-y^  -h  2ax  -h  a^  —  R-  =  0. 

Nous  aurons  l'équation  quadratique  des  rayons  qui  joignent  le  point  A  aux  points  de  rencontre  du 
cercle  avec  la  droite  l'V,  en  éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre  les  deux  équations,  ce  qui 
donne 

m^a-(x'  -t-  ;/-)  -+-  ^a'mx{i/  —  mx)  -+- (a'  —  R')(.'/  —  ma-)''  =  0, 
ou 

—  K'm-x-  H-  2R-»Hj,-.v  -f-  {n--\-a-in-  —  R-)j/*  =  0. 

Le  faisceau  des  bissectrices  de  ce  couple  est 

X-  +  2).x!/  —tf^O, 

X  étant  déterminé  par  la  condition  que  les  racines  de  cette  seconde  équation  divisent  harmoniquement 
celles  de  la  première,  c'est-à-dire  par  la  condition  que    ac'  -^ca' — 2Aé'  =  0  ;     ce  calcul  donne 

_    a-(l  +m')  — R-(l  — T»-) 
'  "  2R-/n 

En  répétant  les  mêmes  calculs  pour  la  droite  QQ'  on  trouve 

_    o-(l-+-m'-)  —11^(1  — (H'n 
'~  ^2R-m' 

11  n'y  a  plus  qu'à  égaler  ces  deux  valeurs  de  X  pour  avoir  la  relation  qui  doit  exister  entre  m  et  m'. 
Cette  relation  est 

(R-  +  a^)mm'  -+-  IV  —  a-  =  0. 

Cela  posé,  appelons  ux  +  vy-hir  —  0  l'équation  de  la  droite  PQ,  les  deux  rayons  OP  et  OQ 
seront  donnés  par 

w^(x'--^y-)  —  R-(ua;  H-  vy)-  =  0, 

et  le  produit  de  leurs  coefficients  angulaires  par 

""«  =  ;;;î-=:rv  ; 

en  portant  cette  valeur  dans  la  relation  précédente,  nous  aurons 

u^R-  -+-  a^-)  -f-  y-(R2  -a-)  —  ±w-  =  0 . 
Cette  relation  entre  u,  v  et  «•  exprime  que  la  droite  est  tangente  à  la  conique 

•!■'  Il'  ^  _  n 

R-  -1-  tï-   "*"   R3  —  a^  ~  T  ~     ' 

c'est  donc  là  l'enveloppe  de  la  droite  PQ. 

J.  HAAG,  élève  de  l'Kcole  normale  supérieure  et  .M'='"  THIÉKV,  lycée  de  Nancy. 
Bonnes  solutions:  MM.  .Michel  ;  Dnallor  Lecham  :  J.  Hod.a. 
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1273. —  On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  donné  F  et  qui  passent  par  deux  points 
fixes  A  et  B. 

1°  Le  lieu  du  centre  de  ces  coniques  se  compose  de  deux  coniques  homofocales  ; 

2°  Le  lieu  des  sommets  de  l'axe  focal  se  compose  de  deux  quartiques  ; 

3°  La  directrice  relative  au  foxjer  F  passe  par  un  point  fixe. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  menée  à 
AB  en  son  milieu  ;  nous  désignerons  par  a-^,  j/»  les  coordonnées  du  i)oint  F  et  par  ±  a  les  abscisses 
des  points  A  et  B. 

Cela  étant,  l'équation  générale  des  coniques  ayant  pour  foyer  le  point  F  est 

[x  —  xj  -V-  (y  —  y, y-  =  {Ix  -^my-^  hf  ; 
écrivons  que  ces  coniques  passent  par  les  points  A  et  B,  pour  cela  faisons  dans  cette  équation    y  =  0 
et  écrivons  que  l'équation  obtenue 

.x-i^(l  _  /^)  —  -ixix,  +  Ih)  -+-  xl  -+-  yi  —  h'-  =  0 
admet  pour  racines    +  rt     et    —  a,     c'est-à-dire  que  son  premier  membre  est  proportionnel  a    x^  —  a". 

Ceci  nous  donne 

x„-i-//j=0,  aH-'  +  h'-~{xl-+-yî  +  a'-)  =  Q. 

De   la  première    nous    tirons      h— ^^i      et    en   portant  cette  valeur  dans  la  seconde  nous 

obtenons 

aH^  —  r-{a^  -h  3'5  +  yî^  +  xf,  =  0. 

ce 
Remplaçons  de  même    /;    par f-  dans  l'équation  générale  des  coniques  ;  nous  avons 

1 

(a;  -  x,f  +  (y  —  y,Y  =  j-  [l-x  +  Imy  —  x,f. 

Nous  poserons     /-  =  /.-,     Im  =  À,     de  sorte  que  l'équation  des  coniques  peut  s'écrire 

1 

(1)  U'  —  X,)-  -t-  {y  —  2/o)-  =  -j  [kx-^hj  —  x„f, 

X  étant  un  paramètre  variable,  et  A:  une  constante  définie  par  ré(|uation 

(2)  a-lr  —  k(a'^  -r-  xl  -+-  yj)  -+-  xi  —  0. 

Cette  équation  admet  deux  racines  réelles  positives  séparées  par  le  nombre    1.    En  donnant  à    /.■ 
successivement  ces  deux  valeurs,  l'équation  (1)  représente  deux  familles  de  coniques. 

1.  Le  centre  de  la  conique  (1)  est  défini  par  les  équations 


X 


—  a;^  =  kx  -+-  hj  —  x„, 


^  }   jj  —  yo  =  -^  [kx  -+-  X?/  —  x„]  ; 

et  nous  aurons  le  lieu  du  centre  en  éliminant   X    entre  ces  deux  équations.  En  les  divisant  membre  à 
membre  nous  avons 

5z:^^A       ou      x^  ''VJ-yo), 

?/  — .'/o  '^  X  -  x^ 

et  nous  n'avons  plus  qu'à  remplacer  X  par  celte  valeur  dans  la  première  des  équations  (3),  ce  qui  nous 

donne 

(/f  —  i)x{x  -  X,)  -+-  ky{y  —  y,)  =  0. 
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Cette  équation  représente  une  conique  circonscrite  au  rectangle  formé  par  les  axes  de  coordonnées 
et  par  les  perpendiculaires  à  ces  droites  menées  parle  point  F. 

Si  nous  remplaçons  k  successivement  parles  deux  racines  A-,  et  k,  de  l'équation  (2)  nous  obtenons 
les  équations  de  deux  coniques,  et  en  supposant  0<  /m  <  1  <  k,,  nous  voyons  que  laconique  relative 
à  /r,  est  une  hyperbole  et  que  l'autre  est  une  ellipse. 

Reste  à  montrer  que  ces  deux  coniques  sont  homofocalos. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  commun  — ^î   -■'"  ?  l'équation  devient 

ou 

{k  -l)x'-+  krf-  -    ^t^g-^y-^"    =  0. 
Comme  /•■  est  racine  de  l'équation  (2),  on  a 

k{xt-\-y^-xl  =  n''-k{k-i), 
de  sorte  que  l'équation  de  la  coni({ue  peut  s'écrire 


ou 

rt-7.-         n^'lk  —  i) 

Quel  que  soit /:  les  foyers  do  cette  conique  ont  pour  coordonnées    .ï  =  rh— ,     ;/ =  0.     Ces  points 
sont  les  milieux  de  FA  et  FB. 


2.  L'axe  focal  de  la  conique 

1 

(X  —  x„,^  -h  (y  —  yoY  =  -j  (J'V  +  ^y  —  ■î-o) 

est  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  (.r„,  i/„)  sur  la  directrice    kx-i-ly  — x^  =  0;    par  suite   l'équa- 
tion de  cet  axe  est 

x—Xa         ?/  —  ?/„ 


Nous  en  tirons     1  —  ~ '-^,      et  en  portant   cette  valeur  dans  l'équation  de  la  conique,  nous 

X  Xf^ 

obtenons  le  lieu  des  sommets  situés  sur  l'axe  focal.  Nous  trouvons  ainsi 

^■yi?/  —  ;/o) 


ix-x^^^{y-y,f  =  Mkx^'y'y-'-'^^-xA' 


-.1  ^"  '  ' 

L_  ^  ~~    0 

ou 

1 

(X  —  xj-l(x  —  Xf)-  -(-  (7/  —  ?/(,)-]  =  —  [kxix  —  Xo)  -+-  ky{y  —  t/o)  —  Xo{x  —  x^)  |-, 

ou,  en  transportant  l'origine  au  point  {xo,  y^), 

kx\x^+  y'')—[k[x-'^y')-^  [k—  i)xx,+  kyy^]-  =  0. 
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A  chaque  valeur  de  /■■  racine  de  l'équation  (3)  correspond  une  quartique  circulaire  admettant  un  point 
double  au  point  F.  Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  quartiques. 

3.  La  directrice     kx-^ly  —  .Co  =  0     passe  par   le  point  lixe     ,r=— ^^      y  =u:     il  en  résulte  que 

les  directrices  de  toutes  les  coniques  d'une  même  fanaille  correspondant  à  une  valeur  de   I;  passent  par 
un  point  fixe. 

DNALLOR  LEGRAM. 


Remarques  géométriques.  —  1.  Considérons  une  conique  (C)  avant  pour  foyer  le  point  F  et  passant 
parles  points  A  et  15,  et  clierchons  le  lieu  du  deuxième  foyer  F'. 
Si  la  conique  (C)  est  une  ellipse  on  a 

FA  +  F'A  =  FB  +  F'B, 
on  en  déduit 

FA  — F'B  =  FB— FA. 

Soit  (H)  l'hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  points  A  et  B  et  qui  passe  par  le  point  F.  Cette  dernière  égalité 
prouve  que  le  point  F'  est  situé  sur  la  branche  de  l'hyperbole  (H)  qui  ne  passe  pas  par  le  point  F. 
Supposons  maintenant  que  la  conique  (C)  soit  une  hyperbole,  nous  aurons 

FA   -  F'A  =  FB  —  FB  ou  bien  FA  —  F'A  =  F'B  —  FB, 

suivant  que  les  points  A  et  B  sont  ou  non  sur  la  même  branche. 
Nous  en  déduirons 

F'A  — F'B  =  FA— FB  ou  bien  FA  +  F'B  =  FA  +  FB. 

La  première  égalité  montre  que  le  point  F'  est  situé  sur  la  branche  de  (H)  qui  passe  par  le  point  F,  et  la 
deuxième  que  le  point  F'  appartient  à  l'ellipse  (E)  qui  a  pour  foyers  les  points  A  et  B  et  qui  passe  par  le 
point  F. 

On  conclut  de  là  que  le  lieu  du  point  F'  se  compose  des  deux  coniques  honiofocales  (E)  et  (H):  le  lieu 
du  centre  des  coniques  (C)  est  homothétique  de  celui-ci  par  rapport  au  point  F,  le  rapport  d'homothétie  étant 

égal  à  -j  ■ 

2.  Soient  D  et  D'  les  points  oi'i  les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  AFB  rencontrent  AB.  Si 
les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche  de  la  conique  (Cj,  la  directrice  de  cette  conique  passe  par  le 
point  D',  tandis  que  si  ces  points  sont  sur  des  branches  différentes,  la  directrice  passe  par  le  point  D. 

R.  BOUVAIST  et  J.  IIAAG. 


1274.  —  On  considère  un  paralli'logrmnme  ABCD  d  deux  paraboles  variables,  l'une  tangente  en  A 
à  AG  et  ayant  pour  diamètre  OA,  l'autre  tangente  en  B  à  BC  et  ayant  pour  diamètre  OB  ;  on  suppose  en 
outre  que  ces  deux  paraboles  sont  tangentes  en  un  point  M,  et  l'on  désigne  par  P  le  point  de  i  encontre  de 
la  tangente  en  M  avec  l'autre  tangente  commune.  Démontrer  que  la  tangente  en  M  passe  par  un  point  fixe 
et  trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  M  et  P. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  droites  BA  et  BC,  et  désignons  par  a  et  b  les  coordonnées 
du  point  D.  Les  équations  des  deux  paraboles  sont  de  la  forme 

(1)  j/-  -  2)o(a-  —  a)  =  0,  x-  —  ^p'{y  —  b)  =  0. 

Les  coordonnées  a;,  y   du  point  M  doivent  satisfaire  à  ces  deux  équations  et  à  la  suivante  qui 
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exprime  que  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  ce  point  aux  deux  courbes  sont  égaux  : 

p  X 

—  =  — 7-  ou  xii  =  pp. 

>l         V 

Nous  aurons  l'éqnalion  du  liou  du  point  M  en  remplaçant  dans  cette  dernière  équation  p  et  p'  res- 

(/"                 .1'- 
pectivoninnt  par  leurs  valeurs  -— -^ — ,  — tirées  des  équations  (1).  Il  vient  ainsi,  après  suppres- 
sion  du   l'acteur     xij  =  0,      qui  correspond  à    pp'  =  0     c'est-à-dire  aux  paraboles  dégénérées  des 
l'aisceaux  (1), 

x,j  =  i{x  —  a){ij  —  b), 

ou  3x1/  — Mix  —  iay  -\-  iah  =0. 

Cette  équation   représente  une  hyperbole  (H)  passant  en  A  et  en  C  et  par  le  symétrique  de  B  par 

rapporta  D.  Elle  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  el   admet  pour  centre  riiomotliélique  de  D  par 

4 
rapport  à   H  dans  le  rapport  --  ■ 

La  tangente  en  M  à  la  première  parabole  par  exemple  a  pour  équation 

Y;/  —  p{X-hx  —  %i)  =  0. 
Or  on  a 

y-  ib(x  —  a) 

u  = >  !/  =  — • 

'^        2(a-  — a)  ■'  3x  — 4a 

en  portant  ces  valeurs  dans  l^'équation  de  la  tangente,  elle  devient 

(2)  a;(3Y  —  26)  —  in  Y  -  2//X  -i- iah  =  0 

Sous  celte  forme  on  voit  que  la  tangente  au  point  M  passe  par  le  point  fixe  L  qui  a  pour  coordon- 

2(1        26 
nées     -;—  et  -—  ;     c'est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ACD. 

La  deuxième  tangente  commune  a  une  équation  de  la  forme 

Si  on  exprime  qu'elle   est  la  tangente   à   la  deuxième  parabole  dont  l'équation   tangentielle   est 
p'ii-  —iv(bv  -^-  w)  =  0,     on  obtient  pour  déterminer  m  l'équation 

p'nr  —  2am-  —  26m  -h  p  f=  0. 

Celle  équation  doit  admettre  comme  racine  double  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  qui 

est  —  .  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement  en  remplaçant  p,  p'  et  y  par  leurs  valeurs  en 

p    y-  (/^ 

fonction  de  x.  La  troisième  racine  est  donc r  ^    ou ^• 

p    p-  pp 

Far  suite,  la  deuxième  tangente  commune  a  pour  équation 


Y^-4(X-a)-^ 


x"-         '      ^y 
ou  enfin 

(3)  a;'^(3Y  -h  6)  —  4x(aY  -  6X  -f-  ab)  —  'mb[\  —  a)  =  0. 

En  éliminant  x  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  aura  le  lieu  du  point  L.  On  obtient  ainsi 

(3Y  -H  6)(2aY  -)-  6X  —  2a6)-^  —  2(3Y  —  2é)(2aY  -h  6X  -  2a6)(aY  —  6X  h-  a6)  -  »6(X  —  a){3Y  —  26)^  -  0 . 


592  QUESTIONS  PROPOSÉES 


En  transportant  l'origine  au  point  L  (  -— ,  -^  )  et  simplifiant,  cette  équation  s'écrit 

(lix  -H  ay){3xy  -+-  bx  -+-  ay)  —  0 , 
Le  lieu  se  décompose  donc  en  une  droite  parallèle  à  AC  et  passant  par  le  point  L  et  en  une  hyperbole 

(H')  homothétique  de  (H)  par  rapport  à  L  dans  le  rapport    —  —  •    La  droite  correspond  au  cas  où  M 

2a 
vient  en  L,  comme   on  le   constate  en  faisant    x  =  -—     dans  (2)  et  (3).  Celles-ci  se  réduisent  toutes 

deux  à  3('6X  +  «Y)  —  4«i(  =  0,  ce  qui  est  l'équation  de  la  droite  précédente  par  rapport  à  l'ancien 
système  d'axes.  Dans  ce  cas,  les  deux  paraboles  sont  osculatrices  en  M.  Ce  cas  étant  écarté,  le  véritable 
lieu  est  l'hyperbole  H'. 

J.  HAAG,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  et  Dnalloi\  Lecram. 
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1338.  —  On  considère  la  strophoide  oblique  dont  réqiiation  cartésienne  en  axes  rectangulaires  est 

(S)  (a;2  +  y^){y  —  mx)  =  a(x''  —  y'-). 

Si  m  varie,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  .son  asymptote  est  une  strophoide  droite. 
Trouver  en  outre  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  double  de  S  sur 
l'asymptote:  t°  avec  la  courbe  S;  2"  avec  l'asymptote.  Calculer  l'aire  de  ces  deux  derniers  lieux  géomé- 
triques. 

E.  N.  Barisien. 

1339.  —  D'un  point  M  variable  sur  un  cercle  donné  de  centre  0,  on  mène  une  tangente  à  un  autre 
cercle  également  donné  et  de  centre  0'.  Soit  M'  le  point  de  contact. 

Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MO  et  M'C. 

N.  Abramescu,  à  Bucarest. 

1340.  —  Un  rectangle  AHCL)  a  une  diagonale  fixe  AC,  tandis  que  l'autre  tourne  autour  de  son  milieu  0. 
Trouver  les  lieux  décrits  par  les  orthocentres  des  triangles   AOB,  BOC,  COI),  DOA. 
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